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1 Il Teorema di Hartman-Grobman per flussi
Richiamiamo 1’enunciato del teorema di Hartman-Grobman per mappe':
Teorema 1 (Hartman—Grobman per mappe) Sia F € C(R™ R™) della forma
F(z) = Lz + G(z) (1)
conL=Ly ®L_, Ly €R"™X " (n, +n_ =n) invertibile e tale che?
max{|[Ly,, L7} <a <1, ®)
e G limitata e tale che
G(x) = G(y)| <elz—y[, con e<l-a. (3)

Assumiamo anche che F'(0) =0 e che F' sia invertibile. Allora esiste un unico omeomorfismo
@ : R™ = R™ della forma ¢(x) = x + ¥(x) con v limitata tale che

o ltoFop=1L o, equivalentemente, poL=Fogp. (4)

Inoltre, (0) =0 e
[l < LTG0 - (5)

Ricordiamo anche che vale il seguente risultato di rigidita

Lemma 2 Sia L come nell’enunciato del Teorema 1 e f : R™ — R™. Esiste al pit un
omeomorfismo ¢ : R* — R™ della forma p(x) = x + 1 (x) con v limitata tale che®

poL=fop. (6)

Teorema 3 (Hartman—Grobman per flussi) Sia f una funzione Cl in un intorno di
0 € R™ a valori in R™ tale che f(0) =0 e A= f'(0) sia una matrice iperbolica®, e sia ¢y(z) il
flusso dell’equazione differenziale® i = f(x). Allora, esiste § > 0 ed un omeomorfismo di R
o(z) = x +(x), con ¢ limitata, tale che®

¢ =gpoettop™t, VaxeBs, Vtels. (7)
dove Is = Is(x) & Uintervallo massimale tale che ¢i(x) € Bs per ogni t € Is.

Dimostrazione

1) Dalle ipotesi segue che esiste r > 0 tale che
flz)=Ax+g(z), con geCY(B;) e g(0)=0=g(0). (8)
Inoltre, a meno di un opportuno cambiamento di coordinate lineare, possiamo assumere che
A=A, ®A_
con 0(A+) € {z € C| & Rez < 0}. In tal caso, se L := e, si ha anche lo splitting

L=L,®L_:=eM qe-,

LCfr. [T, Lemma 9.7]

2Le norme matriciali | - l. sono indotte da opportune norme |- |t su R™*; la norma |- | su R™ & data da
|z] = [(z¥,27)] = max{|z T |4+, |z~ |_}, dove T & il vettore delle prime n, coordinate di = ¢ n_ quello delle altre
n_ coordinate di z. La norma matriciale || - || su R"*™ & quella indotta da | - |. Infine, || - || denota la norma del
sup di funzioni su R™.

30vviamente, in generale la (6) non ha soluzioni (per esempio se f & limitata).

4Ossia A non ha autovalori con parte reale nulla.

50ssia, z(t) = ¢¢(x) & 'unica soluzione di ¢(t) = f(z(t)) e z(0) = .

6Bs = {& € R" : |z| < 6} ¢ la sfera aperta di raggio 6 e centro 0.
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con o(Ly) C {z € C||2]* < 1}.

Possiamo anche assumere che le norme siano come quelle nel Teorema 1 e che valga la (2).

2) Sia y € C*(R,[0,1]) una funzione di cut—off con supporto uguale a [—2,2], che vale 1 su

[~1,1] e con” sup |Y/| < 2.

Per ogni § > 0 definiamo poi la funzione di cut-off su R™ data da x;(x) := x(|z[/d). Si noti
che x; € una funzione lipschitziana da R™ in [0, 1] con supporto uguale a Bss, e che soddisfa

6(2) — s (0)] < 3l —yl.
Ora, per ogni 0 < § < r/2 poniamo
x;(2)g(z), se|z| <28
0, se |z| > 24.

Poiché g € C1(B,) e ¢'(0) = 0, per ogni £ > 0 esiste g = Jp(g) < r/2 tale che

€
l9@@) =gl < o le =yl c=e oy e By,
Si noti che per y = 0 (essendo g(0) = 0) si ha
€
|g($)|S§|ZE‘, vx632507
e quindi
0
||g||oo§*5, V0<6§60
4c
Lemma 4 Per ogni e > 0 e per ogni 0 < d < dg si ha
- ~ € n
(@) =g <= le—yl,  Vayer',  (c=eNM).

(14)

Dimostrazione Ci sono tre casi: (i) |z|, |y| > 26, (i) || < 2§ < |y| (o, viceversa); (iii)

||, |y] < 20. Nel caso (i), gs(x) = gs(y) = 0 e la (14) & banalmente vera.
(ii) Essendo g(y) =0 = x;5(y) e |z] < 26 < 25, si ha:

@) =3l = 13 = @ — Wl a@)] L 2oz sl

(12) c |.’L"
S
(iii) Essendo 0 < x;(y) < 1, da (9),

=y < — =yl <= e —yl.
2¢c c

(12) e (11), segue

N

9(z) =g()l < Ixs(2) = x5 @) l9(@)] + [x W) (g(x) = 9(y)]

13 g 13
—|x — — |-yl < - |z — i
20\ y|+80| yl_cl Yl

IN

Sia ora

f(z) = fs(z) == Az + g(x)

e denotiamo con ¢; = ¢y () il flusso dell’equazione differenziale @(t) = f(x(t)), 2(0) = = (tale

flusso ¢ definito per ogni ¢t € R).

"La funzione x pud essere definita come segue: sia £o(t) la funzione che vale 0 se t ¢ [0,1], vale t su [0,1/2] e vale

1—tsu[l/2,1]; sia £(t) = 4/; &o(s)ds. Allora, x(t) := £(1 4+ t)&(1 — t) (Esercizio).
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Osservazione 5 f = f su Bs e quindi i flussi generati da f e f coincidono se il dato iniziale
xz éin Bs et € Is(x).

3) Definiamo ora la mappa & € R™ — F(x) := ¢1(x) € R™. Per “variazioni delle costanti”, si
ha che

¢
by () = o + / eAt=9g 0 ¢ (z)ds (15)
0
e, in particolare, per t = 1,
1
F(z) = ¢1(z) = ez + G(z), con G(z):= / e G0 ¢, ()dt . (16)
0

Lemma 6 Sia 0 <e < |A| e0 < <dg=0do(e). Allora, G(0) =0 e

1)
Glloe < Te2lAT & (17)
G(z) =0, VY |z| > 354l ; (18)
|G(z) —G(y) <elz—y|, Vaz,yeR". (19)

Dimostrazione Poiché f(0) = 0 = §(0), ¢+(0) = 0 e quindi G(0) = 0 = F(0).
La (17) segue immediatamente da (13) e la definizione di ¢ in (11).
Dimostriamo (18). Per ogni 0 <t < 1, |z = [e-AeAtz| < el4l|eAtz| e quindi

|eAtx|Ze*HAH|x\, vo<t<l, Vuz.

Ora, da (15) e (17) segue allora che, per 0 < ¢ < 1, per |z| > 35el4ll e ¢ < el Al
5
|pe(2)| > e 140 z| — e”A”ZE > 26,
c

il che implica G(z) = 0 essendo § = 0 se |z| > 20.
Resta da dimostrare la (19). Da (15) e (14), segue che, per ogni 0 < ¢ <1,

16¢(2) — & ()] < el — y| + el / 165() — da(y)lds,

che, per Gronwall e per l'ipotesi ¢ < || 4[|, implica

jpe(@) — o)l < Mw—yl,  YO<t<1, Vay. (20)
La (19) segue ora immediatamente dalla definizione di G da (14) e (20). N
Osservazione 7 (i) Da (18) segue che F(x) = e per ogni |z| > 3dell4ll.
(ii) Se e < e I14ll si ha che F ¢ invertibile®.
4) Assumiamo d’ora in poi che

0<e<min{l—a, |A], e M. (21)

Grazie a tale ipotesi possiamo applicare il Teorema 1 con L = e? e F e G come in (16).

Quindi F = ¢, & invertibile, F(0) = 0 e valgono (4) e (5) e ¢ = x + 1) come nel Teorema 1.
Fissiamo t e definiamo il seguente omeomorfismo di R™:

Q1 i=gropoe t4, (22)

8Cfr. Es 1 del 30/10/24 su http://www.mat.uniroma3.it/users/chierchia/AM430_24_25/AM430_24_25.htm (si osservi
che [le=4]| < el41),
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Si osservi che da (15) segue che p; & un omeomorfismo della forma

pi(z) = o + (), Pi() = eAtl/J(@_Atff) +/ €A(t_s)§(¢s(@(€_mx))ds7

0
e che ¢; : R” — R™ & limitata (essendo ¢ e § limitate). Ora,

—tA (4

4 2 et =gropoete ™ Y g 0p 0000

pioe = propoe

t tA

A=gropopoe”
= propy,

e dunque, per l'osservazione precedente, e per il Lemma 2 segue che ¢; = ¢ che equivale a (7)
con ¢ flusso di f; ma, in vista dell’Osservazione 5, si ha la validita di (7) anche per il flusso
¢y di f per tuttile t € Is(x). |

Osservazione 8 Possiamo dare un enunciato piu quantitativo del Teorema 3 dopo aver messo
il sistema nella forma canonica descritta al punto 1) della dimostrazione. Infatti, da (5) e (17)
segue che

Per ogni € > 0 che soddisfa (21), esiste 0 < 69 < /2 tale che, per ogni 0 < § < dg, vale (7)
con un omeomorfismo di R™, p(x) = x + ¥(z), che soddista

1)
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