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Sia D un aperto, connesso e limitato di R?, con bordo 0D := D\ D regolare (ossia 0D
¢ una superficie regolare, orientabile e chiusa).

Problema (di Dirichlet) Data f € C(OD), trovare u € C*(D) N C(D) tale che
Au=0 inD

_ (1)
u=f su 0D

La soluzione di (1), se esiste, & unica, come segue dal seguente

Teorema 1 (Principio del massimo). Sia Q un aperto limitato di R™ e u € C*(2)N

(). Allora

Au>0 = maxu = maxu
9] 0

Au<0 = minu = minu
a o0

Au=0 = max|u| =max |ul.
Q G)

Dimostrazione Cominciamo col dimostrare la prima affermazione. Osserviamo intanto
che se Au > 0 su §2, allora u non pud assumere massimo in alcun punto £ € ). Infatti
se £ € Q fosse un punto di massimo dovrebbe valere [0%u/dz%)(£) < 0 per ogni k,
e quindi Au < 0. Nel caso in cui Au > 0 su €, consideriamo la funzione ausiliaria
v = |z|? per cui vale Av > 0 su Q. Allora Ve > 0 la funzione u + v ¢ C2(Q) N C(Q) e
soddisfa A(u + ev) > 0; quindi

max(u + ev) = max(u + ev).
Q G)

Percio, poiché u + ev > u + e min v allora max(u + v) > maxu 4+ e minov e quindi
Q ) ) Q

maxu + e minv < max(u + ev) < maxu + € maxv.
Q Q 9 o0 0

Percio, per € — 0 otteniamo la tesi.

La seconda affermazione si dimostra in maniera analoga notando che se consideriamo
la funzione w = —u allora troviamo che Aw = —Awu > 0. Applicando quanto abbiamo
appena dimostrato a w troviamo

maxw = maxw
Q a9

e, poiché —maxw = min u segue la tesi.
Infine, da |a| = max{a, —a} per a € R segue la terza affermazione. O

Osservazione 2. Dal principio del massimo segue immediatamente che la soluzione
di (1) ¢ unica. Infatti siano u, us due soluzioni di (1) allora @ = u; — ugy risolve

Au=0 inD
u=20 su 0D



quindi, per il principio del massimo

max |u] = max |u| =0
Q G

percio u = 0 e dunque u; = uo.

Definizione 3. Sia y € 9D, v(y) la normale esterna a 9D in y e x € R® con = # y.
Definiamo

K(z,y) = 1 w

2 |z —yl?

Lemma 4.
AK(z,y) =0 Vo #y
Dimostrazione Posto g(x) = | ’?, n € R3, si ha
8g n; T
oe; b 2 g
D?g 6njz; _(z-n) 3
- 3 15(z - n) 3
T T T

da culi si ricava

3 2 . . .
S8y gl gl gl
st Ox; x

Osservazione 5. Sia p € C(9D) e sia

ulz) = / Kz, y)p(y)do(y). 2)
oD
Allora
(i) u e C2(Q)
(i) Au=01in Q
dove Q2 := R3*\0D

Infatti sia z € €, allora 3 p > 0 tale che By,(x) C € e quindi
oP o
sepule) = [ LK@ eda) Ve € By)
O O
aD

percio A,u = 0.

Teorema 6. Sia

T : 9 €C(0D) H%Twz/waﬂww@) (3)
oD

2



Allora Nxy € 0D, Yo € C(0D) valgono le sequenti affermazioni:

(i) L’applicazione y — K (zo,y)(y) & L'(0D).
(1) Sia X lo spazio di Banach C(0D) dotato della norma del massimo ||¢||o = max o]

L’operatore T : X — X é compatto.
(iii) Se u & come in (2) allora

glcler% u(z) = —p(xo0) + (T'p)(x0)

lim u(@) = ¢(z0) + (1) (x0).

Per la dimostrazione di questo teorema, avremo bisogno prima di alcuni risultati
preliminari.

Lemma 7. Sia ¥ una superficie regolare compatta in R3.
(i) Vz € R3, VA € SO3(R) sia ¥(z) = Az + 2, allora V(X) ¢ una superficie regolare

in R3 e
/de'z = / f @) \I/_ldO'q/(Z)
Y v (X)

(i1) 3¢ > 0 tale che ¥ xp € ¥, VY0 > 0

do(y) <c§.
’y—%’

{EﬂBg (xo)}

Dimostrazione (i) Supponiamo intanto ¥ = ®(U), con U C R? misurabile secondo
Peano-Jordan e ® un inclusione differenziabile!. Allora (Vo ®)(U) = ¥(X). Quindi

/fdag = /f o ®|D,, AP, |du
5 U
e d’altra parte

/ fo U Moy = /f o ®|AD,, A AD,,|du = /f 0 d|D,, A Py, |du.
(%) U U

In generale, poiché ¥ é compatta, possiamo ricoprirla con un numero finito di domini
d’intergazione, Dy, ..., D, tali che

e meas(D; N D;) =0se i # j;

oV D; IU; CR?* e ®; € C'(U;,R?) tale che ®,(U;) = D;.

A questo punto, per linearita dell’integrale, avremo

LCioe ® € C1(U,R3), iniettiva e |®,, A ®,,| # 0 su U



Ripetendo quindi il ragionamento di prima, segue (i).

(ii) L’affermazione segue facilmente dal fatto che si puo scegliere atlante (U;, ®;) in
modo tale che esistono ¢y, cy e g tali che

c1lu— o] < |Pi(u) — @;(v)] < e lu—0], VuvelU, |lu—vl <d.
O
Lemma 8. Siano x, vy € 0D. Allora
(z = @) - v(w0) = O(| — xof?).
Piu precisamente, 3 M tale che Vx,xq € 0D si ha che
v (o) - (w0 — )| < Mz — . (4)

Dimostrazione Sappiamo che V T € 0D esistono r > 0, By,(T) e 1 € C*(U, By, (T)NAD)
con U C R? un aperto, tali che [th,, X y,| # 0Vu € U e 9D N By, (T) = ¢(U). Notiamo

inoltre che 0D C U B,(T), pertanto, poiché dD é compatto, esistono 21, ..., V) €
z€dD ‘
OD,r;>0peri=1,...,Ney'ec CQ(U(Z),BTi(T(i))) con UM, ..., UN) ¢ R? come

N
sopra, e inoltre 9D C U B, (7). Ora Va, € 0D3j tale che 2, € B, (zY") N aD.

i=1
Definito » = min r;, distinguiamo due casi:
1<i<N
caso 1 |z — x| > r. In questo caso si ha |v(xg) - (z — zo)| < |z — x| < M|z — 20|
1
dove M, := —.
r

caso 2 |z — x| < r. Certamente x € By, (V) infatti |z — 2| < |z — |+ |2V — 24| <
r+r; < 2r;. Siano quindi u, up € UY) tali che z = 7 (u) e 29 = 1’ (ug). Se consideriamo
lo sviluppo di Taylor di v/ intorno a ug

W () — ¢ (u) = ¥l (o) - (u— ) + Ra(u, up)
— 3 (ug) - (u— ug) + / (1= 02 ((1 — g + tu) (1 — ug)?t

0

vediamo che possiamo stimare il resto integrale Ry(u,ug) con

| Ro(u, up)| < Sl?_f)) 10205]| u — wol® =1 c|u — uo|?
UG

dove || - || denota, qui, la norma operatoriale dello hessiano di ¢’. Pertanto

Jox . .
v(zg) - (x — 29)| = | —2—2(ug) - (¢ (u) — ¥ (u

v (o) - ( o)l |¢i1><@/)i2(0> (¢ (u) — ¢ (uo))
1

S D a—

|ty X s |

_ ’RQ(U,UO)‘

[, X |

< My|u — gl

| Ro(u, ug)|

‘( Ztl x iz)(uo) wu(UO)<U_UO)| + |1/}1]1,1 X w’ljml



1 .
7 é limitato, ossia 4 a tale che —— ;- <a Vi, VueUY. A
|Vt X.wuzl ) ) Wy, X Pl |
questo punto innanzitutto notiamo che
|z — 2o — Ra(u, uo)|* = |4 (u) — 47 (uo)|*
= [Yulu — uo)|®
= ()"0 (u — o) - (u — up))

> Au — u|?

perché

dove X ¢ il minimo degli autovalori di (4)T4J. Allora da |z — x| + |Ro(u, up)| >
|z — 29 — Ra(u,up)| > AMu — ug| segue

|z — @o| = Alu — uo| — [Ra(u, uo)]
> Au — | — cu — ugl?

> |u— ug|(A — c|u — )
> —|u — .
2|u o

quindi
v (o) - (2 — 2o)| < |z — ol

Lemma 9. Sia k € C(0D x 0D, R). Allora l’operatore

S: feC@D) — Sf= /k(-,y)f(y)dﬂy)
oD

manda X in se stesso ed é un operatore lineare compatto.

Dimostrazione Sia {f,} C C(0D) con || f,| < M. Allora
percio {Sf,} ¢ equilimitata. Ora Ve > 0 sia 9 :

“C(l’,y) - k(xlay)| <

|5 fulloe < M|[K]|oc mis (OD)

3

- _ / /
Nnis(9D) Viz —2'| <6, z,2',y € 0D

Allora, Vxy € 9D avremo

1S fula) — Sfalzo)] < M / k(2 y) — ko, y)ldo(y) < e

oD

e quindi {Sf,} ¢ equicontinua. Dal teorema di Ascoli-Arzela segue che esiste una

sottosuccessione ny, tale che Sf,, converge uniformemente. O
Lemma 10. Sia g € D e sia 6 > 0. Posto B = Bs(x¢) N 0D, allora
do(y)

= +27.

t—0* ‘I’O + tV(.CUO) — ’y‘g
B
Inoltre tale limite & uniforme in xg, ossia Ve >0,V >0, AT tale che

do(y)
|zo + tv(zo) — ¥l
B

3:F27T <e

Vo< +t<T, Vg€ 0D



Dimostrazione Assumiamo [t]| < g e cominciamo con 'osservare che

/ |$o+tV(ZO) S (;)Bmis(fﬂ?)- (5)

{ly—zol=6}

Ora osserviamo che se 0 < Jy < §; avremo che, detti By = Bg, (z9) N 0D e By =

B52 ([Eo) N 8D, da
do 2 3
< | — ] .
/ oy poy ppn (5) mis(9D)

Bi\B2

segue che

lim¢ =limt¢ .
£—0 / |zo + tv(zo) — y|> =0 / |zo + tv(zo) — y|?
Bl B2

Per il lemma 7 possiamo assumere xy = (0,0,0) e v(xo) = (0,0, 1); esistono ¢ regolare
e p > 0 tali che

DN B,(0) ={y € R* : ¢(y) =0, |y| < p}
e {¢p <0}NB,0)=DnNB,0). Da cui V¢ = (0,0,1). Possiamo assumere (eventual-
mente riducendo p) che ¢,, > 0 su B,(0). Per il teorema della funzione implicita esiste
a regolare
a:{yi+y; <p’} —R
tale che ¢(y1, v, @(y1,y2)) = 0. In questo caso, se § < p (cosa che possiamo sempre
assumere assumere in vista dell’osservazione precedente) poiché ¢ ¢ ben definita su B,,

avremo
/ - a / — O‘Q : 0@2 dyrdys =: I.
|zo + tv(zo) y|3 (a t)Q)S

{ly—wo| <5} {y2+y3 <6} (vi+uz+

Fissiamo 0 < n < 1, 341(n) tale che V4§ < 61(n)

0 =1-n<,/1+al +al <l+n=10,

Tnoltre 3dy(n) < 0y tale che o] < M|yf + y3| e la costante positiva M pu() essere
presa indipendente da x (compattezza di D). Quindi se [t| < Ti(n) := 747 e § <
min{dy(n), 315z} (cosicché 2M|t| + M?6* < n) avremo

4

Y7 + 5 + 17 — 20t + 0| > yi + 45 + 1 — 2al[t] — |of?
>yt s+ = 2M (i + vt — MP(y7 + y3)0°
> (1= 2Mt| = M&®)(yi + 43) +1°
> (1—n)(yi +43) + 12
=0_(y; +v3) +1°.

Analogamente

12 +y2 + 12 — 2ta + o?| < y? + s + 12+ 2/t||al + o?
<yt +ys + 2 2ME|(y7 + v3) + M2 (55 + u3)
= (1 + 2M]t| + M262)(y2 + y2) + t2
< (L +n) (7 +y3) +1°
=0, (y; +43) + 2.
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Pertanto,
1 1 1

Njw

;< < :
O (yi+v3) +82)2  (yi+ys +(a—1)2)2  (0-(yi +y3) +12)>

e, passando agli integrali,

s / dy,dy, _<1<# / dy:dy, _
(O0+(yf +u3) + )2 S (0-(yf +y3) +12)2

Ora, V0 > 0 vediamo che

dy1dys / / rdrde
(By? +y3) +12)? /(02 + 1) :

{lyl<d}

2

\/g 052+t2

_2r (i _ ;)
0 \t| Vet

dove nella prima uguaglianza abbiamo applicato il teorema del cambio di variabili
operando un passaggio a coordinate polari, nella seconda, sempre per il teorema del
cambio di variabili, abbiamo considerato il riscalamento s = 0r? e nella terza, con
abuso di notazione, abbiamo considerato una traslazione di t?> dato che l'integrale ¢
invariante per traslazioni. A questo punto, ¥n > 0, se 6 < d(n) e |t| < T1 abbiamo che

vale la (6) e

9—27r < hm 1t|I < 9—+2
0, 6

percio, per n — 0 avremo
Pr% [t|] = 2.

da cuil
lim ¢t/ = £lim |¢||I| = £27.
t—0t t—0

Lemma 11. Sia ¢ € C(90D) e u come in (2). Allora ¥ xy € 0D
u(zot) == tlirgi u(zo + tr(xg)) = £o(xo) + (T)(x0)
Inoltre tale limite é uniforme in xg, ossia YVe > 0 3T tale che

|u(zo + tv(20)) F o(w0) — (Tp)(0)| < €
Vo< +t<T, xg € 0D.



Dimostrazione

oo+t = 5 [ R o)
_ b (xo —y) - v(y) .
N 27T8D |zo + tv(zo) — y|? p(y)do(y)+
t v(wo) - v(y)
" 2r ) Tar wfag) -y P
=1+ 1

Consideriamo prima I e sia M come in (4). Allora V |t| < 1/(4M) si ha

|I0 + tV<$0> - y|2 = |~T0 - y|2 + t2 + 2tV<$0) ’ (y - 'TO)

> |zo — y[*(1 — 2t| M)
> %Wo —yl*.
Quindi ( - . o
Lo~ Y)Y To —y) vy
(ot (o) — g PW)| S V2|l Fop—E (8)

che per il lemma (8) & una funzione L'(9D). Quindi dal teorema di convergenza
dominata di Lebesgue, segue che

lim [, = 1 /(%—y)"/(fy)

t=0 2 |z =y

p(y)do(y) = (T'p)(xo)
oD

uniformemente in x,. Passiamo ad analizzare I,. Fissiamo ora 0 < ¢ < 1. Per
I'uniforme continuita delle funzioni |v(z) - v(y) — 1| e ¢(y) su D, segue che 3§ > 0
tale che V|zo —y| < 0 si ha |v(xg) - v(y) — 1] < e e |p(y) — p(z0)| < €. Scriviamo

L= / V(@) - v(y) o(y)do(y)+

2m |zo + tr(xg) — y|?
{ly—zo0|>6}
! v(x) - v(y)
o d
o / ‘5Uo+tu(g;0)_y‘390(y) a(y)
{ly—zo| <5}
3
2
Pl e {g (3) ||¢||mm7;3(8D)6} o
¢ v(zo) - v(y) 2\* |1 |
2r d < |z o ) D .
o / 20 + t(20) _y‘gso(y) o) < (5) 3 l¢llomis(dD) <&
{ly—z0]>4}



Per il lemma 10 37, indipendente da x( tale che V |t| < T si ha

t / do 1 <
27 \zo + tv(zo) — y3
{ly—wo|<5}
ﬂ / do <o
2m \zo + tv(zg) — y3
{ly—wo|<5}

Quindi se [t| < T, per la scelta di ¢ si ha che

: / o) 21y) (y)do(y) F ()| <

27 |$0 + tu(%) - y|3<p

{ly—=o|<d}

™ |0 + tv(zo) — y[? 2m |0 + tv(zo) — y[?
{ly—wo|<d} {ly—=zo|<d}
t do
+ |o(xo) 5= To)| <
Pleo)o / |0 + tr(zo) — y[? T ¢lao)| <

{ly—mzo|<}

2] / o]l 2] / 1
<eg— do + e— do
T 27 |20 + tv(zo) — yl? 2m |zo + tv(zo) — y3
{ly—=zol<d} {ly—=zo|<d}
+loys [ L do F pla)| <
ZTo)— ~do x
Loy |xg + tr(zo) — y|? TPTo) =
{ly—zo|<s}
< 2ef|plloo + 26 +€llplloo = (Bllplleo + 2)e.
Dall’arbitrarieta di € segue la tesi. [

A questo punto possiamo dimostrare il teorema 6.

Dimostrazione (del teorema 6)
(i) Sia xg # y € 0D. Allora, per il lemma 8, si ha che

(l’o—y)"/(y)‘<M 1
[z —yl> [T 27 Jzo —

1

K =
K (. 9)| = 5

che ¢ integrabile su 9D (cfr. punto (ii) del lemma 7); pertanto I'applicazione y ——
K(zo,y)p(y) € L1(OD).



(ii) Per quanto appena dimostrato, (T¢)(zo) é ben definita. Mostriamo che T é un
operatore compatto. Sia h > 0 e sia

Thp(x) Z/Kh(x,y)w(y)da(y) con  Kp(z,y) ::%%
oD

Per il lemma 9 sappiamo che T}, é un operatore compatto; mostriamo quindi che 7T},
converge in norma a 7.
Sia € > 0; dal lemma 8 e dal punto (ii) del lemma 7 segue che possiamo scegliere § tale

che
1 (20— ) - v(y)

@ |$0 - y|3
dDN{|wo—y|<5}

Sia, ora, ¢ € C(9D) con ||¢]l <1 e xo € dD. Allora

do(y) < e. (9)

(Th - T)o) (0)] < / (K (0, 9) — K (20, 9))e(y)do(y)| +

D{|wo—y|<d}

n / (Kn(zo,9) — K (z0,9))o(9)do(y)| <

D{|zo—y|=6}

1 — ).
™ |~’Uo - Z/’
ODN{|zo—y|<d}
s [ ) - Kenploty)
ODN{|zo—y|>6}
Al do(y)
<e+ o
27 (|ro — yI> + h)|zo — y|?
aDN{|ro—y] >0}
<ot |h| mis (0D)
= ¢ 2 00 '

Dunque, limy ¢ [((Th — T)¢)(x0)| < €, da cui segue (ii).

(iii) Sia e > 0 e sia § tale che |Tp(x) — To(T)| < &, |p(x) — @(T)| < € se x,T € 9D
con |x — Z| < 4. Inoltre possiamo scegliere § in modo tale che Vxg € 0D, Y € Bs(xo)
esistono unici T € 9D N Bs(xg) e |t| < 0 tali che x =T + tv(T). Questo é vero perché
J &9 > 0 tale che 'applicazione

v (T,t) € 0D X (—¢ep,60) — T + tv(T)

¢ un diffeomorfismo da 9D x (—&¢,e0) su ¥(9D, (—&o,20)). Chiaramente ¢ > 0 se
z € D°mentret < 0sex € D. Siaora 0 < T < § tale che valga (7). Fissiamo
xg € 0D, v € Bs(xg) NOD e sia® € 0D N Bs(xg) tale che x =T + tv(T). Allora

[u(z) £ p(0) — Top(x0)| < |u(r) £ (T) — Tp(T)|+
[p(z0) — @(T)| + |To(wo) — Te(T)| < 3¢
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Osservazione 12. Data ¢ € C(9D), sia u come in (2). Se estendiamo u su 9D
ponendo u(zg) := —p(xg) + (T'p)(xo) per xy € OD, allora u € C*(Q) N C(D) quindi il
problema (1) si puo ricondurre ad un’equazione del tipo

(1 -=T)(p) =—f (10)
su X, con incognita ¢ € C(9D).
Lemma 13. N(1 —T) = {0} (dove N(S):={p € X : Sp=0}).
Dimostrazione Supponiamo per assurdo che 30 # ¢ € N(1 —T) i.e. » = T1. Sia

oe) = [ Klew)owiol
oD
Per il punto (iii) del teorema (6), se xo € D allora

lim v(z) = —d(ao) + (T9)(w0) =0

Per quanto osservato precedentemente, v € armonica in D e v =0 su 0D da cuiv =0
in D per il principio del massimo.
Osserviamo, ora, che se xg € 0D e se

+t — +
Oy (o) = t>13{£0 v(zg V(xigi) v(2oT) .

Allora d,v(zo+) = 9,v(xo—). Dunque 9,v = 0 su dD e dal teorema di Stokes (e dal
decadimento di K all'infinito) segue che v = 0 in D°. Ma allora, per il punto (iii) del
teorema (6),

0= lim, o(w) = (o) + (T%) z0)

e quindi 2¢(zg) =0 Vo € D cioe ¢ = 0. O

Osservazione 14. Dal teorema dell’alternativa di Fredholm, segue che
RA-T):=(1-T)(C(0dD)) =C(0D)

quindi se u é come in (2) con ¢ come in (10), allora tale u ¢ 'unica (per il principio

del massimo) soluzione del problema (1).

Abbiamo quindi dimostrato il seguente

Teorema 15. Sia D C R?® un aperto connesso limitato con bordo D regolare. Data
f € C(D) 3 u e C*(R3\AD) tale che valga (1). Inoltre l'operatore T definito in (3)
é un operatore compatto da X = (C(0D), || - ||«) in se stesso e la soluzione u é data
dalla formula (2) con ¢ unica soluzione di (10).

Esercizio Generalizzare il Teorema 15 a D C R" Vn > 2.
Suggerimento. Si definisca

— - (@ —y) - v(y)njz —y| sen =2

2 (z—y) v(y)

>3
aVol(B(0,1))  |a — y[* e =
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