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Sia D un aperto, connesso e limitato di R®, con bordo 9D := D\ D regolare (ossia D ¢
una superficie regolare, orientabile e chiusa).

Problema (di Dirichlet) Data f € C(0D), trovare u € C?(D) N C (D) tale che
Au=0 inD
_ (1)
u=f su 0D

La soluzione di (1), se esiste, ¢ unica, come segue dal seguente

Teorema 1 (Principio del massimo). Sia Q un aperto limitato di R™ e u € C%*(Q) N

C (). Allora

Au>0 suf)l = maxu=maxu
a E)

Au<0 suf) = minu = minu
a o0

Au=0 suQ = max|u|=max|ul.
a 20

Dimostrazione Cominciamo col dimostrare la prima affermazione. Osserviamo intanto
che se Au > 0 su 2, allora 4 non puo assumere massimo in alcun punto & € €. Infatti se
¢ € Q fosse un punto di massimo dovrebbe valere [0%u/dz%](£) < 0 per ogni k, e quindi
Au < 0. Nel caso in cui Au > 0 su Q, consideriamo la funzione ausiliaria v = |z|* per
cui vale Av > 0 su Q. Allora Ve > 0 la funzione u + cv & C%(Q) N C(Q) e soddisfa
A(u + ev) > 0; quindi
max(u + ev) = max(u + €v).
Q onN

Percio, poiché u + ev > u + e min v allora max(u + v) > maxu + e minv e quindi
Q Q Q Q

max u + eminv < max(u + ev) < maxu + € maxo.
Q Q Q o0 o0

Percio, per € — 0 otteniamo la tesi.

La seconda affermazione si dimostra in maniera analoga notando che se consideriamo
la funzione w = —wu allora troviamo che Aw = —Awu > 0. Applicando quanto abbiamo
appena dimostrato a w troviamo

maxw = maxw
Q 9

e, poiché —maxw = min u segue la tesi.
Infine, da |a| = max{a, —a} per a € R segue la terza affermazione. O

Osservazione 2. Dal principio del massimo segue immediatamente che la soluzione di
(1) € unica. Infatti siano uy, uy due soluzioni di (1) allora w = u; — uy risolve



u=0 inD
=0 su 0D

=

{

quindi, per il principio del massimo

max |u] = max|u| =0
a 50

percio u = 0 e dunque u; = uo.

Definizione 3. Sia y € 9D, v(y) la normale esterna a dD in y e v € R® con = # y.
Definiamo
1 (z—y)-v(y)
K = 7
(‘TJ y) 27T |x _ y|3
Lemma 4.

A K (r,y) =0 Vo £y

T-n
Dimostrazione Posto g(z) = ——, n € R3 si ha
T

dg n; T,

or, b 2 g

D%g 6njz; _(z-n) z?
= - ~3 15(z - n)—L

o7 = R S TRy

da culi si ricava

Osservazione 5. Sia ¢ € C(9D), Q :=R3\dD e
ule) = [ Kw)ewdot) )
oD
Allora

(i) u € C*()
(ii) Au =0 in .



Infatti sia z € €, allora 3 p > 0 tale che By,(xo) C © e quindi

%“(x) = %K(xyy)w(y)da(y) Vi € B,(x0)

/ 8D
percio A,u = 0.

Teorema 6. Sia

T eC@D) — Tp= / K(y)e(y)do(y). 3)
oD

Allora Yzy € 0D, Yo € C(0D) valgono le sequenti affermazionsi:

(i) L’applicazione y — K (zo,y)p(y) ¢ L'(OD).
(i) Sia X lo spazio di Banach C(0D) dotato della norma del massimo ||¢l|c = max lo]-

L operatore T : X — X e compatto.
(111) Se u é come in (2) allora

3131€H[1) u(z) = —p(xo) + (T'¢)(w0)

zlé%l u(z) = ¢(xo0) + (Tp) (o).

Per la dimostrazione di questo teorema, avremo bisogno prima di alcuni risultati preli-
minari.

Lemma 7. Sia ¥ una superficie regolare compatta in R3.
(i) Vz € R3, VA € SO3(R) sia V(x) = Az + z, allora ¥(X) & una superficie regolare in

R e
/deE = / f @) \Ifildaq;(z)
2 v (%)

(ii) 3¢ >0 tale che V xg € ¥, V6 > 0
/ do(y) <cé.

ly — 0| —

{EﬂBg ({L‘Q)}

Dimostrazione (i) Supponiamo intanto ¥ = ®(U), con U C R? misurabile secondo
Peano-Jordan e @ un inclusione differenziabile’. Allora (¥ o ®)(U) = ¥(X). Quindi

/fdcrg = /fo@@u1 X D, |du
s U

o
1o € CY(U,R?), ¢ iniettiva e |®,, x ®y,| # 0 su U; “x” denota il prodotto vettoriale standard in R®.




e d’altra parte

/ fo ‘I’ildU\p(E) = /f o ®|AD,, x AD,,|du = /f o ®|P,, x P,,|du.
o(%) U U

In generale, poiché ¥ e compatta, possiamo ricoprirla con un numero finito di domini
d’intergazione, Dy, ..., D, tali che

e meas(D; N D;) =0 se i # j;

oV D; AU, C R? e ®; € CY(U;, R?) tale che ®;(U;) = D;.

A questo punto, per linearita dell’integrale, avremo

Ripetendo quindi il ragionamento di prima, segue (i).

(ii) L’affermazione segue facilmente dal fatto che si puo scegliere 'atlante (U;, ®;) in
modo tale che esistono c;, ¢y e g tali che

o lu—v] < |Pi(u) — P;(v)] < cglu—1], Vu,veU, |lu—vl <d.
O
Lemma 8. Siano x, xo € 0D. Allora
(z — x0) - v(z0) = O(|z — 20]?).
Piu precisamente, 3 M tale che ¥V, zg € 0D si ha che
[v(x0) - (20 — )| < Mo — x*. (4)

Dimostrazione Sappiamo che VT € dD esistono r > 0, B, (T) e ¢ € C?*(U, Bor(Z) N
dD) con U C R? un aperto, tali che |1, X ¥,,| # 0 Vu € U e 0D N By, (T) =

Y (U). Notiamo inoltre che 0D C U B,.(Z), pertanto, poiché 0D & compatto, esi-
z€dD

stono zW,.... 7™ € 9D, r, > O per i = 1,...,N e ¢* € CQ(U(i),BTi(E(i))) con

N
Um, .., UN) c R? come sopra, e inoltre 9D C UBW(E”)). Ora Vzo € 0D3j tale

i=1
che zg € B, (%)) N dD. Definito r = 1r<111<nN r;, distinguiamo due casi:
AN
caso 1 |z — zg| > r. In questo caso si ha |v(xg) - (x — xo)| < |x — xo| < M;|x — 20| dove
M1 = .
r



caso 2 |z — x| < r. Certamente z € B, () infatti |z — W] < |z — x| + |20 — 20| <
r+71; < 2r;. Siano quindi u,up € UY) tali che x = 17 (u) e zo = 1’ (up). Se consideriamo
lo sviluppo di Taylor di ¢’ intorno a g
Y7 (u) = ¥ (ug) = 5 (uo) - (u — o) + Ra(u, uo)
1
=7 (ug) - (u — ug) + /(1 — )27 (1 — t)ug + tu)(u — ug)?dt
0

vediamo che possiamo stimare il resto integrale Ry (u,ug) con

| Ra(u, uo)| < S%) 1020 | |w—uo|* =1 clu — uol®
UG

dove || - || denota, qui, la norma operatoriale dello hessiano di . Pertanto

J X j2 . .
v(xo) - (x — 20)| = | —2—22_(ug) - (V7 (u) — ¥ (u

v (20) - (x — x0)] |¢&1><¢i2<0) (4 (u) — ¢/ (o))
1

S

|V, X |

_ | Ba(u, uo)|

| X Pl

< M|u — ug|?

| Ro(u, up)|

(4, > o) (o) - ) = o)+ EE

<aVj,VueUY. A

7 e limitato, ossia 4 a tale che 7
Wul X 1/}u2| Wul X 1/}U2|
questo punto innanzitutto notiamo che
|z — 2o — Ra(u, uo)|* = ¢ (u) — 47 (uo)|”

= [thu(u = uo)|*

= ()" (u = o) - (u = up))

> Mu — |

perché

dove A ¢ il minimo degli autovalori di (¢7)%¢J. Allora da |z — xo| + |Ra(u, ug)| >
|z — xo — Ra(u, up)| > A|u — up| segue
@ — 2ol = Alu — uo| — [Ra(u; uo)|
> AMu — ug| — clu — ug)?
> |u — upl(A — c|u — ug|)

>—)\| — |
u Ug| -
9 0

quindi
v (o) - (x — x0)| < la — wo|?



Lemma 9. Sia k € C(0D x 0D, R). Allora l’operatore

S:feCOD) — Sf— / k(o y)f () do(y)

oD

manda X in se stesso ed € un operatore lineare compatto.

Dimostrazione Sia {f,,} C C(9D) con ||f.|| < M. Allora ||Sf,]|lcc < M||k||oo mis (0D)
percio {Sf,} ¢ equilimitata. Ora Ve > 0 sia 0 :

3

f Ya—d|<b aaycdD
Mumis(9D) [z -] <o maye

|k(2,y) = k(@' y)| <
Allora, Vxy € 9D avremo

1Sfula) — Sfalao) < M / k(2. y) — k(o y)ldo(y) <
oD

e quindi {Sf,} ¢ equicontinua. Dal teorema di Ascoli-Arzela segue che esiste una
sottosuccessione ny tale che Sf,, converge uniformemente. [

Lemma 10. Sia g € 0D e sia 6 > 0. Posto B = Bs(x¢) N 0D, allora

lim ¢ do(y)

= +27.
0% |xo + tv(xo) — y|3
B

Inoltre tale limite é uniforme in xy, ossia Ve >0,V > 0, AT tale che

d
t/ o(y) s F 2| < e
J |zo + tv(zo) — y|

VO< xt<T, Vxg € 0D

Dimostrazione Assumiamo [t| < g e cominciamo con l'osservare che

/ |930+tu050) B S <§>3mis(aD)- (5)

{ly—=zol=6}

Ora osserviamo che se 0 < d2 < d; avremo che, detti By = By, (29) N 0D e By =

B52 ([Eo) N 6D, da
[ it < (1) wison)
|zo + tr(xg) — y|? — \ 09 s ’

Bi\B2




segue che

. do _ do
lim¢ =lim¢ .
t=0 2o + tv(zg) —y[> =0 |20 + tv(zo) — y[?

Bl B2
Per il lemma 7 possiamo assumere zo = (0,0,0) e v(zg) = (0,0, 1); esistono ¢ regolare e
p > 0 tali che

0D N B,(0) ={y € R* : 6(y) =0, |y| < p}

e{¢ <0}NB,(0) = DNB,(0). Dacui V¢ = (0,0,1). Possiamo assumere (eventualmente

riducendo p) che ¢,, > 0 su B,(0). Per il teorema della funzione implicita esiste a
regolare

a:{yi +y; <p’} — R
tale che ¢(y1,y2, a(y1,y2)) = 0. In questo caso, se 6 < p (cosa che possiamo sempre
assumere assumere in vista dell’osservazione precedente) poiché ¢ ¢ ben definita su B,,

avremo
/ e - Loy ¥ oy dyrdys =: 1
|zo + tv(zo) — y|? 2 4,2 _H2)3 o
(y—so/<3} iy WU T (@=1)?)

Fissiamo 0 < n < 1, 36,(n) tale che V4§ < §1(n)

0 =1-n<,/1+a2 +a2 <1+n=:0,

Inoltre Jd9(n) < &y tale che || < M|y? + y3| e la costante positiva M puo essere

presa indipendente da o (compattezza di D). Quindi se [t| < Ti(n) = ;47 e 0 <
min{da(n), 535z} (cosicché 2M|t| + M?6% < ) avremo

P+ ys + 2 = 2at + | > o +yi + 17— 2a|t] — |af?
>yt 4 ys + 70— 2M (Y7 + y3)|t] — M (yi + y3)8°
> (L= 2M[t| — M&®)(yi +y3) + ¢
> (L—n)(y; +v3) + 12
=0_(y; +vy3) + t*.
Analogamente

12 + 2 + 12— 2ta + o?| < y? 4+ s + t2 4+ 2lt||a] + o?
<yt +us + 2 2Mt(y7 + v3) + M2 (5} + 43)
= (14 2M[t] + M?8*)(y; +3) + 12
< (L +n) (7 +v3) + 1
=0, (y7 +v3) + 17
Pertanto,

1 1 1
< <

O +y2) +12)7 ~ (B +y+(a—1)2)7 ~ (0_(y2 +12) +12)

(Mo



e, passando agli integrali,

dy:d dy,d
9_/ 23/123/2 3§I§9+/ 2y12yQ - (6)
4 (O (y1 +3) +17) (0-(yf +y3) +1°)2

Ora, V0 > 0 vediamo che

/ dyldyz _
(B2 +y3) + 12)?

{lyl<d}

b
/ rdrde
(0r2 +12)3
0

06

o\§

»

2 1"
{\/g } 0652 +12
2w < 1 1 )
0 \lt| 052+t
dove nella prima uguaglianza abbiamo applicato il teorema del cambio di variabili ope-
rando un passaggio a coordinate polari, nella seconda, sempre per il teorema del cambio
di variabili, abbiamo considerato il riscalamento s = 672 e nella terza, con abuso di no-

tazione, abbiamo considerato una traslazione di t? dato che l'integrale ¢ invariante per
traslazioni. A questo punto, Vn > 0, se § < da2(n) e |[t| < T} abbiamo che vale la (6) e

0_ 0
—or < lim [t|] < —F2r
Q+ t—0 6)_

percio, per n — 0 avremo
%irrol |t|] = 2.

da cui
lim ¢1 = £lim [t||I| = £27.
t—>0i t—0

Lemma 11. Sia ¢ € C(0D) e u come in (2). Allora ¥ xy € 0D
u(zot) := tlir& w(zo + tr(xg)) = £(xg) + (Tw)(x0)
Inoltre tale limite é uniforme in xy, ossia Ve > 0 3T tale che

[u(zo + tv(x0)) F p(wo) — (T'p)(w0)| < & (7)
Vo< +t<T, zy € 0D.



Dimostrazione

wlan o)) = g [ oo
oD
_ 1 [ (@o—y) v .
_Qﬁw|%+¢wﬂo_ygﬂwd(w+
¢ V(o) - v(y)
* %8]) |zo + tv(zg) — y|3g0(y)da(y)
=1 + I

Consideriamo prima I; e sia M come in (4). Allora V [t| < 1/(4M) si ha

|0 + tv(zo) — Yl = o — yI* + 2 + 2tw (o) - (y — o)
> |xo — y|*(1 = 2[t| M)

1
> Zlag — yl2.
= 2\550 ?J’

Quindi

(0 —y) - v(y) [(z0 —y) - v(y)]
< V2||¢]|co 8
o I o) < Vol )
che per il lemma (8) ¢ una funzione L'(9D). Quindi dal teorema di convergenza dominata
di Lebesgue, segue che

1 To—Y)- vV
iy = 5 [ =) )doty) = (7))
oD
uniformemente in xy. Passiamo ad analizzare I5. Fissiamo ora 0 < ¢ < 1. Per 'uniforme
continuita delle funzioni |v(zg) - v(y) — 1] e ¢(y) su 0D, segue che 36 > 0 tale che
Vi]xg —y| < dsiha |v(zg) - -v(y) — 1] <ee|oly) — (x| < e. Scriviamo

t v(zo) - v(y)
I = — d
2 27 / ‘xo —|—tV<.f170> _ y‘ggp(y) O'(y)+
{ly—x0|>4}
t v(zo) - v(y)
— d
+27r / |zo + tv(zg) — y|390(y) o)
{ly—zo|<d}
A 2
Dalla (5) segue che se [t| < min {5, (5) H<,0|\oom7;8(3D)€} allora



|t etiet)| < (5) Dlielamison) <

27 |zo + tv(zo) — y|? )
{ly—zo[>6}

Per il lemma 10 37, indipendente da x, tale che V [t| < T si ha

t / do 1 <
— €
o |zo + tv(zo) — y|?

{ly—=zo|<d}

|t] / do

ihd § < 2.

27 |zo + tv(zo) — y|?
{ly—=o|<d}

Quindi se [t| < T, per la scelta di § si ha che

: / 20 YY) do(y) F pleo)| <

2 |zo + tv(xo) — y3

{ly—=o|<d}

< ﬂ / |V(1’0)'V(y)—1| H@Hoodo' + |t_| / |<,0(y)—<p(x0)| do

7r |0 + t(z0) — yf? 2 |0 + tv(zo) — yf?
{ly—o <6} {ly—ol <8}
t do
+ |p(®o) 5= To)| <
oz | Gy e <
{ly—ol <8}

|t] / 1218 |t / 1
<eg— do + e— do
T 27 \zo + tv(xg) — Yyl 27 |zo + tv(zo) — 3

{ly—=zo|<d} {ly—zo|<d}
+leys [ ——rdo F o) <
To)— o x
viTo 2 |zg + tv(zo) — y|? T PlTo)) =
{ly—=zo|<d}

< 2e[pllo + 22 +ellglloo = Bllelloo + 2)e.

Dall’arbitrarieta di € segue la tesi.

A questo punto possiamo dimostrare il teorema 6.

10



Dimostrazione (del teorema 6)
(i) Sia g # y € 0D. Allora, per il lemma 8, si ha che

(iﬂo—y)"/(?/)‘<% 1
2o —yl> |7 27 Jzo —

1

K =

che & integrabile su 0D (cfr. punto (ii) del lemma 7); pertanto I’applicazione y ——
K(zo,y)¢(y) € L'(OD).

(ii) Per quanto appena dimostrato, (Ty)(z¢) € ben definita. Mostriamo che 7' ¢ un
operatore compatto. Sia h > 0 e sia

_ 1 (@—y) vy
Thp(x) = /Kh(%y)(ﬂ(y)da(y) con  Kpn(z,y) =5 TP+ h
oD

Per il lemma 9 sappiamo che 7}, ¢ un operatore compatto; mostriamo quindi che 7},
converge in norma a 7.
Sia ¢ > 0; dal lemma 8 e dal punto (ii) del lemma 7 segue che possiamo scegliere § tale
che

1 (o —9) ()|

n lzo — y?

ODN|zo—y|<6}

Sia, ora, ¢ € C(0D) con ||¢|le <1 e xo € dD. Allora

o(y) <e. 9)

(T — T)g) (0)] < / (K (0, 9) — K (20, 9))o(y)do ()| +
DN{|zo—y|<é}

n / (Kn(zo,9) — K (z0,9))o(y)do(y)| <
D{|zo—y|>6}

(@0~ ) - v(w)]
|z — Yy

1
< — o(y)+
T

ODN{|zo—y|<d}

+ / K (w0,y) — K (20,)]do(y)
DN {|zo—y|>d}

<ol 1o(0)

27 (Jro — yI> + h)|zo — y|?
ODN{|zo—y|>6}

<ot |h| mis (0D)
=TT '

11



Dunque, limy o |((Th — T)¢)(x0)| < €, da cui segue (ii).

(iii) Sia € > 0 e sia 0 tale che |Tp(z) — To(T)| < €, |p(x) — p(T)| < € se z,T € ID
con |z — Z| < §. Inoltre possiamo scegliere § in modo tale che Vzy € 0D, YV € Bs(x)
esistono unici T € 0D N Bs(xg) e |t| < 0 tali che x = T + tv(T). Questo ¢ vero perché
de¢ > 0 tale che 'applicazione

v (T,t) € 0D X (—ep,609) — T + tv(T)

& un diffeomorfismo da 9D x (—&¢, g0) su (9D, (—€, €)). Chiaramente t > 0se z € D°
mentre t < 0se z € D. Siaora 0 < T < ¢ tale che valga (7). Fissiamo z, € 0D,
x € Bs(xg) NOD esiaT € 0D N Bs(xy) tale che v =7 + tv(T). Allora

u(@) £+ p(x0) = T'p(x0)| < u(z) £ (T) — Tep(T) |+
|o(x0) — ()| + [T'p(x0) — T(T)| < 32
O

Osservazione 12. Data ¢ € C(9D), sia u come in (2). Se estendiamo u su 9D ponendo
u(xg) == —p(xg) + (Tp)(z0) per xg € D, allora u € C?*(Q) N C(D) quindi il problema
(1) si puo ricondurre ad un’equazione del tipo

(1-T)0) = —f (10)
su X, con incognita ¢ € C(9D).

Lemma 13. N(1 —T) = {0} (dove N(S):={p € X : Sp=0}).

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che 30 # ¢ € N(1 —T) i.e. ¢p = T4. Sia

o) = [ Kay)ul)ioly)
oD
Per il punto (iii) del teorema (6), se g € D allora

lim () = ~(x0) + (T4)(z0) = 0

r—x0
Per quanto osservato precedentemente, v ¢ armonica in D e v = 0 su dD da cui v = 0
in D per il principio del massimo.

Osserviamo, ora, che se xg € 0D e se
L v(mo £tr(xo)) — v(meE)
Oyv(zot) = t>lé,tHLo o :
Allora d,v(zo+) = d,v(xg—). Dunque d,v = 0 su 9D e dal teorema di Stokes (e dal

decadimento di K all'infinito) segue che v = 0 in D°. Ma allora, per il punto (iii) del
teorema (6),

0= lim, v(w) = (an) + (T6) z0)

e quindi 2¢(zg) =0 Vo € D cioe ¢ = 0. O

12



Osservazione 14. Dal teorema dell’alternativa di Fredholm, segue che
RA1-T):=(1-T)(C(0oD)) =C(0D)

quindi se u € come in (2) con ¢ come in (10), allora tale u ¢ I'unica (per il principio del
massimo) soluzione del problema (1).

Abbiamo quindi dimostrato il seguente

Teorema 15. Sia D C R® un aperto connesso limitato con bordo D regolare. Data
[ € C(0D) AN u e C*R*\OD) tale che valga (1). Inoltre l'operatore T definito in (3) ¢
un operatore compatto da X = (C(0D), | - |l) in se stesso e la soluzione u ¢ data dalla
formula (2) con ¢ unica soluzione di (10).

Esercizio Generalizzare il Teorema 15 a D C R* Vn > 2.
Suggerimento. Si definisca

1
— 5 (@—y)-vly)nfr —y| sen =2

2 (z—y) v(y)
nVol(B(0,1)) |z —y|

K(x,y) =

sen >3
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