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Complemento 3
La derivata di seno e coseno

Lemma 12

(@ +h)™ — ™ < |h| L+ ]e)™, Vo, VY|h<1,VmeZ, . (19)

Dimostrazione Dal binomio di Newton e dal fatto che |h| < 1 segue:

(@ +h)™ — 2™ = ‘i(@)h%mj‘

j=1 \J
< Il Z(”T‘)mv-wxw-j
j=1
< Z(m)mmﬂ
j=1 \J
< Z(”T‘)mm-f
i=0 \J
I

Osservazione 13 Se > a, e Y b, sono due serie convergenti, dalla definizione di con-
vergenza per serie e dai teoremi sui limiti, segue immediatamente che, per ogni a, 5 € R,
anche la serie > (aa, + 3b,) € convergente e

Z(aan+ﬁbn):a2an+ﬁ2bn.

Proposizione 14 (senz)’ = cosz, (cosz) = —senx.

Dimostrazione Dalla definizione (per serie) del seno e coseno e dall’Osservazione 13
segue che, per ogni N € Z,

‘ sen (xr + h) — senx

— cosx‘
h

00 . 1 (:c + h>2n+l _ p2ntl . 22n
:\7;)(—1) (2n 4 1)! h -1 (Qn)!’
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N-1 1 (l‘ 4 h)2n+1 o :L.QTH-I a:Qn
—(=1)"
‘HZ ") h U 0
00 1 T+ h 2n+1 $2n+1 . x?n
X 2n+1)' S h -1 (2n)"
n=N : :
N-1 (_1)77, <$ + h)2n+1 _ x2n+1
= —(2n+1)z™"
\MW (L)
0 1 (.CL' + h>2n+1 _ 1.277,—&—1 I.Qn
—(=1)"
+ 2 V"5 h (=1) (2n)!‘
< |AN(37, h)| + By(z, h) (20)
con N-1 (_1)n (512' + h)?n—i—l . x2n+1 )
Ax(a,h) = | z_% o) ( . — (2n+ D)a™)|
) (21)
o0 1 |(£L‘ + h)2n+1 _ :L,2n+1| |:L,|2n
B h) =
@ k)= 2 o) ] o)

Dal Lemma 12 e dal Lemma 1 (Complemento 1) segue che, se |h| < 1e N +1 > 2|z|,
allora

+ ’x‘)Qn—Fl ’x‘2n

BN(£E7 h) S i

= (2n+1)! (2n)!
1 2N+1 2N
(2N +1)! (2N)!
Notiamo anche che, poiché la derivata di ™ & ma™"!, per ogni = e per ogni N
flLiE(l) An(z,h) =0 (23)

Fissiamo ora x € R e ¢ > 0. Da (22) segue che esiste N = N(e,z) > 2|x| — 1 tale che
By(z,h) < % VIh <1, (24)

Da (23) segue che esiste 0 < § < 1 tale che |Ax(z,h)| < e/2 per ogni 0 < |h| < 6, il che
implica, assieme a (20) e (24) che, per tali h,

‘ sen (x + h) — senx

—cosa:) <e
h

ossia che (senz)" = cosz.
In maniera del tutto analoga si dimostra che (cosz)’ = —senz. |1



