Analisi Matematica I — CL Fisica, Universita “Roma Tre” (AA 2007/08 — L. Chierchia)

Complemento 6

Lunghezza di curve e proprieta geometriche di seno e coseno

Definizione 19 Sia f € C'((a,b))

Gy = Gyla,b) == {(z,y) €R*: y = f(x), x € (a,b)}

b} (35)
Si definisce lunghezza di Gy il numero'

0(Gy(a,b)) /,/1+|f'|2

(36)
Osservazione 20 (i) Se z;

= (z1,y1) € 29 = (w2, %2) sono due elementi di R? con x; < zo,
allora il segmento

o(21,22) == {21+ t(z2 — 21) =

(1 +t(xe —21), 90 +t(y2a — )+ ¢
coincide con il grafico di

€O,y (37
fla) =yt (w—m) 2

per © € (x1,x9). Poiché f" = (yo — y1)/(z2 — 1), dalla Definizione 19 segue che la

lunghezza di o(z, 22) € data da

/\/1+ xQ_xl (xg_xl)wﬂw yl)

Ty — X1
che, per definizione ¢ la distanza euclidea tra z; e 2z
(ii) Se denotiamo con

\/($2 — 21>+ (y2 —11)?,

Sti={(z,y) eR*: 2*+¢* =1} (38)
la circonferenza unitaria in R?
fo=+V1—22 (39)
ez =(—1,0) e z =(1,0), allora si ha che
S'=Gr (-L,)UG; (-, ) U{z_}U{z}. (40)

LA priori questo & un integrale generalizzato o improprio ed il suo valore potrebbe essere co
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Possiamo dunque definire la lunghezza di S* come?

0(SY) == UGy (—1,1)) + LGy (=1,1)) . (41)

D’altra parte
1
VIHL? = —— 42

e quindi, dal teorema fondamentale del calcolo segue che
/1\/1+|f’|2 /1 L4 /1(A )
= —_— — — T
-1 * 11— 22 g —1 ceos e
= Arccos(—1) — Arccos(1) =7 —0=m, (43)
cosicché £(S1) = 2m.

Da calcoli analoghi segue facilmente la seguente Proposizione che descrive le proprieta
geometriche del seno e del coseno.

Proposizione 21 Sia (x,y) € S*. Esiste un unico t € [0,2) tale che

T = cost
{ Yy = sent (44)

Inoltre, tale t coincide con la lunghezza dell’ “arco in S* che va da (1,0) a (z,y) in senso
antiorario” o piu precisamente:

L E(Gf+(x,1)) : sey>0, (45)
7r—|—€(Gf_(—1,:c)) : sey <0
dove fy é definito in (39).
Dimostrazione Se y > 0 e x € [—1,1], da (45), segue che?
1 / 1 1 ,
t = /x\/1+|f+|2:l\/1_762d§:—l (AI‘CCOS&)
= Arccos () — Arccos (1) = Arccos (z) . (46)

2Gli insiemi a destra della equazione in (40) sono disgiunti e i punti, per definizione, hanno lunghezza
nulla.
3 Arccos (z) & I'inversa di t € [0, 7] — cost.
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Dunque cost =z e y = /1 — 22 = /1 — cost? = |sent| = sent poiché t € [0, 7] dove il
seno e positivo.
Se, invece, y < 0 e x € (—1,1), da (45), segue che

T ; T 1 T ,
t = W+[1\/1+|f_ :7T+/1\/1_7€2d§:7r+—/1(Arccos§)
= w4+ Arccos(—1) — Arccos (z) = 2m — Arccos (z) . (47)

Si noti che i valori di Arccos sono in [0, 7] e dunque ¢, in (47) € un numero tra 7 e 27.
Dunque cost = cos(2m — Arccos (z)) =z ey = —v/1 — 22 = —y/1 — cost? = —|sent| =

sent, poiché t € (m,27) dove il seno & negativo.
Abbiamo dimostrato la validita di (44) con t definito in (45). Passiamo all’unicita.

Supponiamo, per assurdo, che esistano 0 < t; < t5 < 27, tali che

{ cost; = x = costy (48)

sent; =y = sents

Poiché il coseno ¢ iniettivo in [0, 7] e in (7, 27) segue che t; < m < t3, ma questo con-
traddice la seconda relazione in (48) poiché il seno ¢ non negativo in [0, 7] e strettamente
negativo in (0,27). 1

Osservazione 22 (i) La Proposizione 21 mostra che la mappa
t €10,2m) — ®(t) := (z,9) = (cost, sent) € S* (49)

fornisce una corrispondenza biunivoca (iniettiva e surgettiva) tra l'intervallo [0, 27) e la
circonferenza unitaria S*.

(i) Dalla periodicita di seno e coseno segue anche che ® mette in corrispondenza biuni-
voca un qualunque intervallo [a,a + 27) con S'. Vale infatti la seguente affermazione:

Per ogni (z,y) € S' e per ogni a € R, 3! t € [a,a + 27) tale che vale la relazione (44).

Dimostrazione Esistenza: dalla Proposizione 21 segue che esiste ty € [0, 27) tale che costy = =
e senty = y. Allora se* k := [(a — t9)/(27)], t := to + 2wk € [a,a + 27) e cost = costy e
sent = sentg.

Unicita: siano t1,te € [a,a + 27) tali che cost; = costy e sent; = senty. Siano k; e ko due
interi tali che s; :=t; — 27k; € [0,27) (k; := [t;/(27)]). Allora coss; = = e sens; =y e quindi,
per la Proposizione 21, s; = s2 e dunque (poiché ¢; e ty stanno nell'intervallo [a,a + 27))
|t1 — to| = 27|k — ko| < 27 cioe |k1 — ko| < 1 che implica k; = ko, ossia, t] = ta.

4[z] denota la parte intera di z: 0 <z — [z] < 1.



