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Complemento 4
Continuita delle potenze e del logaritmo
La serie esponenziale e due limiti notevoli

Proposizione 1 (continuita delle potenze) Sia x un numero reale diverso
da zero e {a,} una successione di numeri tale che a, > 0 e lima,, = a. Allora

lima? = a®.

Dimostrazione Poiché a,, > 0 si ha che a := lima,, > 0. Distinguiamo vari
casi.

(i) Assumiamo 2 > 0 e a = 0. Sia € > 0; esiste N € Z tale che a,, < £'/* per
ogni n > N, e dunque, per tali n, a> < ¢, il che vuol dire lima?¥ = 0.

(ii) Assumiamo z > 0 e a = 1. Sia p un intero positivo tale che p > z e poniamo
b, = a, — 1. Allora, limb,, = 0 ed esiste N tale che |b,| < 1 per ogni n > N e,
per tali n,

(1= 1[bn])? < (1= [bn])* < (1 +0n)" < (L4 [bn])* < (14 [ba])” .

Ma le successioni a sinistra e a destra di queste disuguaglianze tendono a 1
(p & un intero e “il prodotto dei limiti ¢ il limite del prodotto) e quindi per il
teorema del confronto per successioni anche (14 b,)* = a® tende a 1.

(iii) Assumiamo z > 0 e a > 0. Allora, limZ—iL = lim (%)z = 1 e dunque
lima? = a”.

(iv) Assumiamo z < 0 e a > 0. Allora, dalla definizione di potenza con
esponente negativo e da (iii) segue che

. . 1 1
lima;, =lim — = — =a"
an a~®
La dimostrazione & completa. 1
Si ricorda che la successione
1\n
€n = (1 + 7)
n

e strettamente crescente e limitata e che, per definizione, il suo limite ¢ il
numero di Nepero

1\n
e :=lime, = lim (1—|—7) ;
n

inoltre, per ogni x € R si ha che

lim (1+%)n =t (1)



Definizione 2 (Definizione di logaritmo naturale) Se z > 0 chiamiamo
logaritmo naturale di x e lo denotiamo con logx il logaritmo in base e di x

logz :=log, z .
Lemma 3
log(1+1t) <t, Vit>0 (2)
log( 4+ <2, Vl<g. 3)

Dimostrazione Poiché pern >2et >0,

I\ = () [tk t2 n(n—1) t2 n(n—1)
L) oS (M) () s MOy )
(Jrn %(k‘)n TS A n?
prendendo il limite per n — oo in tale relazione, per la (1), si ha che

2

t
et21+t+5>1+t7 Vt>0,

e prendendo il logaritmo di tale relazione (poiché i logaritmi in base a > 1 sono
funzioni strettamente crescenti dell’argomento) segue la (2). Siaora —2 <¢ <0
e poniamo t = —s cosicché 0 < s < % e si noti che, in tal caso,

1
0<—<1+2s.
1—s

Allora, per tali s, dalle proprieta del logaritmo e dalla (2) segue che

|log(1 +t)] = |log(1 — s)| = log

1 <log(l+2s) <2s =2t ,
-

che insieme alla (2) implica anche la (3). |

Proposizione 4 (continuita dei logaritmi) Sia 1 # a > 0 e sia {z,} una
successione di numeri tale che x,, > 0 e limxz,, = x > 0. Allora

lim log, x,, = log, = . (4)
n—oo
Dimostrazione Consideriamo prima il caso in cui a = e. Sia y, = z,/x

cosicché limy, = 1. Quindi esiste N tale che |y, — 1| < 1/2 per ogni n > Nj;
per tali n, dalle proprieta del logaritmo e da (3) segue che

|log zp, —log | = [log(wn /)| = [log yn| = [log[1+ (yn — D] < 2[yn = 1] =0,
che ¢ la (4) nel caso a = e. Tutti gli altri casi derivano dalla relazione

log, = (log, e)(log, x) = (log, e) log z . i
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Definizione 5 (funzione esponenziale) Per x € R poniamo
exp(x) := Z T (5)
k=0

Dal criterio del rapporto segue che la serie in (5), per ogni z € R converge
assolutamente. In particolare, per ogni z si ha che

L =k
A, > 5y =0 (©)
=m

Teorema 6 Per ogni x € R, exp(z) = e”.

Dimostrazione Dalla formula del binomio di Newton segue che

n n k: '
x T n!
(1 + E) - ;a”k K con fnk = (n—k)nk Q
Si noti che a, > 0 per ognin > k > 0 e che
apo =1, an1 =1, Y n

ank:(l—%)---<1—k;1)<1, Vn>k>2. (8)

(k—1) termini
Si osservi anche che, per ogni k

lim a,. =1. 9)

n—oo

Ora,se n>m > 1 si ha

T n m Z‘k x
(4 0) X gl = [ X oyl

k=m+1

Prendendo il limite per n — oo, ricordando la (1) e la (9), si ottiene

m k 0 k
o<y B




Prendendo ora il limite per m — oo in quest’ultima relazione e ricordando la
(6) si ha la tesi.

E interessante stimare la velocita con cui la serie esponenziale converge.

Proposizione 7 Sia 0 <t <n+1 conn € N. Allora

=tk " 1
0< —_ < = — . 10
’;lk! nl n+1-—t (10)
In particolare,
O Ledl 1 ! Vo<t<l1 (11)
Kl " nl n n—1!' n—-1" -7
k=n
Ltk t" n+1
— <2 — VOo<t< . 12
M= StE (12)
k=n
Dimostrazione
Pl ﬁ(1+ A e + v o)
= k! -~ nl n+1 (m+2)(n+1) (m+3)(n+2)(n+1)
<tn(1+t+t2+t3+)
n! n+l (n+1)2 (n+1)3

_ t”i( t )kit" n+1
- nl —A\n+1 Sl n+l—t

Le (11) e (12) sono conseguenza immediata di (10). i

Proposizione 8 Sia {a,} una successione di numeri reali diversi da zero e
tale che lima,, = 0 allora':

et —1
li =1 13
e e (13)
log(1 n
lim log(1 +an) _ 1. (14)
n—co  ap

1Si noti che in (14) per poter definire il logaritmo va assunto che 14 ay, > 0, ma an, — O e
quindi gli a, sono definitivamente minori di 1 in modulo cosicché 1+ ay,, > 0 definitivamente.
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Dimostrazione Dal Teorema 6 segue che

et =1+t+ro(t),  roft) ::ZE’ (15)
k=2
e dalla Proposizione 7 segue che
9 3
2 <t*,  Vitl<3. (16)
Quindi:
e —1  ap+raay) ro(ay)

= :1—}—77

e, dalla (16), segue che?

r2(an)

n

lim <limla,| =0,

che implica la (13).
La (14) segue immediatamente dalla (13) osservando che se si pone b, =
log(1 + ay,) si ha che limb,, = 0 (Proposizione 4) e

log(1 + a, . by
limM:hm 5 -1. 1
Qn ebn — 1

2Si noti che esiste N tale che per ogni n > N, |an| < 3/2.



