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Teorema di Bernoulli-Hopital
Siano a,zg € R, a < xg, L € R*, f, g funzioni differenziabili in (a,xq) con g’ # 0 e tali che

lim f= lim ¢=0, (1)
T—rTo T—rTo
!
lim f— =1L. (2)
T—rTo g
. .
Allora g # 0 in (a,xp) e lim = = L.
Tr—xo g
Dimostrazione Estendiamo f e g su (a, zo] ponendo f () = g(xo) = 0; da (1) segue che f e

g cosl estese sono continue su (a, zg]. Per ogni z € (a, o), al teorema di Lagrange (applicato
a g su [z, zg]) segue che esiste £ € (x,x0) tale che g(x) = g(x) — g(zo) = ¢'(§)(x — x0), il che
implica che g(z) # 0. Quindi g # 0 su (a,xo).

Sia V un intorno arbitrario di L. Da (2) segue che esiste a’ € (a, ) tale che f'(z)/¢'(x) € V
per ogni x € (a’,x). Per ogni x € (a/, x0), dal teorema di Cauchy (applicato a f e g su [z, z¢])
segue che esiste £ € (z,z0) C (¢, z0)

flw) _ fl@) = flwo) _ FAE) _y,

g(z)  g(x)—g(zo) (&)

e quindi limy_,,, f/g = L. i

Osservazione 1 Lo stesso ragionamento si applica nel caso (zg,b) (—00 < g < b < +00)
con gli ovvi cambiamenti e dunque anche nel caso xy € (a,b) con —oo < a < b < +00, (con
f, g differenziabili in (a,b)\{zo} e ¢' # 0 in (a,b)\{zo}).

Formula di Taylor

7

Nei seguenti enunciati “f continua e derivabile n volte in xz” significa che:

xo € R, n € Ny, f & definita in un intorno I di xq, continua in xg e (se n > 0) sono definite
ricorsivamente le prime (n — 1) derivate in I ed esiste la derivata di ordine n in xg.

Definizione (polinomio e resto di Taylor) Sia f continua e derivabile n volte in zg.
Chiamiamo polinomio di Taylor di ordine n di f in x¢ il polinomio di grado (al pit1) n dato
dal

(k) (z (") (g
Tfm( ) Tfnl‘ 1‘0 Zf 0) x_xo)k:f(1‘0)+"'+fT(!())($—xo)n. (3)

Definiamo il resto n—simo di Taylor di f in xg, la funzione
(2 x0) = rfn(x;20) == f(x) — Tpn(z;20) . (4)

Lemma di Taylor T, (vo; o) = Tf0(2;70) = f(z0) esen > 1, T} . =T n1.

Dimostrazione Le relazioni T, (zo; o) = Tf,0(x; o) = f(z0) sono ovvie. Inoltre,

norR) (g (k) (z
DTf,n(x; xo) = Z fT('O) k ((E _ -TO Z f 0 QIJ N .’Eo)k_l

= " (x —x0) =Ty 1 (7520),
=0

1Si ricordi che la derivata di ordine 0 & per definizione la funzione stessa: f(9)(zg) := f(xo) e dunque
Ty,0(w;20) = f(z0).
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dove nella terza uguaglianza abbiamo fatto il cambio di variabile j = k — 1 nella somma. 1

Teorema di Peano Sia f derivabile n volte in xo. Allora,

hm T'f’n(fL';(E())
T—xo (,7; - xo)”

~0. (5)

Osservazione 2 (i) Da (3), (4) segue che nelle ipotesi del Teorema di Peano vale la seguente
formula di Taylor ad ordine n

f(x) = Trnl(x;20) + ol 20) con xli_}nago m

=0. (6)
Si noti che, per n =0, (6) ¢ equivalente a dire che f ¢ continua in 2y mentre, per n = 1, (6)
¢ equivalente a dire che f e derivabile in g e dunque il Teorema di Peano vale, ovviamente,
pern=0en=1.

(ii) (o piccoli e O grandi) Se g ¢ una funzione definita vicino a xy, si dice che g = o((x — 2)")
(‘g & un o piccolo di (z—x¢)™ o, anche, che ‘g & un infinitesimo di ordine superiore a (z—x)™’)
se si ha che limy_,,, g/(x — )™ = 0; si noti che, per n = 0, g = o(1) (vicino a x¢) significa
che lim,_,,, g = 0.

Se g & una funzione definita vicino a xo, si dice che g = O((z — x¢)") (‘g & un O grande di
(x — x0)™ se vicino a g si ha che |g(z)] < M(z — z)™ per una qualche M > 0.

(iii) 11 Teorema di Peano si puo formulare dicendo che:

il resto di Taylor n—simo di una funzione derivabile n volte in xy é un infinitesimo di ordine
superiore a (x — xg)™.

Dimostrazione del Teorema di Peano (Per induzione su n). Per n = 0 e 1, come appena
osservato, il teorema & vero. Assumiamo vero il Teorema di Peano ‘ad ordine n > 1’ (cioé con
Penunciato di sopra) e dimostriamolo ad ordine n + 1, ossia, con n sostituito da n + 1. Per
ipotesi, dunque, f ha tutte le derivate fino a ordine n + 1 in zg. Sia F(x) := rpy1(x;20) =
f(x) = Tynir(z;20) € G(x) := (x — 20)™ Y. Chiaramente G e G’ sono non nulle per ogni
x # xg. Per il Teorema di Bernoulli-Hopital, per il Lemma di Taylor e per il Teorema di
Peano applicato a f’ si ha che

i (@)

) PG 0 T

a—zo (1 — xo)(”‘H) z—zo G(x) =m0 G'(x) = (n+1)(z —xo)”
/ — ’ ’ N
L SO T 1 ) g
a—=zo (n+ 1)(x —20)® n+1lz—z (x—x)"

Proposizione 1 (Formula di Taylor con resto di Lagrange) Sia f derivabile n volte in
xo e (n+ 1) volte in I\{xo}, Iintorno di x¢. Allora, per ogni x € I, esiste § tra x e xg tale

che o
n+
Tfﬁn(ﬂc; xo) = m (gc _ xo)(n—i-l) . (7)

Dimostrazione Supponiamo che x < xq (il caso 2y < = & del tutto analogo con gli ovvi
cambiamenti).

Per n = 0, essendo 7yo(z;z0) = f(x) — f(x0), (7) segue immediatamente dal Teorema di
Lagrange. Sia ora n > 1. Per il Teorema di Cauchy ed il Lemma di Taylor, esiste z < z1 < xg
tale che?

211 Teorema di Cauchy (seconda uguaglianza) & applicato a F/G con F = f(z) — Ty n(z;30) ¢ G =
(x — xo)™t1 sull'intervallo [z, zo]; il Lemma di Taylor & usato nella terza uguaglianza.
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74,0 (25 Z0) — f(@) = Tgn(x520)
(z — mo)nt1 (z — mg)nH1
fH(x1) =T, (213 20)
(n+1)(z1 —2o)"
J'(x1) = Tprp—1(21; 20)
(n+1)(z1 —xo)"
s n—1(1; o)
(n+1)(xy —x0)

Iterando otteniamo, per un opportuno x,, € (z1, o),

rin(@ize)  Tyeoo(@nize) O (@n) — £ (o)
(x —20)" ™t (n4+ ) (zn —x0)  (n+ DNz, —20)

Applicando il Teorema di Lagrange otteniamo l’asserto per un opportuno ¢ € (z,,z9) C

(z,30). |

Proposizione 2 (Unicita del polinomio di Taylor) Siano n € Ng, ax, by € R e f una
funzione tale che

f(z) = Zak(z —0)" +o((x — m0)") = Z b (x — 0)" + o((z — m0)") , (8)
k=0 k=0
allora aj, = b, per ogni 0 < k < n.

Dimostrazione Per n = 0, f = a + o(1) vicino xg per un qualche a € R, significa che
limg 4, f(z) = a e quindi se vale (8) si ha ag = f(x9) = bo.

Sia ora n > 1 e supponiamo, per assurdo, che la tesi non sia vera. Allora esisterebbe un
1 < ko < n tale che ar, = by, per k < ko e ag, # bx,. Da (8) seguirebbe che

n

0= (ar —bi)(x = 20)* + of(z — z0)") = (ar, — biy) (& — 20)" + o((x — z0)*) ,
k=ko

il che implica , dividendo per (z — xg)*® che 0 = (ay, — bg,) + 0(1), che, a sua volta, implica
ak, = bi, ottenendo una contraddizione.

Nella dimostrazione abbiamo usato (in parte) la seguente ‘algebra degli o piccoli’ la cui
dimostrazione e lasciata per esercizio:

Esercizio Le seguenti affermazioni vanno intese ‘vicino a xg € R’.
(i) Se f =o((x — xg)™), allora f = o((z — z9)™) per ogni 0 < m < n.
(

(i) Se f = of(x — 20)") ¢ g = o((x — 20)™), allora fg = o{(x — 20)™™), ¢ af + by =
o((z — z9)P) con p = min{n, m}, per ogni a,b € R.

(iii) Se f = o((x — xo)™), allora f/(x — x¢)™ = o((x — xo)™~™ per ogni m < n.



