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L’integrale di Riemann su R

D’ora in avanti considereremo l'insieme vuoto un intervallo (limitato).

Osservazione 1 (i) Siricorda che l'intersezione di due intervalli & un intervallo e che I’'unione
di due intervalli ¢ un intervallo' o I'unione disgiunta di due intervalli.

(ii) I complementare di un intervallo & un intervallo o unione di due intervalli disgiunti®.
(iii) Se I e J sono intervalli disgiunti non vuoti allora o I < J o J < I.

Dimostrazione® Sia a = inf I, b =sup I e siay € J. Poiché I e J sono disgiunti y ¢ (a,b) e quindi si
deve avere o y > b o y < a. Supponiamo y > b (il caso y < a si tratta in modo analogo). In tal caso si
ha J > I: infatti sia y’ € J, se fosse y' < b allora (dalla definizione di estremo superiore) seguirebbe
che esiste 2’ € I taley’ < 2’, e quindi ¥’ < 2’ < b < y, che implica che 2’ € J contraddicendo 'ipotesi
che I e J sono disgiunti. Dunque 3" > b.

1 Insiemi elementari

Definizione 2 Un insieme elementare E C R é una unione finita di intervalli limitati. La
famiglia degli insiemi elementari si denota & := &(R); pit in generale, 8(E) con E intervallo
di R denota la famiglia degli insiemi elementari contenuti in E.

Lemma 3 Sia F = U Ji con Jy, intervalli. Allora esistono n < m intervalli I, a due a
1<k<m
due disgiunti tali che E = U I
1<k<n

Dimostrazione* Per induzione sum € N. Per m =1latesie veraconn=m=1e¢ [ = J;.
Assumiamo la tesi vera per m € N e dimostriamola per m + 1. Se J,,+1 N Jx = & per ogni
1 < k <'m la tesi segue direttamente dall’ipotesi induttiva (con n < m+ 1). Se esiste j < m
tale che Jp41 N J; # &, allora jj = J; Uy € un intervallo e la tesi segue dall’ipotesi
induttiva applicata agli m intervalli Jy, con k tale che j # k < me jj (in questo caso, n < m).

Osservazione 4 Dal questo lemma segue che un insieme elementare pud sempre essere
descritto come unione finita e disgiunta di intervalli limitati.

Notazione Se E = UA; con A; disgiunti (4; N A; = & se i # j) scriveremo E = UA,.
Proposizione 5 Se A,B € §(I), allora AN B, AU B, e A\B appartengono a &(I).

Dimostrazione™ Siano A = Ul; e B = UJ), con I; e Jj, intervalli in® I. Allora, AUB =
UjxLj U Jk e quindi AU B € §(I). Inoltre, essendo l'intersezione di intervalli un intervallo,

ANB=JLnJ€8(I). (1)
g,k
Infine,
A\B = (U;L;) N (Urdi)® = (U;1;) N (NkJi) = U5(L; N Jg) - (2)
Per I'Osservazione 1-(ii), per ogni j, I; Ng J; € unione finita di intervalli I;; C I;, e quindi
AB=JLiesrn), Iicip\s. 1 (3)
i

ISe I'intersezione & non vuota o uno dei due intervalli & I'insieme vuoto.

2Pin precisamente: se I # R & un intervallo illimitato, I¢ € un intervallo illimitato; se I &€ un intervallo limitato,
I¢ & unione di due intervalli illimitati disgiunti.

3Gli indici variano su insiemi finiti.
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Definizione Due intervalli I e J si dicono adiacenti se INJ = @ e I U J & un intervallo®.
Es 1 Siano I < J due intervalli ordinati. Dimostrare che esiste un unico intervallo (eventualmente vuoto) I’

“tra I e J”, ossia un unico intervallo I’ disgiunto da I e J, tale che I < I’ < .J e IUI’UJ & un intervallo.

Es 2 Sia E € §. Dimostrare che esistono e sono unici intervalli ordinati I; (1 < i < n), non adiacenti tali che
Ul = E.

2 Funzioni a scalini

Definizione 6 Una funzione f : R — R si dice a scalini se f coincide con una combinazione
lineare (finita) di funzioni caratteristiche® di intervalli limitati, ossia,

f= Zaszj , neN, o; €R, I intervallo limitato . (4)
j=1

L’insieme di tali funzioni si denota S := S(R) e piu in generale, dato un intervallo I, S(I)
denota le funzioni a scalini come in (4) con I; C I.

Lemma 7 f€S < #f(R) < e per ogni o € f(R)\{0}, f~1(a) € 8.

Dimostrazione Se f € S & come in (4), allora® f(R) = {0,1,...,a,} e se a € f(R)\{0},
f7H@) = U{I;| aj = a} che & un insieme elementare.

Assumiamo, ora, che” f # 0 sia tale che #f(R) < oo e per ogni a € f(R)\{0}, f~!(a) € &.
Si noti che da tali ipotesi segue che I'insieme {z| f(z) # 0} & limitato (essendo unione finita
di insiemi elementari), dunque necessariamente 0 € f(R). Sia, dunque, f(R) = {0,aq,...,an}
(con gli v diversi tra loro e diversi da 0). Per ipotesi, per ogni 1 < j <n, f~'(a;) = E; € &
e, per il Lemma 3, esistono n; intervalli disgiunti e limitati I, tali che E; = Uglj). Quindi,
Xg; = >k X1, ©

F=>axe, = > ax,, - | (5)
j=1

j=1k=1

Osservazione 8 Si noti che la rappresentazione in (5) di una funzione f a scalini (non
identicamente nulla) é della stessa forma di (4) ma con gli intevalli a due a due disgiunti.
Inoltre, F := UpEy, = {x’ f(z) # 0} e dunque la rappresentazione (5) & unica a meno di
riordinamenti degli indici.

Infatti, questa osservazione si generalizza anche a due (o pit) funzioni a scalini come segue:

Lemma 9 Se f,g € S(I), esistono intervalli disgiunti e limitati I; C I, 1 < j < n, e numeri
reali o e B tali che

n n
f = E anIja g= E BjX]]. ; (6)
=1 =1
dove® i numeri a; o fBj possono assumere il valore 0.

Dimostrazione Se f =0 o g = 0 la tesi € ovvia. Assumiamo che entrambe f e g non siano
identicamente nulle e siano E = {xz| f(z) # 0} € 8(I) e F = {z| g(z) # 0} € &(I). Possiamo
decomporre E e F' come fatto in (i) in insiemi elementari disgiunti £ = UEy, F = UF; tali
che By = {z| f(z) = aw} e F; := {z|g(x) = Bi} (cu sono i p > 1 valori distinti diversi da 0
assunti da f e 3; sono i ¢ > 1 valori distinti diversi da 0 assunti da g). Osserviamo, ora, che

4Ad esempio, (0,1) e [1, 400) sono adiacenti e (0,1) e (1, +00) non lo sono (ma sono contigui).

5Si ricorda che la funzione caratteristica (o indicatrice) di un insieme A C R & la funzione z — x , (¢) definita
come X 4 (x) =1sexz € A, X4 (z) = 0se z ¢ A; in particolare x, & la funzione identicamente nulla.

6Si noti che gli intervalli I; sono limitati e quindi f = 0 nel complementare di UI;.

7f # 0 significa che f non ¢ identicamente nulla. Ovviamente, se f = 0, vale (4) con, ad esempio, f =0 - X (0,1

8Si noti che nella (6) gli intervalli nelle due identita uguaglianza sono gli stessi.
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su Ei\F (se non vuoto) f = ay e g = 0, su F;\F (se non vuoto) g = ; e f = 0, mentre su
E; N F; (se non vuoto) f = ay e g = Bx. Da queste osservazioni e dal Lemma 3, la tesi segue
facilmente®. |

Dalla rappresentazione (6) di due funzioni a scalini segue immediatamente la seguente

Proposizione 10 Se f,g € S(I) e a,b € R, allora appartengono a S(I) anche le funzioni
af +bg, fg, max{f, g}, min{f, g}, f* e|f].

Dimostrazione Siano f, g come in (6), allora

n n n
af + bg = Z((LO[]‘ + bﬁj)ij ) fg = Z(O‘jﬁj)XIj ) max{f,g} = Zmax{ajaﬁj})(” )
Jj=1 j=1 j=1
n n n
. . + +
min{f,g} =Y min{ay, B}x, ., fE=Y afx,, [f1=D lojlx, .
Jj=1 Jj=1 j=1
5 .
Es 3 Siano f = —2x[73y72) + 5x(1 vap 9= Z(—l)lx(dlﬂ‘igﬂ). Si determinino n, I;, a; e 3; tali che

i=1
valga (6).

Es 4 Si determinino gli intervalli I; nella (6).

3 Misura di insiemi elementari

Cominciamo col definire la misura (o lunghezza) di un intervallo:

Definizione 11 Sia I un intervallo. Chiamiamo lunghezza o misura (unidimensionale) I
lelemento di R* dato da

0, se | =0;
[I|:=<¢ +o0, se I non ¢ limitato; (7)

supl —inf I, se @ # I e limitato.
A volte si usano i simboli ¢(I) o mis; (I) al posto di |I].
Osservazione 12 (i) La lunghezza di un punto (o meglio di un singleton I = {a} = [a,a]) &

Zero.

(ii) Si noti anche che la definizione di lunghezza non dipende dal fatto che gli estremi
appartengano o meno all’intervallo.

Lemma 13 Sia I un intervallo limitato, n > 2 e Iy, ..., I, intervalli tali che I = UI},. Allora

n

HESIIAR (8)

k=1

Dimostrazione Poiché gli intervalli I} sono disgiunti, per il punto (iii) dell’Osservazione 1
possiamo assumere che I} < --- < [,,. Siano ap = inf I}, < by = sup [ per ogni 1 < k < n,
a=1infI =a; e b=supl = b,. Poniamo anche a, 1 := b, = b. Poich¢ I = Ul (e I & un
intervallo), si deve avere ag41 = by per ogni 1 < k < n e quindi

n

|I|:b—a:anﬂ—al:Z(ak+1—ak):Z|Ik|. |
k=1

k=1

9Esercizio 4.
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Lemma 14 Siano I; e Jy, intervalli limitati con 1 < j<n el <k <m tali che E = Ulj =
UJk. Allora Y |I;| = > |Jk|-

Dimostrazione Dalle ipotesi segue che per ogni j e k si ha I; = U (I;NJg) e Ji, = U;(JxNI;)
e quindi, per il Lemma 13 si ha che [I;| = >, |I; N Jk| e |[Jx| = 3_; [Jx N 1;]. Quindi,

ILIED IR PAES S e PAED NV
J j k k3 k

Questo lemma permette di dare la definizione di misura di un insieme elementare:
Definizione 15 Sia E € §. Allora |E| := mis;(E) := Y |Ix| dove E = Ul (1<k<n).

Si noti che il numero |E| per il Lemma 14 dipende solo dall’insieme elementare E e non dal
particolare modo in cui viene rappresentato come unione disgiunta di intervalli.

4 Integrale di funzioni a scalini

Diamo qui la definizione di integrale (di Riemann) delle funzioni a scalini. Sebbene non ne-
cessario, & pilt semplice (e intuitivo) definire 'integrale di una funzione a scalini f espressa
come in (4) con gli intervalli I; a due a due disgiunti (cosa sempre possibile in vista del-
I’Osservazione 8). Alla fine della sezione vedremo che la stessa definizione puo essere estesa a
qualunque funzione a scalini f =) a;x . (senza richiedere che gli intervalli limitati I; siano

disgiunti'?).

Lemma 16 Sia f € S(I) e sia

daix, =F=YBx,, 9)
j=1 k=1

con gli {1} disgiunti tra loro e gli {Jy} disgiunti tra loro. Allora,

> oyl =" Bel il (10)
j=1 k=1

Dimostrazione Possiamo assumere che a; # 0 # 5, per ogni j e k (dato che se sono zero
non contribuiscono alle somme in (10)). In tal caso

E = Uj[j = Uka = {LC € R| f(QL') 7& 0}

Ora'!, per ogni j e k si ha I; = Ug(I; N Jy) e Ji, = U;(Jx, N 1;) e quindi, per il Lemma 13 si
ha che |I;| = >, |I; N Jy| e [Jx| = 32 |k N Ij]; inoltre, se I; N Jy # & si deve avere o = Sy,
(essendo il valore di f su I; N Jy), mentre se I; N J, = @, allora |I; N Ji| = 0. Quindi,

S alLl =Yl 0T =30 a0l = Bl 0Tl =Y Bl il
J Jj k ko J E J k
Grazie a tale lemma la seguente definizione & ben posta:

Definizione 17 Se f € S(I) chiamiamo integrale di [ su I il numero reale

/ﬁ:Z%mm (11)
1 =

n
dove f = Z ajX;, con 1; intervalli limitati a due a due disgiunti.
j=1

10Cfr. Osservazione 16-(ii).
11 Cfr. dimostrazione del Lemma 14.
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Dalla Proposizione 10 (e dalla sua dimostrazione) segue immediatamente la seguente

Proposizione 18 L’integrale ¢ un ‘funzionale lineare e positivo su S(I)’, ossia:
/I(aerbg):a/Ierb/Ig, vV f,ge S) (12)
=0, vies, f>0. (13
Osservazione 19 (i) Da (12) e (13) segue subito che, se f,g € S(I), allora
<o = [r<[a. (roesw). (14
A sua volta da (14), dal fatto che —|f| < f < |f] e da (12) segue la fondamentale disugua-

lianza
g - [ins [r< i = |[d] < [in. (15)

(ii) Da (12) segue che se a; € R e I; C E sono intervalli non necessariamente disgiunti,
(1 <j<n),allora
[(Zan,) =Sl (16)
By i

5 Funzioni Riemann integrabili

In questa sezione I é un intervallo limitato.

Definizione 20 Sia f : I — R una funzione limitata. Denotiamo

S;):={gesS|g<fy, SfI)={heSI)|n=f}. (17)
Definiamo integrale inferiore di Riemann e integrale superiore di Riemann di f su I i numeri
I (f) = sup /g, I5(f) = in+f /h. (18)

gesy (NI heSy (1) J1

La funzione f si dice Riemann integrabile se I, (f) = $; (f) ed, in tal caso, si definisce
lintegrale di Riemann di f il numero reale

/I =97 () = 97 (f). (19)

La classe di funzioni Riemann integrabile su I si denota con R (I).

Osservazione 21 (i) Si noti che per una funzione limitata f, gli insiemi S;r (1) e S; (I) sono
sottoinsiemi non vuoti di S(I). Inoltre, se g € Sy (I)ehe S;{ (I), allora g < f < h e dunque,
da (14), segue che [,g < [he

{[9!965;(1)}S{/Ih\hes;r(z)}, (20)

Nel caso f € % (I) tali sottoinsiemi di R sono contigui e I'integrale di Riemann ne & ’elemento
separatore. In altri termini, si ha

g<f<h,

/I(h—g)<s.

fER(I) < Ve>03g,he SI):
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1) S(I) CR(I): se f € S(I) possiamo prendere in (21) g = f = h.
ii) Se m < f < M possiamo assumere che le funzioni a scalini in (21) siano tali che m < g

< M. Infatti, le funzioni max{g,m} e min{h, M} sono a scalini (Proposizione 10) e

(i
(i
e h

g <max{g,m} < f <min{h, M} < he

[ (wingh )~ max{g.mp) < [ (n-9).

I 1

Da (21) segue subito la seguente caratterizzazione di integrabilita:

Proposizione 22 (Criterio di integrabilita per successioni)
f €R(I) se e solo per ognin € N, esistono, g, € S (I) eh, € SJT(I) tali che [;(hn—gn) — 0
ed in tal caso f[f = lim j}hn = lim flgn.

Dimostrazione Sia f € &(I). Se ¢ = 1/n, da (21) segue che esistono g, € S; (I) e hy, €
S;{(I) tali che 0 < [.(hn — gn) < 1/n, e dalla definizione di sup e inf e da (19) segue che
j}f = limj}hn = limflgn.

Viceversa, dato € > 0 sia N tale che [ (hn, —gn) < € per ogni n > N con g, < f < hy e
ny hn € S(I). Allora vale vale la (21) con g = gy e h = hy. |

Osservazione 23 Le successioni di funzioni {g, } e {h,} possono essere prese rispettivamente
crescenti (ossia g, (z) < gny1(x) per ogni x € I) e decrescenti (ossia hn(x) > hpi1(x) per
ognix €1).

Dimostrazione Se g, € S]T e h, € S+ sono tali che lim fl(ﬁn — gn) = 0, ricordando che il
massimo/minimo tra funzioni a scalini ¢ a scalini, possiamo prendere g, = max{g1,...,Jdn} €
hy, = min{hy, ..., h,}; infatti {g,(z)} & crescente e {h,(x)} decrescente e quindi h, — g, <
ﬁn — gn, € integrando tale relazione su I si ottiene che 0 < j}(hn —gn) < j}(izn —gn) — 0. |

Nel prossimo teorema raccogliamo le proprieta fondamentali dell’integrale secondo Riemann.

Teorema 24 (Proprieta dell’integrale di Riemann)
(a) Se f1, fa,9 € R(I) e a,b € R, allora appartengono a R(I) anche le funzioni afi + bfa,
frfz, max{f, fo}, min{f1, fo}, = e|f].

(b) L’integrale di Riemann é un funzionale lineare e positivo su %R (I):

bfs) = b , Y f1, R(I),

/I(af1+ 5) a/lf1+/lfz firfa € R(D) (22)
/fzo, YV feR(I),f>0. (23)
I

(c) L’integrale di Riemann é additivo: se f € R(I), per ogni intervallo J C I, f € R(J) e

[1= [ (24)
J T
e se I = UIy con I; intervalli allora

Af+Lf=[ﬂ (25)

Dimostrazione* Useremo sistematicamente la Proposizione 10. Dividiamo la dimostrazione
di (a) in vari passi.

(i) Siano g;, h; € S(I) come nella relazione analoga a (21) con f; al posto di f e £/2 al posto
di e. Allora vale (21) con g := g1 + go,h:=h1 +ha € Se f:= f1 + fa e quindi f € R(I).
(ii) Sia @ > 0. Se f € & (I) e vale la (21) con €/a al posto di ¢, allora vale la (21) con ag, af
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e ah al posto di g, f e h. Dunque af € % (I) per ogni f € R(I) e a > 0.

(iii) Se vale la (21) allora si ha —h < —f < —g e [(—g — (=h)) = [;(h—g) < € ossia
—f € R(I). Da questa osservazione e da (i) e (ii) segue che af; + bfs € R(I) per ogni
a,beR, fi e R(I).

(iv) Dimostriamo che f*,|f| € R(I). Si ricordi che la funzione z — 2% & crescente e
che z — = & decrescente. Dunque se vale (21), allora g™ < f* < ht e bt — gt <
(ht —g*)+ (g~ —h™) = h—geqund [[(hT —g") < e, e quindi fT € %(I). Poiché
[~ =(—f)" da (iii) segue che f~ € R(I) e che |f| = fT + f~ € R(I).

(v) Dal punto precedente, segue che max{fi, fa} = (f1 — fo)™ + f2 € R(I). Quindi anche
min{ f1, fa} = —max{—f1, —fa} € Z(I).

(vi) Dimostriamo ora che se f € &R (I) e f > 0, allora f2 € %(I). Sia M = sup f e assumiamo
(21) con ¢/(2M) al posto di €. Per 1’Osservazione 21—(iv), possiamo assumere che g > 0 e
h < M. Allora, g*> < f2 < h*e [(h* —g¢*) = [[(h—g)(h+g) < 2M [,(h—g) < € e dunque
2 eR(I).

Da questo segue anche che se f,g € A(I) e f,g > 0 allora fg = %((qug ) e R(I).
Quindi, per qualunque f € %(I), f2 = (f* = f7)?* = (f*)*+(f7)? - 2f+f € 93( )-

Infine, se f,g € R, fg = fYf" +g79g — ftg — fgt € R(I). Questo conclude la
dimostrazione di (a).

La (22) segue immediatamente da (a), da (12) e dal fatto che [ fi = lim flgff) con ¢&) a
scalini.

La (23) segue da (13) e dal fatto che [ f = lim [;g, con 0 < g, < f a scalini (si ricordi
I’Osservazione 21—(iii)). Questo conclude la dimostrazione di (b).

Dimostriamo (c). Siano g, e h, come nella Proposizione 22. Allora'?, g,x,,hnx, € S(J),
X, <[ <hax,sul, e

/J(hnxJ —gnX,) = /I(hnxJ —gnX,) < /z(h" —gn) — 0.

Quindi (Proposizione 22) f € R(J) e

[r=1m [au,.
J J

D’altra parte, si ha anche g,x, < fx, < hnx, su I e quindi

/fXJ:lim/anleim/anJ:/f‘ I
I I J J

2

Es 5 Dimostrare che le funzioni e 22 sono integrabili su (0, 1) e calcolarne I'integrale usando la Proposizio-

ne 22.
oo

Es 6 (Una funzione a ‘infiniti scalini’). Sia I, := [nil , 7) {an} una successione limitata e f := Z anXr,, -
n=1

Dimostrare che f € %([0,1]) e calcolare f-
[0,1]

Es 7 Sia I =[0,1], Q:=QNI e f = x,. Dimostrare che ., (f) =0e Qf(f) =1 e quindi che f ¢ R(I).

6 Partizioni di intervalli e somme di Riemann

Definizione 25 Una partizione di un intervallo I é una famiglia P = {Ij| 1< j < n} finita
di intervalli disgiunti I; tali che I = UI;. L’insieme di tutte le partizioni di I verrda denotato
9 (I). Diremo che la partizione P = {I;} é ordinata se I < --- < I,,; in tal caso (essendo
I=UI;), sen>1,supl; =inf I;11, per ogni 1 < j <n—1.

Lemma 26 Se f € S(I) esiste una partizione P = {I;|1 < j <n} € P (I) e numeri reali o
tali che f = Z;‘L:1 X, -

12gi ricordi che XaXp = Xanp © siusila Proposizione 22.
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m
Dimostrazione* Sia f = Z Q2k—1X1,, I5;—1 C I, una rappresentazione standard di f (la
k=1
scelta degli indici solo dispari & fatta per comodita di notazioni). Assumiamo che gli intervalli
Ij—1 siano ordinati (Osservazione 1—(iii)) e che siano non vuoti. Per ogni 0 < k < m sia I
I'unico intervallo (eventualmente vuoto) tral® Inp_q1 e Is;11. Allora, {I;} & una partizione di

I e 'asserto segue ponendo asr, = 0 e n = 2m.
Proposizione 27 (Critertio di integrabilita per partizioni)
f€R(I) se e solo se Ve > 0 esiste P = {I;|1 < j <n}eP(I) tale che

n

Z(S}lpf —inf f)lI;] <e. (26)

j=1 J

Dimostrazione * Dato € > 0 se vale (26), allora vale (21) con

9= Z;(i}ljff)xfj . h= z; sup f)x
J= J=

Viceversa, assumiamo che, dato € > 0, valga (21) e che le funzioni a scalini g e h siano definite
sugli stessi intervalli (cosa che possiamo fare per il Lemma ??). Per il Lemma 26 (e la sua
dimostrazione) esiste allora una partizione P = {I;} di I tale che

n n
g:Za-jXIj’ h226jX1j~
j=1 j=1

Da g < f < h segue che a; <infy, f < supy, f < B; e quindi

n

Z(bupf 1nff|I|<Z i — o) <e. i

=1 L

Dalla Proposizione 27 e dalla definizione di integrale di Riemann segue immediatamente la
seguente

Proposizione 28 Se f € R(I), per ogni € > 0 esiste una partizione P = {I;} di I tale che
per ogni scelta di punti x; € I; si ha

‘/If—if(wj)|1j|‘<8- (27)

La somma in (27) viene a volte chiamata somma di Riemann (rispetto alla partizione P e
alla scelta di punti {z,}).

13vV/edi Es 4.
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