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Alcuni risultati relativi a e

1 Relazioni tra e ed il fattoriale

Si ricorda! che, se si definisce,

1\" 1 n+1
en = (1+f) , En:(1+—) : (1)
n n

allora la successione {e,} & strettamente crescente e la successione {E,} & strettamente
decrescente e il limite comune ¢ per definizione i numero e:

en /€ By (2)

Lemma 1
n\”" n\"
<7> .egnlg(f) emn, vV neN. (3)
e e
Dimostrazione Le relazioni in (3) sono vere per n =1 (col segno di uguale).
Dimostriamo la prima disuguaglianza per induzione: assumiamo tale disuguaglianza vera per

n > 1 e dimostriamola per n + 1:

() e (e ) (@) () e 2

Analogamente, assumiamo la seconda disuguaglianza in (3) vera per n > 1 e dimostriamola
per n+ 1:

(n+1)n+1.e (n+1) = %(g)nne(n—kl) (i) (g)"ne(n+1) (;) (n+ 1) 1

€ €

La (3) puo essere riscritta come
n—1 n
e n _
< — < et 1

n n!

relazione che, prendendo la radice n—ma, ¢ equivalente a

e ny w e
(en)? TL' e

1
n

da cui, prendendo il limite per n — 400, segue il seguente limite notevole

lim —— =e — Yl 2 (4)
n—+oo /nl €

Osservazione 2 Una relazione ben piu precisa della (3) ¢ data dalla seguente formula di
Stirling:

n! ~ (E>n 21, (5)

€

la cui dimostrazione, perd, & ben piu delicata della dimostrazione di? (3).

2 Irrazionalita di e

Un altro importante limite notevole legato ad e segue dall’identita®

(VxeR),

LCfr. Lemma 2.36, [C]
2Cfr. Appendice A.3 in [C], dove si dimostra che n! = (%)
3Cfr.Teorema 5.3 [C].

n

27Tn<1+ C—\/%) con |en| < 1/2m.



che implica, in particolare,
o0
1
k=0
Da tale limite segue una semplice dimostrazione dell’irrazionalita di e.

Lemma 3 Vale la sequente disuguaglianza

(o]
1 q+2
— — A No . 7
:2: k! )'qu‘l’ q € No ()
Dimostrazione
i - 1 (1+ Ly ! +)
K (g+1)! q+2  (¢+3)(qg+2)

k=q+1

1 1
<
(¢+1) 'Z (¢ +2)

k=0
_ 1 q+2
 (g+D) g1

Teorema 4 ¢ ¢ irrazionale.

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che e = p/q con p,q € N. Allora, si avrebbe

q q q
_ Iy _ o (p 1 q!
Ne=a(e- 3 g) = e - ) =l g e
k=0 k=0 k=0
e, d’altra parte,

o0
1(7 q+2
S S

k= q+1

il che, essendo N > 0, & una contraddizione, non esistendo alcun numero intero in (0, 1). i

3 Divergenza della serie armonica

Il prossimo lemma descrive la velocita di divergenza della serie armonica:

Lemma 5
n

1
—+1ogn<z <1+logn, V' neN. (8)
k=1

Dimostrazione Le relazioni in (8) sono vere per n =1 (col segno di uguale).
Dimostriamo la prima disuguaglianza per induzione: assumiamo tale disuguaglianza vera per
n > 1 e dimostriamola per n + 1:

essendo l'ultima relazione equivalente a loge,, < 1, relazione vera essendo e,, < e e il logaritmo
una funzione strettamente crescente.

n+1

+

??‘M—‘

(8)
Z

(n+1),

??‘\»—t

k=1
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Analogamente, assumiamo la seconda disuguaglianza in (8) vera per n > 1 e dimostriamola

per n+ 1:
n+1

1 1 "1

[ + _
2 ETarit A
k=1 k=1
essendo l'ultima relazione equivalente a log E,, > 1, relazione vera essendo E, > e e il
logaritmo una funzione strettamente crescente.

(2) L 1+1 1+1 1
_m"‘ +logn < 1+log(n+1),

Osservazione 6 (i) In particolare la (8) implica che

n
k=1

~ logn. (9)

e

1
(ii) (La costante di Eulero-Mascheroni) Se definiamo -, := Z T logn, la (8) puo essere

k=1

riscritta come
n

1 1
— <, <1, VneN, ('yn:: %—logn). (10)
n
k=1
Poiché v,, = vp+1+log (1—1—%) —n%rl e log (1—1—%) —n%rl > 0 (essendo tale relazione equivalente

a log E,, > 1) segue che {~,} ¢ strettamente decrescente. Quindi esiste il limite v = lim,, =

inf v,,: tale limite & un numero positivo e prende il nome di costante di Eulero-Mascheroni®*.

4 Convergenza della funzione ((s) di Riemann per s reali

La funzione ((s) di Riemann ¢ definita come

() => ki (11)
k=1

Lemma 7 La serie in (11) per s € R converge se e solo se s > 1.

. . o1 1 . . 1 . .
Dimostrazione Poiché¢ — > — se s <1 e la serie armonica Z % diverge per il Lemma 5,

segue che ((s) = +oo per ogni s < 1. Sia ora s > 1 e poniamo € = s — 1 > 0. Dal limite
notevole (14 x)® — 1 ~ ax per x — 0 segue che

1 1 _ (( 14 1 )6 ) 1 € 1 €
ne  (n+1)F n (n+1) nn+1)E nplte’
1 1
Quindi (criterio del confronto asintotico) la serie Z = Z e si comporta come la serie

1 1
Z (—E - W), ma tale serie € una serie telescopica e
n n

Mo 1 1
—_— ) =1 1,
; (n (n+ 1)6) Nt1F

il che mostra che la serie ((s) = > 1/n® converge per ogni s > 1. i

noq n—1 1 n—1
4 _ _ _ 1 1 sohé .q
Yn = Z P Z (log(k + 1) — logk) = + Z ar con ap = 3 — log (1 + ). Poiché a; > 0 (essendo
k=1 k=1 k=1
oo
tale relazione equivalente a logej < 1) e la serie ¢ limitata (essendo ~, < 1) segue che v = Z ap, > 0. Il valore
k=1
numerico di v € circa 0,5772156649..... Non & noto se 7 sia razionale o irrazionale; per maggiori informazioni, vedi
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler’27s_constant.


https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_constant
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