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6 Integrale di Riemann generalizzato e applicazioni
alle serie di Fourier

6.1 Estensione dell’integrale di Riemann

Lemma 1 Siano Bj, j > 1, insiemi misurabili secondo Peano—Jordan tali che
Bji1 C B (6.1)
e tali che N;B; sia un insieme di misura nulla. Allora

lim mis B; =0 . (6.2)

J—o0

Dimostrazione Sia R, un rettangolo compatto tale che Ry D Ei Chiamiamo B :=
N;B; e fissiamo un numero arbitrario € > 0. Per ogni j > 1, sia {Ki(])} un ricoprimento
di cubi aperti di 0B, tale che

3

o F@)
ZmlsKi < 71

sia, inoltre, {Ki(o)} un ricoprimento di cubi aperti di B tale che

Zmis KZ-(O) < < .
i>1 2
Si osservi che o =
> ) mis K9 <e. (6.3)
j=01i=1
Siano ‘ ‘
Ri:={KY j>0i>1}, A:= K9

A ¢ un aperto e Rg\A un compatto. Sia x un punto arbitrario di Rp\A. Chiaramente
x ¢ B e dunque esiste j = j(x) tale che x ¢ Bj(,). Inoltre, poiché x ¢ 0Bj(,), esiste un
cubo aperto K (x) centrato in x tale che K ()N Bj,) = 0. Sia Ry := {K(x) : z € Ry\A}.



I cubi in R1UR, formano un ricoprimento aperto di Ry e, quindi, esiste un numero finito
di cubi K7, ..., Ky in Ry e cubi K(z1), ..., K(z)) in Ry tali che

N M
Ry C UKZ U UK(:L‘Z),
i=1 i=1
e da (6.3) segue che
N
> misK; <e. (6.4)

i=1
Sia jo := maxi<i<pm j(z;). Allora B;y N K(x;) = 0 per ogni 1 < i < M e dunque
Bj, C UY, K; e dunque, grazie a (6.4),
N N
mis Bj, < mis U K, < ZmisKi <e.

i=1 =1

Dall’arbitrarieta di ¢ segue la tesi.

Corollario 2 Siano A; C A insiemi misurabili secondo Peano—Jordan e tali che
A = U;A; sia misurabile secondo Peano—Jordan. Allora

supmis A; = mis A . (6.5)
J

Se, inoltre, f € R(A) (é integrabile secondo Riemann su A) allora

jlggo/Ajf:/Af. (6.6)

Dimostrazione Sia B; := A\A;. Gli insiemi B, verificano le ipotesi del Lemma 1
(infatti, N;>1B; = 0) e poiché mis B; = mis A — mis A;, si ha la (6.5). Se f ¢ integrabile
secondo Riemann su A allora ¢, in particolare, limitata: sup4 | f| < M < oo. Ed allora:

[r-] 1= / Wik / M1 M mis(A\A7) = M (mis(4) — mis(4;))

e la (6.6) segue da (6.5). |1

Un’estensione dell'integrale di Riemann (che si avvicina sostanzialmente all’integrale di
Lebesgue) ¢ basata sulla seguente



Proposizione 3 Sia f : E C R" — R. Siano, per k =1 ek = 2, {A;k)} due suc-
cessiont di sottoinsiemi di & misurabili secondo Peano—Jordan, tali che: Agk) C Ag-lfr)l €

Uj>1 A§-k) = E. Assumiamo che [ sia Riemann—integrabile su Agk) per ogni k e j e

s%psgp /A;k)|f(:17)]dx < 00 . (6.7)

Allora esistono i limiti lim;_.o [, f(z)dz e tali limiti coincidono:
J

lim f(z)dz = lim f(z)dz . (6.8)

j—o0 JoM j—o0 Ja@
J J
Dimostrazione Assumiamo, dapprima, che f > 0. Da (6.7) segue che

lim (k)f(x)dx = Sljlp /Agk)f(x)dx = .

J—00 JA

Sia A; := §1) N A§2); {A;} verifica le stesse ipotesi di {Agk)}. Sia
Q= sup/ f(z)dz .
i A

Chiaramente & < «y, e se si avesse «ay, < & allora a; = «p. Fissiamo k, ad esempio k = 1,
e dimostriamo che a; < @. Sia € > 0. Sia j, tale che

3

A;;)f(:c)dx > — 3

Sia A; 1= Aj N Agi); Aj C A e UjA; = Ag-(l)). Dal Corollario 2 segue che supmis A; =

D) Qs . .
mis A§O). Sia M := supA;;) f esia g1 > jo tale che

1 e
mis AgO)\AJ1 < M
Allora
fpna,F =3
A\a; " T 27
e

e €
a </ .rdx—l——:——i—/ +/
b= A§1)f() 2 2 Ajlf A(.l)\Ajlf
0 Jo
€+/ f§€+/ f<e+a.
A, A,

IN



Dall’arbitrarieta di € segue che ay < a.

Il caso con f arbitraria segue dalle decomposizioni f = f, — f_ e |f| = f+ + f—, dove
f+ > 0 denotano le parti positive e negative di f.

Grazie a tale proposizione, la seguente definizione ¢ ben posta.

Definizione 4 Sia f : E C R" — R e sia {A;} una successione di sottoinsiemi di £
tale che:

(R1) A; é misurabile secondo Peano—Jordan per ogni j, A; C Ajy e U Aj=F,
Jj>1

(R2) f € R(A;) per ogni j,

(R3) S?p[él'\f(:c)\dx <00 .

Allora esiste il lim / f(z)dz e tale numero dipende solo da E e da f. Per definizione
Aj

porremo =
/Ef(x)dx = lim /Ajf(x)dx

J—00

e tale numero prende il nome di integrale di Riemann generalizzato di f su E. Lo spazio
delle funzioni su E per cui vale (R1)+(R3) verra denotato con' Ry(E). Se 1 € Ry(E)
porremo

mis(F) := /1da: ,
E

e chiameremo tale numero la misura di Peano—Jordan generalizzata dell’insieme E.

Esempi (1) Sia f(z) :==1/[z|* e B :={z € R": 0 < |z| < 1}. Allora f € Ry(E) se e
solo se a < n.

(2) Sia f(z) :=1/|z|* e E:={z € R": |z| > 1}. Allora f € R,(F) se e solo se a > n.

(3) Diamo ora un esempio di insieme misurabile secondo Peano-Jordan in senso gene-
ralizzato ma non in senso classico. Sia {r; : j > 1} =QnN(0,1) e 0 < a < 1. Definiamo

(67 «
Ij::(rj—ﬁ,rj—i—F)ﬂ(O,l), AjI: U Ii7 Ea::UAj-

1<i<j i>1

E, & un sottoinsieme aperto di (0,1) tale che:

! Attenzione: non confondere il simbolo R;(F) con R(E).



o E,=10,1];
e gli insiemi A; sono insiemi elementari, A; C A1, B, = UA;,

J J 1
supmis(A;) = supmis | J [; < asup H=

e dunque E, ¢ misurabile secondo Peano-Jordan in senso generalizzato e mis F, < «;

e F, non ¢ misurabile secondo Peano—Jordan in senso classico poiché 0FE, = [0, 1]\ E,
non e un insieme di misura nulla.

D’altra parte, non ¢ difficile verificare che C, := [0,1]\E, non & misurabile in senso
generalizzato (Esercizio).

Osservazione 5

(i) Se E é misurabile secondo Peano—Jordan e se f € R(E) allora f € Ri(E) e i valori
dei corrispondenti integrali coincidono; se & & misurabile secondo Peano—Jordan e se
f € Ri(E) ed é limitata, allora f € R(E).

Dimostrazione La prima affermazione € conseguenza immediata della seconda parte del Corollario 2;
la seconda affermazione segue dal teorema di Vitali-Lebesgue.

(ii) R1(E) e uno spazio vetoriale e se f,g € Ri(F) allora [;(af + bg) = afpf + bfzg per
ogni a,b € R.

Dimostrazione Se f € R;(E), chiaramente anche af € Ri(E) per ogni a € R. Siano, ora, fi, fo
elementi di R (E). Allora esistono {A;z)} tali che f; e {Ay)} soddisfano (R1)+(R3). Sia A; := A§1)OA§2):
chiaramente f; soddisfano (R1)=+-(R3) rispetto alla stessa famiglia {A;}. Da questo segue facilmente la
tesi. |

(ili) Se E e limitato ed esiste una successione di insiemi {A;} come in (R1), allora E e
misurabile in senso generalizzato e

lim mis(A4;) = mis(E) .

J—00

(iv) Se f € Ry1(E) e A C E ¢é misurabile secondo Peano-Jordan allora f € Ri(A) e

Jis= [



Ma, in generale f ¢ R(A) (ad esempio A = E = (0,1) e f =1/\/x).

Dimostrazione Siano f e {A;} come in (R1)+(R3) e si prenda A} = AN A;. i

v) Sia f € Ri(E) ed € > 0. Allora, esiste un insieme misurabile secondo Peano—Jordan
A C E tale che f € R(A), f € Ri(E\A) e /\Am <e.
E

Dimostrazione Siano f e {4} come in (R1)=+(R3). Fissiamo k e sia A := A;\Ay. Allora UA) = E\ Ay
esup [, |f| <sup [, |f] < oo. Quindi f € Ri(E\Ay). Sia o := [,|f] e sia a; := [, |f|. Dalle definizioni
segue che o; T ave che fE\Ak|f| =lim;_, o fA,-\Ak|f| =lim;_, o fAj|f|ffAk|f| =lim; o aj—ap = @—0y.

Quindi, esiste k tale che a — ap < ¢ e la tesi si ottiene con A := Ayg. |

(vi) Se f € Ri(E) e [z|f| = 0, allora esiste Q C E di misura nulla tale che f = 0 su

Dimostrazione Osserviamo, innanzitutto, che dal teorema di Vitali-Lebesgue segue se g > 0 ¢ Riemann
integrabile su A misurabile secondo Peano-Jordan e [,g = 0 allora esiste N C A di misura nulla tale
che g = 0 su A\N (infatti basta prendere come N i punti della frontiera di A che stanno in A piu i
punti di discontinuita per g: su A\N g & continua e se fosse g(zp) > 0 per un zg € A\N esisterebbe
un intorno di xy dove la funzione si manterrebbe piu grande di g(z()/2 e quindi I'integrale di g non
potrebbe essere nullo). Ora, siano f e {A;} come in (R1), R(2), (R3). Allora f ¢ Riemann integrabile
sudje fAj |f] = 0. Per l'osservazione fatta, esiste Q; C A; di misura nulla tale che f = 0 su 4;\@Q),. Sia

@ = UQ;. Chiaramente ) C E & di misura nulla e f =0 su E\Q. 1

(vii) Dal punto precedente segue che || - [|; := ;| - | € una seminorma su R4 (E).

(viil) Sia f € Ry(E) e ¢ > 0. Allora esiste una funzione C§° con supporto contenuto
nell'interno di E tale che ||f — g|1 < e.

Dimostrazione Dal punto (v) qui sopra segue che esiste A C E misurabile secondo Peano-Jordan, su
cui f ¢ Riemann integrabile e tale che fE\ 4l f] < €/2. Poiché A ¢ misurabile secondo Peano-Jordan (e

f & Riemann integrabile su A e quindi ivi limitata) esiste un insieme elementare Ay tale che Ay C A e
fA\AO |f] < Mmis(A\Ag) < €/4, dove M := sup, |f|- Poiché f & Riemann integrabile su Ag esiste una

funzione a scalini h € S(Ao) tale che [, |f — h| < ¢/8. Per definizione, h ha la forma h = Zjvzl CiX,

con {R;} partizione di Ag. Sia ¢ = max|c;| e siano R’ dei rettangoli tali che R_; C Rj e mis(R;\R)) <
g/(8cN). Siano ¢; delle funzioni C§° tali che 0 < 1); < 1, supp (¢;) C R; e 1; = 1 su R/, e sia, infine,



qg:= Zjvzl ¢j1;. Chiaramente g € C§° ed il suo supporto ¢ contenuto in Ay la cui chiusura ¢ contenuta

in ;1 C 109 Inoltre

Jn-sl= Z/m ol = Z/\cm—wzwﬂmls RAR) <Zm80 <

In conclusione:

/E|f—g:/E\A|f|+/A\AU|f|+f%|f e +/|f h|+/|h g<deriiioc N

Consideriamo ora altri spazi funzionali in cui ¢ una potenza del modulo della funzione
ad essere integrabile in senso generalizzato.

ool ™

Definizione 6 Lo spazio della funzioni per cui valgono le ipotesi (R1), (R2) e
(R3), sup/|f )Pdx =: /\f )Pdr < oo

per qualche p > 1 wviene denotata con R,(E); se p & intero si definira in modo naturale
anche /f(a:)pdx.
E

Per f € R,(E) (p > 1) definiamo

I = ([1stepar)”

Le disuguaglianze di Holder* e Minkowski® si estendono agli integrali di Riemann gene-
ralizzati cioe: ¥V p e g € (1,00) tali che 1/p+1/qg =1 si ha

fE€R(E) ;g € Ro(E) — fgeRuUE) e |fgllh <fllp llgllg s (H)
f,9 € Ry(E) = fraeRy(E) e [If +glp < Ifllp+lgll, - (M)

Da queste disuguaglianze segue che R,(E) €, per p > 1, uno spazio vettoriale.

In generale non c’e una relazione d’ordine tra i vari R,, come mostra il seguente esempio.
Sia F =R, = (0, 00) e siano

f(x):{l/ﬁ se0<x <1 | g(x):{l se0<z <1,

/2% selz|>1, 1/r sex>1.

20tto Ludwig Hélder, 1859 (Stoccarda) - 1937 (Lipzia).
3Hermann Minkowski, 1864 (Alexotas, Russia, ora Kaunas, Lituania) - 1909 (Gottingen, Germania).



Allora, f € Ri(F) ma f ¢ Ro(E) mentre g € Ry(E) ma g ¢ Ri(E).

Invece se E ¢ un insieme limitato (misurabile secondo Peano-Jordan in senso generaliz-
zato) e 1 < s < t allora

Ry(E)CR(E) e FeR(E) = |[F||,<mis(E)5

[Flle . (6.9)

E facile far vedere che in effetti, nelle ipotesi fatte, Ry(E) ¢ un sottoinsieme proprio
di Rs(F): ad esempio, 1//x € R1((0,1)) ma 1/\/x ¢ R((0,1)). D’altra parte se E &
non limitato non vi ¢, in generale, relazione d’ordine tra gli spazi Rs(F) come mostra
I'esempio (3).

Dimostrazione (della (6.9)) Sia F € R:(F) vogliamo far vedere che F € R,(F). Siano p := t/s e
q = t/(t — s): tali numeri sono piu grandi di 1 e (1/p) 4+ (1/q) = 1. Applicando la disuguaglianza di
Hélder (H) alle funzioni f :=|F|* e g = 1 si ottiene

éf”:iéwﬁswmpwm=nmﬁmMEW*W,

da cui segue che ||F||s < ||F||, mis(£)(=/60. 1

Esercizio 1 Sia £ C R™ un rettangolo limitato e non degenere. Si dimostri che per ogni
f € R(E), per ogni p > 1 e per ogni £ > 0 esiste una funzione a scalini h € S(E) tale che

Lif=nr<e.

N
Soluzione: sia M := max{1, sup|f|’}, sia {R;} una partizione di E tale che Z osc (f; R;) mis(R;) <
E .
Jj=1

e/(2M) e sia J := {j : osc(f;R;) < 1}. Si puo allora prendere h = Z(i}%ff) X, - [Si osservi che
jed 7
D jesmis(Ry) < e/(2M)].

Esercizio 2 Usare l'esercizio precedente per estendere il punto (viii) al caso p > 1.

6.2 Alcuni risultati sulle serie di Fourier

I coefficienti di Fourier f, := [*f(x)e ""dx/(2n) risultano essere definiti per una
qualunque funzione f € R4([0,27]) e chiaramente |f,| < ||f]]1-

Proposizione 7 (Lemma di Riemann-Lebesgue) Se f € R([0,27]), lim fn=0.

In|—o0



Dimostrazione Sia ¢ > 0 e sia g € C§°((0,2m)) tale che || f — g|l1 < ¢/2. Poiché g ¢
regolare i suoi coefficienti di Fourier decadono rapidamente e, dunque, esiste un N tale
che |g,| < e/2 per ogni |n| > N. Allora,

£ R N 9
Fal = 1T 9 +laal < Uf =g+ 5 < B

L’enunciato e la dimostrazione della disuguaglianza di Bessel — vista per funzioni inte-
grabili secondo Riemann — si estendono immediatamente al caso di funzioni* Ry([0, 27]).
In particolare, per ogni f € Ry([0,27]) e per ogni N > 0 si ha che

1
TR S X MV ST A (6.10)

In|<N In|<N
da cui segue immediatamente la disuguaglianza di Bessel per funzioni f € R(|0, 27]):

Sl < o 2”\f\2dx | (6.11)

nez

Proposizione 8 (Identita di Parseval per funzioni R,) Sia f € Ry([0,27]) allora®

5 dr = . 6.12
918 = o [ Il = nez;ﬂ (6.12)
ed inoltre
Jim [ f - S fue™ 2 = (6.13)
In|<N

Dimostrazione La (6.12) segue da (6.13) grazie alla (6.10). Dimostriamo, dunque, la
(6.13). Osserviamo dapprima che la (6.12) vale per f polinomi trigonometrici (come
segue immediatamente da un calcolo diretto).

Denotiamo con Sy(h) il troncamento di ordine N della serie di Fourier di una funzione
h. Sia f € Ry([0,27]), sia e > 0, sia g € C5°((0,27)) tale che || f — g|l2 < /3 e sia N
tale che sup |[g — Sn(g)| < e/3. Allora,

If =Sn(Pll2 < ||f—g||z+|lg—SN( )||2+||5N(9)—5N(f)||2

3 In|<N
2e

=l gl e B

IN

4Si ricordi che Rx ([0, 27]) C R1([0,27]) .
°Si noti che nella definizione di norma 2 data qui c¢’¢ il fattore di normalilzzazione 1/(27).



