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7 Trasformata di Fourier

Definizione 1 Sia f € Ry (R). Si definisce la trasformata di Fourier' di f come

f(e) = /_:f(x)e_izgd‘x ) dx = \;Z_Qx_ﬂ : (7.1)

Proposizione 2 La trasformata di Foum’erf di una funzione f € Ri(R) gode delle
sequenti proprieta:

(i) f & uniformemente continua su R e
suplfl < Il == [ s (@) (72)

(ii) Sia p un intero positivo. Se x — 2% f(x) € Ri(R) per ogni intero 0 < k < p, allora
feCP(R) e

OEF(E) = (=) (=*f)(8) Vk<p; (7.3)
woltre le funzioni aé“f sono, per 0 < k < p, uniformemente continue su R.
(i4i) Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f*) € Ry (R) per ogni k < p, allora

—_— ~

fOO) = OO, Vh<p. (74)
(iv) Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f*) € Ri(R) per ogni k < p, allora
. (p)
fors gt vero, (7.5)
e
O < —— M =2 max{[|flli . |fP]:} (7.6)
Sty B |

Nel corso della dimostrazione useremo il seguente semplice

! Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768 (Auxerre) -1830 (Parigi).



Lemma 3 Siano g; (j > 1), g e G funzioni in R1(R) tali che
95 <G . (7.7)

Sia {Ar} una successione di insiemi, misurabili secondo Peano-Jordan, su cui gj,9 e G
stano Riemann—integrabili e tali che Ay C Agy1, Up A = R. Se, per ogni k, g; — ¢
uniformemente su Ay, allora ||g; — g|l1 — 0.

Dimostrazione Sia ¢ > 0. Dalla definizione di integrale generalizzato segue che esiste
k tale che
gl < £ Gl < <. (7.8)
e T 47 e’ T4

Da tale relazione e da (7.7) segue anche che, per ogni j > 1,

< (7.9)

e
A;g] 4

Poiché g; converge a g uniformemente su Ay, esiste jy tale che
9:(2) = g(2)] < 57—
i J 2mis(Ag)

per ogni x € A e per ogni j > jo. Dunque, per ogni j > jo,

g
Algg-—gldfvz/f‘Z |9j—g|dfr+/Ak lg; — gldz < Az(lgj!ﬂgl)dwrﬁ <e. 1

Dimostrazione (della Proposizione 2) La (7.2) ¢ ovvia. Dimostriamo I'uniforme con-
tinuita di f. Sia ¢ > 0. Poiché f € R;(R), esiste un insieme A misurabile secondo
Peano-Jordan, su cui f ¢ Riemann integrabile e tale che

£
d. — .
[ 1flaz <<
Sia dg tale che .
et — 1 < ——, YV |t] <y ; 7.10
< ST 1<% (7.10)

sia. M > 0 tale che A C [-M, M] e sia ¢ := dy/M. Allora per ogni £ € R e per ogni
h € R tale che |h| < § si ha che

e+ —F© = |[f@e (e —1)dal



< [i@)le " ~ 11
= /Ac\f(:z:)|\@—ixh_1|Jx+A]f(x)”€—ixh_1‘dx
< 2[‘6|f($)\dx+[4]f($)|’e—ixh_“dx
€ €
< Staaai k@
= i+¥Hf“1<5
2 200+l -

avendo usato il fatto che se |z| < M allora si ha che | — izh| < &y il che permette 1'uso
della (7.10).

(ii) Dimostriamo dapprima la (7.3) per p = 1. Sia h; # 0 una qualunque successione
convergente a 0 e sia

—izh; __ 1

—izt €
() 1= fla)e™ <

o g(@) = (=)o f(x)e™

_Z:rh j . . .
Osserviamo, ora, che: <=1 converge a (—iz) uniformemente su? [—a, a] per ogni a > 0;
J

che?

e—ixhj -1 - | |
T < e
h;
che |g;|, lg| < G(x) := |z||f(z)|] € Ri(R). Sia ora Aj una succesione di insiemi misurabili

secondo Peano-Jordan su cui z f(z) sia Riemann integrabile e tali che supy, [, |7 f] < oo.
Poiché gli A, sono limitati, dalle osservazioni fatte segue che

e—il‘h]' _ 1 ]
l9;(x) = g(x)| < (sup |z f]) +iz
A h;

tende uniformemente a zero su Ay e dunque la (7.3) per p = 1 segue dal lemma. Il caso
con p arbitrario segue per induzione: supponiamo che 27 f € R (R) e che la (7.3) sia vera
per p — 1. Allora poiché z(zP~' f) € Ry (R), usando la (7.3) con k = 1, si ha che

—

De(x71F)(€) = —i(a? f)(€)

ezz_l 71‘ < e/aperogni z € Ccon 0 < |z| < § esia jj tale che |hj| < §/a,

?Dato € > 0, sia 6 tale che

—ixh —ixh,;
e i—1 . e i—1
R, T —izh; 1‘ < ae/a.

e“t—l‘ < 1. Infatti | — 1| = | [ < ds| < ["]es /ilds = |t].

Y j > jo. Allora, ¥V 0 < |z| < q, si ha che
3 Per ogni 0 # t € R,

= ||
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che, insieme alla (7.3) con k = p — 1, implica la (7.3) anche con k = p. L'uniforme
continuita di 0 f segue, ora, dalla (7.3) e dal punto (i).

(iii) Sia p = 1 e assumiamo, dapprima, che f(z) — 0 quando |z| — co. Allora,

. R )
Af’(x)e‘”gd“a: = lim /_Rf'(x)e_”gd“a:

R—oo
fla)e™t
V2m

= lim { }R + £ lim /Rfe”gdx
—R R—oo J—R

In generale da f € R{(R) non segue che |f(z)| — 0 per |z| — oo ma & sempre possibile
trovare due successioni R; — oo e R} — —oo tali che f(R;) e f(R}) tendano a 0 per*
j — oo: questo e sufficiente per ripetere I'argomento dato. Il caso con p arbitrario si
ottiene per iterazione.

La (7.5) segue immediatamente da (7.4) insieme a (7.2). Per la (7.6) si usi la (7.2)
nell’intervallo [] < 1ela (7.5) per [(] >1. 1}

Osservazione 4 Chiaramente se® f € CH(R) allora f* € Cy(R) C Ri(R) per ogni
k < p e dunque, per tali f vale la (7.6). In particolare se f € C§°(R) la sua trasformata
di Fourier decade piu rapidamente di qualunque potenza.

Il prossimo risultato spiega come ricostruire la funzione f a partire dalla sua trasformata
di Fourier.

Proposizione 5 (Teorema di inversione per funzioni C?) Sia f € CZ(R), allora
(@) :/ fe)e € ae, VaeeR. (7.11)
Vale inoltre la sequente identita di Parseval®:

[ if©ras = [~ 15 (712)

(') k fe's) kj
4Ad esempio, Z/ lf| = / | f] < oo e dunque per ogni j > 1 esiste k = k; tale che/ lfl <1/3.
i k-1 0 kj—1
Da questo segue che esiste R; € [k; — 1, k;] tale che |f(R;)| < 1/j.
® Si ricorda che, per un aperto E C R™, CI(E) denota la classe delle funzioni C? con supporto
compatto contenuto in F.
6Marc-Antoine Parseval des Chénes, 1755 (Rosieres-aux-Saline) -1836 (Parigi).



La dimostrazione, oltre che sulle proprieta della trasformata e delle serie di Fourier e
basata sulle approssimazioni discrete dell’integrale di Riemann su R; il seguente risultato
sara sufficiente per i nostri scopi.

Lemma 6 Sia ¢ € C(R) tale che esistano due costanti M >0 e o > 1 tali che

M
lo(z)| < Tof VzeR. (7.13)

Allora ¢ € R1(R) e
lim § ) ¢(nd) / o(x)dz . (7.14)

6—0
>0 nez

Dimostrazione Da (7.13) segue immediatamente che ¢ € R;(R). Dimostriamo, ora,
che dalle ipotesi segue che per ogni € > 0 esiste R > 2 tale che”

/ o) dr<e: 6 Y Je(n)<e, VO<d<l1. (7.15)
{lz|=R-1} [n|>[R/d]

Infatti, dalla (7.13) segue che

1 2M 1
dr < 2M — dx =
/{|m|2R—1}’ (z)] de R_12¢ S (R— 1)1~

che implica la prima delle (7.15) con R > Ry(¢) > 1. Analogamente, per ogni d € (0, 1)
e per ogni R > 2 si ha che

1 IM 1
d Z ‘@(671)’ < oM Z (l ‘5>a:5a_1 Z o
Inl>[R/3] nl>[Rr/s) " j>[R/61 J
< M / T oy /
— 0L JRrss—- a:f" R/a] 5t
S dt
< oM / - ,
= 2 1o a—1(R—2>a—1

da cui segue la seconda delle (7.15) per R sufficientemente grande; nell’ultima disu-
guaglianza abbiamo usato il fatto che §[R/0] —d > R —20 > R — 2.
Sia ora € > 0 e sia R tale che

9 €
- — . q
Loy @l dz <26 S fe(n)] < (7.16)

In|>[R/6]

" Come al solito [z] denota il pilt grande intero m < .



Sia 0 < 9y < 1 tale che

€
p(@) =Wl <z o Vaye [FREB], Jr—y[<do. (7.17)

Per ogni 0 < § < §y poniamo

N5 = [R/(S] s R5 = 5N5 y (718)
cosicché R B
Quindi,
‘/ p(z)dr — 6> <p(5n)’
-0 nez
Rs Ns—1
< z)dr — 0 on)| + z)|dx + 6 on
[ppe =6 3 eton|+ [ le@ldr s 3 loGn)
No—1 .on+6
—| X [ (o) - plom))da| + [ Je(@)ldz+8 S Jp(on)
n=—nNj Jon {lz[>Rs} In|>N;
Ns—1  sn+s
< z) — @o(on)|dz + x)|dx + 6 on
X[, el et [ lele) 2 leton)

€ 2 € 2
CON; S — 4 Ze—R, —tZe<ce. 1
SelNs 0 pp e = gptgese

Dimostrazione (della Proposizione 5) Sia Ty > 0 tale che supp f C [-T4/2,T,/2] e,
per T' > Ty, sia fr la funzione periodica di periodo 7' che coincide con f in [-1/2,T/2].
Allora fr € C?*(R) e dai risultati sulle serie di Fourier® segue che, per ogni |z| < T'/2,

f@) = fr(@) =Y fra¢ ™, (2| <T/2), (7.20)

nez

dove la serie converge totalmente e

£ L 1 % —i2—”mvd
o = Lo

. T/2 .
8Per una funzione periodica di periodo T' (ed integrabile) f, = T (x)e_l%mdx e la sua serie
—-T/2
di Fourier e Z fnei%ﬂm .
nez



DO
)

f—m) (7.21)

Dunque, per T' > 2|x|,

Ma dal punto (iv) della Proposizione 2 segue che

M

per qualche M > 0 e quindi la (7.11) segue dal Lemma 6 applicato alla funzione

(€)= f (&) exp(ixt)
(e con 6 =27/T).

Analogamente (e usando le stesse notazioni), dalla formula di Parseval per serie di Fourier
e dalla (7.21) segue che

1o el = 3 |fral? =

nez

el

Moltiplicando per 7" tale relazione e mandando 7' — oo si ottiene, per il° Lemma 6, la
relazione (7.12). 1

La Proposizione 5 si generalizza in vari modi; ad esempio vale la seguente

Proposizione 7 Sia f € C*(R) tale che f*) € Ri(R) per k = 0,1,2. Allora vale la
formula (7.11). Se, inoltre, f € Ra(R), allora vale anche l'identita di Parseval (7.12).

Dimostrazione L’idea della dimostrazione ¢ basata sull’approssimare f con funzioni
C? a supporto compatto. Sia ¢ € C™ una funzione monotona non crescente tale che:

1, sex <0,
w@%z{m cor>1. (7.22)

9Si ricordi 'osservazione 4.



A partire da ¢, per R > 0, costruiamo una funzione ¢ » pari, di classe C'*°, con supporto
in [-R — 1, R+ 1] e che valga 1 per |z| < R, ponendo:

br(x) = { Z’Zl(jé__x]f? ’ : i i 8 f (7.23)

Poniamo fr := fip. Chiaramente fr € CZ e quindi vale la (7.11) con fr al posto di f.
Poiché fg coincide con f se |z| < R, per ogni R > 0 e per ogni |z| < R, si ha

fa)= [ fw©eas, o <R (7.24)

Per prendere il limite per R — oo in tal relazione ed ottenere la (7.11), useremo il
Lemma 3. Dalle ipotesi su f e dalla Proposizione 2, (7.6), segue che

A M
Ol = Mio=2 max{|[fll, 1720 (7.25)

1+ [¢]
Osserviamo che, se

¢ = max{1, sup|¢/| , sup|¢| }, (7.26)

[0,1] [0,1]

allora

max{ 1, sup|upl , sup vl } <. (7.27)

R R

Dunque, essendo fg == (fvr)" = f"Yr + 2f "% + f1g, si ha che
Il < 1F7 N + 20 Wl + 1 £l < e(lAl + 1+ 1711 - (7.28)

Quindi, poiché [| frly < |[|f[l1, per la (7.6), si ha che

A M, ’ "
IRl s g Mem 2¢(I1F 1+ LI+ 1711 - (7.29)

Inoltre, per ogni = € R, fz(€) exp(iz€) — f(€) exp(iz€) uniformemente per & € R:

Fr© = FO = |[ f@)wa(e) =1) e*dal
< [ 1@ 1Wa() = 1)dz

< /{ o @)1 (7.30)



e quest’ultimo integrale tende a 0 quando R — oo essendo f € R(R). Ora, se R; ¢ una
qualunque successione tendente a oo, e se

g;(€) = fr, (&) exp(izg) ,  g(&) = f(€) exp(ing) , G(&) == Ma/(1+ [£*)

la (7.11) segue dal Lemma 3.
Ora, assumiamo anche che f € Ry(R). Dalla (7.12) per funzioni CZ segue che

| Vr(©Fds = [ | fn)Pda (731)

R 00 00
G A
e poiché f € Ry(R), si ha che

Poiché

tim [ Ifal?= [ 147 (732

R—o00 J—

Poiché!®

7R = IF©P] < Ifr(&) = F©I 17r() + £,

da (7.30) e dalla limitatezza di f e fr (vedi (7.25) e (7.29)) segue che | fr(£)|? converge,
per R — oo, a | f(£)]* uniformemente su R. Queste osservazioni permettono di prendere
il limite per R — oo in (7.31) ed ottenere, per il Lemma 3, la (7.12). 1§

Concludiamo questa breve discussione sulla trasformata di Fourier con il “Lemma di
Riemann-Lebesgue”:

Proposizione 8 Sia f € R1(R). Allora ‘lim f(&)=o.

£|—o0

Dimostrazione Sia e > 0. Poiché f € R(R) esiste un aperto A C R misurabile secondo
Peano-Jordan, su cui f ¢ Riemann integrabile e

5
[ <5 (733
Inoltre!! esiste ¢ € C5°(A) tale che

15 =z < <. (7.34)

10Si ricorda che per ogni coppia di numeri complessi z e w si ha che ’|z|2 - |w|2’ <l|z—w| |z + w|.

1Si ricorda che se g € R1(A), A misurabile secondo Peano-Jordan, per ogni € > 0 esiste una funzione
Y € C§°(A) tale che [,|g — ] <e.



Sia, ora, M > 0 tale che |¢)(€)| < £/3 per ogni |¢| > M (tale M esiste per Iosservazione 4).
Allora per |£| > M si ha che'?
+/Lﬂ
'Ac

fO = %f(ac)e‘”g < ‘/Af(a:)e‘”ﬁ
< %—i— ‘/Af(x)e_”g

€ —iz
< S [ =l + | [l
c A
= S+ [IF vl + W)
< S 4s=c 1
-3 3 3

12T seguenti integrali si intendono tutti divisi per v/27.

10



