Analisi Matematica 1 — CL Ing. Meccanica (AA 2013/14 — L. Chierchia)

Il resto nella formula di Taylor

Lemma. Sian >1e F :[0,1] — R una funzione di classe C™. Allora,
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Inoltre, esiste s € (0,1) tale che
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Dimostriamo il lemma per induzione. Se n = 1, (A1) segue dal teorema fondamentale del calcolo.
Assumiamo (A,) con n > 1. Integrando per parti si ha:
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e quindi (An41) segue da (Ay).
Per dimostrare (B,), osserviamo che facendo il cambio di variabile 7 = (1 — ¢)" si ha che

/017(1(7:7'5):) : F™ () / F(") Y/T)dr

e la (Bn) segue dal teorema della media integrale. i

Sia ora f : (a,b) — R e siano zo e z due puntl distinti di (a,b). Il teorema di Peano dice che se
f€C™((a,b)) e se definiamo il “resto n-simo” come Ry (x; aco) = f(x) — Tn(x;20) dove Tn(x;x0) &1l
polinomio di Taylor di ordine n di centro xo, allora Ry, (x;xo) = o((x — xzo)™).

Supponiamo ora che f € C"'((a,b)) e definiamo F(t) := f(zo + t(z — x0)). Allora, risulta F €
C"H([O, 1]) e, per ogni 0 < k <n+1siha

F®(t) = f) (2o + t(z — 20)) - (z — 20)"

Osserviamo anche che, facendo il cambio di variabile y = xo + t(z — xo) otteniamo l'identita
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Dungque dal lemma (con (n + 1) al posto di n) segue immediatamente che se f € C""'((a,b)) e zq e
z sono due punti distinti di (a,b) si ha:

f(@) = Tu(w;20) + Rn(w;20) ,  con  Rn(w; o) / FU ) @—y) "y, (Ta)
ed inoltre esiste un punto £ tra xop e x tale che
(n+1)
f(z) = To(x;20) + Ru(z;0) con Ry (z;10) = f(Tl()f') (z — 20)" ' . (Ln)

La (T,) & la formula di Taylor a ordine n con resto integrale mentre la (L,) & la formula di
Taylor a ordine n con resto di Lagrange. In particolare, se f € C" "' ([a, b)), risulta
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