NUMERI COMPLESSI

Esercizi svolti

. Calcolare le seguenti potenze di i:
1

. Semplificare le seguenti espressioni:

o) (VI-i)—i(l-v3i) , b <3+z’><3—z‘>(;+110i) ,

5
1-9)2-9)0B—1)

. Verificare che z = 1 + i soddisfa I’equazione z? — 2z 4+ 2 = 0.

¢) d) zZ+3i

. Calcolare il modulo dei seguenti numeri complessi :

1
1—-2¢ 7

i 2
b) 1+4)(1—i)1++v3i) , ¢ <1+ —1)

1+47—
a) 141 T3

. Mettere in forma trigonometrica e in forma esponenziale i seguenti numeri complessi:

1

:. b :1 ) =
W z=ioL B e=lti o, 0 s=gio
) z= e) == (1+)(2 - 20)

= , z= i)(2—21

V3+i
Siano:
2 1 1412

a) 2= —F7=——+~- , b) z= al

V3—i i 29

Scrivere in forma algebrica, in forma trigonometrica e in forma esponenziale i numeri complessi

2, 5 2

. Trovare le radici dei seguenti numeri complessi e disegnarle sul piano di Gauss.

a) V2 ., b)) \J1-V3i , ¢ \Jl—i+V2i

. . i
.Silaz=e""s +e 2.
a) Esprimere z sia in forma algebrica sia in forma trigonometrica.

b) Esprimere le radici cubiche di z in forma esponenziale.



10.

11.

12.

13.

14.

Risolvere e rappresentare sul piano di Gauss le soluzioni delle seguenti equazioni:

a) 22 +3iz+4=0 b) 24 +222+4=0
¢) z|lz| —2z+i=0 d) zE—z+i:0 ,
e) 2*=|zf?

Risolvere e rappresentare sul piano di Gauss le soluzioni dei seguenti sistemi:

Re Z(z+14)] <2
(a) {Im,[z(ZO )

24723 -8=0
(®) {Re(z):l

14
E’ data la funzione f : C — C cosi definita f(z) = iz—:_lj :

a) Trovare tutti gli z € C per cui f(z) = z .

b) Trovare le controimmagini di 3+ .

Sapendo che 1 + i & radice del polinomio p(z) = 24 — 523 41022 — 102 + 4 , trovare le altre radici.

Decomporre p(z) in fattori irriducibili su R e su C .
Verificare che il polinomio :

p(z) = 23 + (1 +2i)22 + [(—V3 +2)i — 2]z — iv/3 — 2
si annulla per zyp = —1 e trovare le altre radici.

Decomporre p(z) in fattori irriducibili .

Trovare un polinomio p(z) € R[z] di grado 5, avente a = 3 come radice semplice, b = 2 — 3i come

radice di molteplicita 2, e tale che p(0) = 1.



SOLUZIONI degli esercizi sui NUMERI COMPLESSI

1. (a) i? =—1 (per definizione)
(b) ¥ =i%-i=(-1)i=—i
(c) it=4d%-2=(-1)(-1) =1
1 i i
@i=z==3="
(e) =32 =P -2=1%(-1)=-1
(f) Z'77 — (Z-7)71 _ (2-4 . Z»3)71 — (_Z-)fl — _il — _LZZ -

2. (a) (V2—1i)—i(1—V2i)=vV2—i—i+ 22 =v2—2i—\2=-2i

(b) (3+1)(3 —1) (;—Fll()l) = (9 —i?) 21—752':(9“) 2%’:2“
© 5 B 5 B 5 B
1-i)2-9)0B—-i) (2—-i—-2i+i2)3—i) (1-3)(B—1)

5 5 1

= . . 5 — = =1
3—7—97+32 —10i 2
(d) z+3i=2+3i=2+3i=2—-3i

3. Calcoliamo 22—22+4+2 per z2=1+1:
(1+i)?—2(1+i)+2=2i-2—-2i+2=0
Dunque z=1+1i soddisfa 'equazione 22 —2z+2=0.
Facciamo lo stesso con z=1—1:
(1—i)2-2(1-i)+2=-2—2+2i+2=0
Pertanto anche z = 1 — i soddisfa 'equazione 22 — 2z +2 = 0.

i(1 + 2i)
1 — 442

7 —2
—14+i—
’-i—z 5

B +b5i—i+2
B 5

1
4. 1+17—
(a)’ +1 T

i

= 17+ i = VI 16 = S VES
(b) [(144)(1 — )1+ V3i)| = (1 —i®)| 1+ V3| =2V/1+3=4

. 2 .
© (1 +i 1>2 2|2 4
1—i

Th-R T e
2i(1+i) |’
2

24
1—1

141
1—1

— i 142 =1 (V2)* =2




(a) z=1

Il modulodi z ¢ |z|=1. Posto § = Arg (z) , si ha:

ol 3

{cos@zO — =
sinf =1

Pertanto in forma trigonometrica e in forma esponenziale:

z=1- <cos72r+isin72r> :cosg+ising, z=1-¢"? = ¢im/?

) z=1+i; [z|=vVI+t1=vV2. Se § = Arg (z) :

cosf = -
== 0=—
o 4
sinf =

Sl-sl-

In forma trigonometrica e in forma esponenziale :

Z:\/§(COSZ+iSin7T> , z =2/

4
111 1 1-g 11-4 1
() =305 73737 30-9a+) 31-22 6o ¥
1
|z|:6\@. Se 0§ = Arg (2)
1
cosf = — -
21 —=0=— —
. 4
sinf = — —

V2

In forma trigonometrica e in forma esponenziale:

\/5 ™ .. ™ \/§ —im /4
Z—G(COS(—4)+ZSIH<—4)>, z—?e

44 4i(\/3 — 1) _ 4(V/3i — i?) 4G

TB+i (BroWB—i) 3-2
lz| =v14+3=2. Se 0 = Arg (2)

cosf = =
2 —

sinf =

In forma trigonometrica e in forma esponenziale

() 2= (1+i)(2—2i) =2(1+4)(1—14) =2(1—%) =4
|z =4 . Se § = Arg (2)
{COSG =1 ——~9g=0
sinf =0
In forma trigonometrica ed esponenziale

z=4(cos0+isin0), z=4¢?



2 1 2 ) ) ) 1
V3—i i 3—4 i 2 2 2
1
||:§ 3+1=1. Se § = Arg (2)
V3
cosf = — T
) 1 6
sinf = — —

)

Calcoliamo adesso i numeri 22, 25, 222 .

o |23 =12=1, Arg(?*)=2Arg(z)=-3%

In forma trigonometrica, in forma esponenziale ed in forma algebrica:

o 1 3
zzzcos(—g>+z’sin(—g), 22 =5 z2:2—i\2[.

o |2]=1, Arg(:%)=6Arg(z)=-m=m—2m
In forma trigonometrica, in forma esponenziale ed in forma algebrica:
6 i
e

2% =cosm+isinw, 2%= , 28=-1

o [22|=1, Arg(z®)=22Arg(2)= —11% = % — 4

In forma trigonometrica, in forma esponenziale ed in forma algebrica:

1 V3

222:cosg+ising, 222:61%, z22:§+i7.
) I+i 1144 1 (1442 1(2,) 1
Zz = = — = — = — 1) = —1
2—-21 21—¢ 2 1—42 4 2
1 T
= — A = —
Zl=5, Agz=g

Calcoliamo adesso 22, 20, 2?2

1\ 1
o |22 = (2> =1 Arg () =2 Arg (2) =7
In forma trigonometrica, in forma esponenziale ed in forma algebrica:
1 . 1
2 % 2

L (cosm +isinm)
= — (COS S = — = — —
z 1 m+isinmw), z 46 , Z 1

1\ 1
. |z6|:( = —, Arg(2®)=6Arg(2)=3nr=n+2n
2 64
In forma trigonometrica, in forma esponenziale ed in forma algebrica:
1 1 1
6= 6—4(cos7r+isin7r) , 2= o em b= TR
1

o 22| = 52 Arg (2%2) =22 Arg (2) = llm =7 + 107

In forma trigonometrica, in forma esponenziale ed in forma algebrica:

1 1

cosT +isinw), 2?%= 577 e 2= 52

z

22 _
= o



7. (a) 2= V2= (21/2)1/4:21/8:%:%.\%

Calcoliamo le otto radici ottave del numero complesso 1. Poiché 1 ha modulo 1 e argomento 0 le
otto radici ottave di 1 avranno sempre modulo 1 e argomenti:

2%
ei:0+% (k=0,1,...,7)

Pertanto le otto radici ottave di 2 sono
21 =20 =12
x V2 1
z2g=V2eT = Z(1+i)=—=(1+i
: )= gel4i)
23 = V2 ez = /20
= V26T = Y2(—14i) = —=(—1+1)
Z5 e \8/5 eiﬂ— = —\8/5
-5 \8/§
Z :\8/562727 —1—1, =
6 \/i( )
27 = V2 61‘377r = —v/2i
-7 \8/§ 1
g=vV2eT = 2(1—i)=—=(1—1i
; (1-i) = 55—
Nel piano di Gauss, si trovano ai vertici di un ottagono regolare inscritto in una circonferenza di
centro O = (0,0) e raggio v/2 , di cui un vertice & nel punto U = (3/2,0) .

Il numero complesso z=1— V3i ha modulo 2 e argomento 6 tale che:

1
cosf = —
— f=— =
. V3 3
sinf = — —
2
Pertanto le due radici quadrate «; , az di z hanno modulo |y/z| = /2 e argomenti
— Tk
Arg (V) = —2—= (k=0,1).

Quindi:
o =V2e T = \/§<cos <— g) + i sin (— W)) = @ —i?

6
x 6 2
agzx/ﬁesﬁz—\g—i—i\g.

Si osservi che a3 = —ag . ( come sempre succede per le due radici quadrate di un qualunque

numero complesso ). Nel piano di Gauss «; e g sono i due punti sulla circonferenza di centro
6 2 6 V2

O = (0,0) e raggio v/2 , di coordinate A = <\2[,— \2[> , B = (— \2[,\2[> , simmetrici

rispetto all’origine.



(¢) Dobbiamo calcolare z = {/1 — i 4+ /2i.
Calcoliamo prima v/2i = v/2 Vi

T
Il numero complesso ¢ ha modulo 1 e argomento 5 ; dunque le sue due radici quadrate avranno
5+ 2km T 5T

) (k‘:O,l),cioéZ e

modulo 1 e argomenti

Dunque:

(@)1:ﬂ<\}§+i\}§> =141

Dobbiamo adesso calcolare i numeri complessi
w=VI—i+1+i=v2=V2-V1
t=Y1—i—1—i=y-2i=v2-Y—i

e Calcoliamo /1.

Poiché |1| =1 e Arg (1) = 0, le tre radici cubiche di 1 avranno sempre modulo 1 e
2k

argomenti Arg (V1) =0+ Tﬂ- (k=0,1,2) .

Dunque:

V3

2n 1
(VDi=1, (Vp=e¥=—_+i",

Pertanto le tre radici cubiche di 2 sono:

2 2

e Calcoliamo le /—i

3
Poiché —i ha modulo 1 e argomento g le radici cubiche di —¢ avranno modulo 1 e argomenti

3T
4 2k 2k
Arg (V)= 22T =T T 1)

Pertanto

(V=in=e3=i, (Voio=e®==X2_iz,  (YCijg=et=

[\V]
S
N | =

Dunque le tre radici cubiche di —2i sono:

= (V=201 =21, t2:(3—2i)2=—€/§2\/§—i€f, by = (=20 = V23

¥1S
[

Concludendo, le radici cubiche cercate /1 — i+ +/2¢ sono i 6 numeri wy , wy , ws , t1, to, t3.

. . . . . 3 SN . .« .
Sul piano di Gauss appartengono ad una circonferenza di raggio v/2 , ma non sono piu ai vertici
di un esagono regolare (mentre w; , we , ws sono vertici di un triangolo equilatero, come pure

tlat27t3 )



In forma algebrica dunque:

z:\f(l—\/gz’)

Per scrivere z in forma trigonometrica, calcoliamo il modulo di z e 6 = Arg (z):
3
|Z| = 7 V 1 + = \/g .

1
9 = =
(¢0):} 9

wl

V3 = Arg (z)=—

ing — — v°
Sin B

Dunque in forma trigonometrica:

= (e (- ) i (- )

Le radici cubiche di z hanno modulo |¢/z| = 1/v/3 = V/3 e argomenti

— T 42k 2k
Arg(%):ig’g W:—ngTW (k=0,1,2) .

Dunque in forma esponenziale

Yz = V36545 (k=0,1,2)

22 +3iz4+4=0
Applicando la formula risolutiva delle equazioni di secondo grado otteniamo:

—-3i+v9?—-16 —3i++—-25 —3itby/—-1 —3it5
z = = = =
2 2 2 2

dacui 21 =—4i, 29=1.

Sul piano di Gauss, sono i due punti situati sull’asse delle y di coordinate (0, —4) e (0,1) .
A 42244=0
Posto z? =t , risolviamo 'equazione di secondo grado 2 +2t4+4 =0 :

t=—-14+/1-4=-1++v/-3=-1+3i

Dobbiamo ora trovare z = +/t , cioe i due numeri complessi —1—+/3i e i due numeri
V=143 .

e Iniziamo con —1—+3i

Poiché —1 — v/3i ha modulo 2 e argomento g le sue due radici quadrate hanno modulo
27 27

V2 e argomenti rispettivamente 5 e 5 + 7, cioe

Vol —V3i=+V2 e :i\/§<— ;H*/g) =+ *f(—lﬂvﬁ)

2



e Proseguiamo calcolando 1/—1 + v/3i

2
Il numero complesso —1 + 1/3i ha modulo 2 e argomento ?ﬁ

m 0
Pertanto le sue due radici quadrate hanno modulo /2 e argomenti 3 e 3 + 7 ; dunque:

V=14 V3i=+V2 €5 =+V2 <; +z‘é§> = jE;/§(1+z'\/§)

Dunque le soluzioni dell’equazione di partenza sono i quattro numeri complessi

z1=@(1+i\/§) , ZQZQ(—l—I-i\/g)

2 2
232?(—1—i\/§) 5 242?(1—i\/§)

Nel piano di Gauss, appartengono ad una circonferenza di raggio v/2 , ai vertici di un rettangolo,
: : V2 V6 V2 V6 V2 V6 V2 V6
di coordinate (7 , 7) , (—7 , 7) , (—7 , —7) , (7 , —7)

z|z|—22z+i=0
Posto z =z + iy , 'equazione diventa:
(x+iy)vVa?+y> —2x—2iy+i=0
x {\/xz—i—yz—ﬂ +i [1—2y+y\/x2+y2} =0
Pertanto parte reale e parte immaginaria devono essere nulli. Si ottiene dunque il sistema:
{x [\/x2+y2—2} =0

1 -2y +yvai+y?>=0
Le soluzioni di questo sistema sono 'unione delle soluzioni dei due sistemi:

{:1::0 v {\/x2+y2—2:0

1-2y+vyly =0 1-2y+yv/a?2+y>=0

Il secondo sistema non ha soluzione, in quanto la seconda equazione diventa 1 —2y+y-2=0,
che & impossibile.

Il primo sistema a sua volta si divide in due sottosistemi

z=0 z=0
y>0 v y<0
y> —2y+1=0 -y =2y+1=0
=0 =0
y>0 Vv y <0
(y—1)%*=0 Y22y —1=0

=0 V =0
y=1 yz—l—\/i

Dunque le soluzioni dell’equazione sono i due numeri complessi z =14 e z=(—1— ﬂ)z .

Sul piano di Gauss, sono i due punti sull’asse delle y di coordinate (0,1) e (0,—1 —+/2) .



10.

(d)

Posto z = x + iy , ricordando che 2% = |2|? , I'equazione diventa:
Py —r—iy+i=0

Dobbiamo annullare la parte reale e la parte immaginaria; otteniamo pertanto il sistema:

{x2+y2—x: g {x2—x+116:0
i—y=0 y=1
La prima equazione ha soluzioni: x = % + % .

Pertanto le soluzioni dell’equazione iniziale sono:
1 Vv3) 1 1 V3 .1
Zl—<2+4>“4’ 22—<24>“4

Sul piano di Gauss, sono i due punti di coordinate (

Dobbiamo risolvere I'equazione 23 = |z|? .

Posto p=|z| e § = Arg (z), il numero complesso 2% ha modulo p3 e argomento 36 , mentre
il numero |z|? ha modulo p? e argomento O .

Poiché il numero complesso z® deve coincidere con il numero |z|? i loro moduli devono coincidere
e i loro argomenti devono essere uguali a meno di multipli di 27. Si deve pertanto avere:

=0V p=1
{p3:p2 — {P %WP

30 =0+ 2kw QZT

Le soluzioni sono pertanto i quattro numeri complessi
Z1 = 0 5 zZ9 = 1

27 1 \/g i4l

2 1
Z3=€3 =— —+1— ,24:63:—5—

V3
2

Nel piano di Gauss, si trovano quattro punti : I’origine e i vertici del triangolo equilatero inscritto
nella circonferenza di centro O e raggio 1 (di cui il punto (1,0) ¢ uno dei vertici).

Posto z = x + iy , iniziamo a trasformare la prima equazione del sistema:

Z(z 1) = (x —iy)(z +iy +i) = 2> +y* +y +ix
Pertanto il sistema risulta:
2?4y +y<2 - ?+y?+y—2<0
y=>0 y=>0

Nel piano di Gauss i punti che soddisfano al sistema sono i punti interni alla semicirconferenza
di centro C (0, - %) e raggio R = \/i +2 = %, situati nel semipiano al di sopra dell’asse x
(compresi i punti di frontiera).



(b) Per risolvere I'equazione 254723 -8 = 0, poniamo ¢ = 2® e troviamo l'equazione t>+7t—8 =10,

che ha soluzionit=-8 e t=1.
Pertanto
23 =—-8 oppure z22=1

e Se 22 =—-8 ,allora z=+/—-8=8Y—1=2¥—1
Le tre radici cubiche di —1 sono —1 , % + z@

Dunque le prime tre soluzioni dell’equazione 25+ 722 — 8 = 0 sono

z1=—2, 22:1+i\/§, 23:1—i\/§.
7:2]971'

eSe z=1,siha z=vV1=¢"3 (k=0,1,2), ciod

1, .3 1_ .3
24:1,,25:—5—1—@%,26:—5—1%.

Le soluzioni del sistema proposto sono le soluzioni dell’equazione
28+ 723 —8 =0 che hanno parte reale 1, e dunque :
2o=14iV3, z3=1—iV/3, zu=1.

Nel piano di Gauss, sono i tre punti sulla retta di equazione = 1 di coordinate (1,v/3), (1,0), (1,—/3).

1t
(a) f(z) =2 <= ,++ZZ, =z = 1+iz=i+iz = 1=i &= 2= —i <= 2=+~
iz+1
3 1
Le due radici quadrate di —i sono v —i = + et =+ \ﬁ(_l +1)
1
Dunque le soluzioni dell’equazione f(z) = z sono: z =+ —(1 —1)

(b) Le controimmagini di 3 4 ¢ sono gli z € C tali che f(z) =3+ . Dunque:

1+1iz ) . . . 31— 2 -8 —1
- - =341 <— 14+12z=3iz+3r—2—1 < z= - = z=
12 +1 1—2 5
R . . . .. 8 1.
Pertanto c’e¢ una sola controimmagine di 3 + ¢ , il numero complesso z = — FTOE i

. Poiché p(z) = 2 — 523 + 1022 — 102 + 4 € R[z]

¢ un polinomio a coefficienti reali, se ha la radice 1 +4¢ ha anche la radice 1 —i ; dunque p(z) si puo
dividere per il polinomio prodotto :

a(z) =[z— (1 +d)][z—(1—i)]=22-22+2

Per trovare gli altri fattori di p(z), eseguiamo la divisione di p(z) per a(z) e troviamo il quoziente
qz) =22 -32+2.

Pertanto p(z) = (22 — 2z +2)(2%2 — 32+ 2).

Le radici di 2z? —3z+2 sono 2 e 1.

Pertanto le radici di p(z) sono: z1=14i, zo0=1—1, z3=1, 24 =2.

La decomposizione di p(z) in fattori irriducibili su R @ : p(z) = (z — 1)(z — 2)(2? — 2z + 2).

Su C ,p(z) si decompone in fattori di primo grado: p(z) =(z—1)(z —2)(z — 1 —1i)(z — 1 + ).



13. p(—1) = (-1 + (1 +2i)(-1)? + [(-V3+2)i — 2| (-1) —iV3 -2 =
=—14+1+2i+(V/3-2)i+2—-iV/3-2=
=2i4+V3i—2i—iV/3=0
Pertanto zp = —1 & radice di p(z).
Per trovare le altre radici, dividiamo p(z) per (z + 1) ad esempio utilizzando il metodo di Ruffini:

1 142 (—V/3+2)i—2 —iy/3 -2
~1 -1 —2i V3i+2

1 2 —V/3i—2 //

Dunque

p(2) = (2 + 1)(22 + 2iz — 2 — /3i)

Le radici del polinomio di secondo grado z2 4 2iz — 2 — v/3i sono:

z2=—i+\/—14+24+V3i=—i+\/1+3i

Poiché 1+ +/3i ha modulo 2 e argomento g le sue radici quadrate sono:

. ix V3 1y 1 ,
\/1+\/§z:i\666—i\/§<2+z>—ﬁ:\/§(\/§+z).

2

Dunque le tre radici di p(z) sono:

20 =—1 z—\/§+i 1—1) z——\/§+i(—1—1>
0 — ) 1= 2 \/E ) 2 = 2 \/5 .

La decomposizione di p(z) in fattori irriducibili & pertanto:
- 3 ./ 3 /1
p(z) = (2 +1) (z—\/;—z<ﬂ—1>> (z—i-\/;—l—z(ﬁ—l—l))

14. Poiché p(z) € R[z] (cioe ¢ a coefficienti reali), se ammette la radice
b=2—3i (con molteplicitd 2) deve ammettere anche la radice b =2+ 3i (ancora con molteplicita
2).
2
Dunque p(z) & divisibile per ([z —(2-3i)][z— 2+ 32)]) = (22 — 42z + 13)2
Inoltre deve essere divisibile per z — 3 (avendo a = 3 come radice semplice).

Poiché deve essere di grado 5, sard p(z) = k(z — 3)(22 — 42+ 13)? | k€ C.

1
Poiché p(0) =1, sideve avere: 1 = k(—3)-169 ,da cui k= — 507

Pertanto il polinomio cercato é:

p(z) = — % (2 — 3)(2% — 42 1 13)2.



