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Capitolo 1

Topologia euclidea e funzioni
continue

R™ denota il prodotto cartesiano R x - -+ x R (n—volte), ossia, l'insieme delle n—uple ordinate
x = (1, ,2,) con x;, in R per ogni k = 1,--- ,n; R™ & uno spazi vettoriale sul campo’ R.

1 Struttura euclidea

Definizione 1.1 Dati z = (21, - ,2n) ey = (Y1, ,Yn) in R™ definiamo:
(i) il prodotto scalare (o “prodotto scalare euclideo”) di x ey

n
Toyi= Y TRk (1.1)
k=1

(ii) la norma euclidea di =

2| :=vVz -z =

(iii) la distanza (euclidea) di z ey
da,y) =z —y] (1.3)

E immediato verificare che il prodotto scalare ¢ commutativo, z - y=1y-x, e lineare: (ax) -y =
a(z-y),YacR.

La relazione findamentale tra prodotto scalare e norma euclidea € data dalla seguente

1Ossia, ¢ definita la somma di due punti (o “elementi” o “vettori”) x e y di R” ed il prodotto di un vettore
z di R™ con un elemento a di R

S) z4+y=(x1,....,zn) + WY1, ¥n) == (@1 + Y1, -, Tn + Yn)

(P) az = (az1,...,azn)
ed (S) e (P) sono tali che: la somma in (S) & commutativa e associativa; 1’elemento neutro & 0 := (0,---,0);
per ogni vettore x = (z1, - ,xn) esiste opposto —z := (—z1, -+, —xy) tale che z — z := z + (—z) = 0; vale
la proprieta distributiva: a(x + y) = az + ay.
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Proposizione 1.2 (Disuguaglianza di Cauchy) Per ogni x ey in R" si ha
[z -yl < 2| |yl (1.4)
0, equivalentemente?,

el < (3a2) (002) " (15)
k=1 k=1 k=1

Dimostrazione Nel caso in cui 2 = 0 (cio¢ xy = 0 per ogni k) o y = 0, la (1.5) & ovviamente
verificata (con il segno =). Assumiamo dunque che sia x che y siano diversi da zero (ovvero
che abbiano almeno una componente non nulla); cid & equivalente a supporre che

(1.6)
(1.7)
(1.8)
D’altra parte, per ogni a e 8 in R, si ha
2, 32
of< T2 (1.9)
(essendo tale relazione equivalente a 0 < (a — 3)?). Dunque
n ~ ‘r + y n n -
S n < TS0 (S5 ) -
k=1 k=1 k=1 k=1
da cui segue (1.8) e quindi la validita di (1.5). |
Le proprieta fondamentali della norma e della distanza euclidea sono:
Proposizione 1.3 La norma euclidea | - | verifica®:
(i) |z|>0Vz e |2|=0 <= z=0,
(i) [az| = lal |2]
(iil) |z +yl <|z[+ 1yl . (1.10)

La distanza euclidea d(-,-) verifica:

(iv) d(z,y) >0 e d(z,y)=0 <= zx=y,
(v) d(z,y) =d(y,z) ,
(vi) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) ; (1.11)

2Qvviamente, la (1.5) implica la (1.4) ma & immediato vedere che vale anche il viceversa.
3La (ii) prende il nome di “proprieta di omogeneita”; la (iii) & chiamata “disuguaglianza triangolare”.
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Dimostrazione Le proprieta (i) e (ii) sono immediate. Dimostriamo la (iii). Si osservi che
per ogni coppia di numeri reali z e w si ha
2 o2 2
(z+w)* <z +w +2zw| . (1.12)

Quindi se z = (21, ..., n), ¥y = (Y1, -, Yn) € R™ si ha

n

n
w+yl? = ) eyl <> {lzel® + luel® + 2la] ynl}
k=1 k=1
n n 1 n 1
2 2
= ol + 2 Ll el < L2l + 2+ 2( 3 Jel?)” (3 el?)
k=1 k=1 k=1

2 + lyl* + 2J] |yl = (=] + [y))? ,

dove la prima disuguaglianza ¢ conseguenza di (1.12) e la seconda & conseguenza della disu-
guaglianza di Cauchy.
Le (iv)+(vi) seguono immediatamete dalla definizione e dalle (i)=(iii). [

Si noti che la (iii) & equivalente a*

lu —v| > ’|u\—|v| ) YV u,veR™. (1.13)
Definizione 1.4 (i) Dato r > 0 e x € R™ definiamo la sfera euclidea aperta (o, sempli-
cemente “la sfera”) di raggio r e centro x come l’insieme’

B,.(z):=B(z,r):={y €R": d(y,z) =y —x| <r}. (1.14)

(ii) Un insieme A C R™ si dice aperto (“nella topologia euclidea”) se per ogni x € A esiste
r > 0 tale che B.(z) C A. Un insieme C C R" si dice chiuso se C = A° := R™"\ A con A
aperto.

(iii) La famiglia A di tutti insiemi aperti definiti in (ii) prende il nome di topologia standard
(o “topologia euclidea”) di R™.

E immediato verificare che la topologia euclidea verifica le seguenti proprieta:

Proposizione 1.5 (i) R” e () sono aperti (e chiusi).
(ii) L’unione di una famiglia arbitraria di insiemsi aperti & un insieme aperto.
(iii) L’intersezione di una famiglia finita di insiemi aperti é un insieme aperto.

Definizione 1.6 Dato un qualunque insieme E C R™, la chiusura di E, denotato E ¢ il pit
piccolo chiuso contenente E (ovvero & lintersezione di tutti i chiusi contenenti E/); I’ interno
di E, denotato E, ¢ il pit grande aperto contenuto in E (ovvero é unione di tutti gli aperti
contenuti in® E); la frontiera (insiemistica) di E, denotata OF, ¢ l'insieme

OE:=E\E . (1.15)

Un insieme I C R™ ¢é un intorno di x se esiste v > 0 tale che B,.(x) C I. Un punto x si dice
interno ad E sexz € E 0, equivalentemente, se E é un intorno di x; x ¢ un punto limite (o
“punto d’accumulazione”) per E se ogni intorno di x contiene almeno un punto di E diverso
da z (cioé seV r >0 B.(z)N(E\{z}) # 0); z ¢ un punto isolato di E se esiste un intorno
di x la cui intersezione con E é il solo punto x.

4Sipongar=u—vey=voppurer=v-—uey=u.
5Nel caso n = 1, B(z,r) & I’“intervallo aperto” (x —r,x+7):={y tc.x —r <y <z+r}
6Chiaramente A & aperto se e solo se A = A e C & chiuso se e solo se C = C.
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2 Successioni e completezza

Definizione 1.7 (i) Una successione {2} in R™ [0 in un insieme arbitrario A] & una
funzione da N in R™ [rispettivamente, in A] ossia una mappa che associa ad ogni intero
k la n—upla ) = (a:(lk),...,x%k)) € R™ [rispettivamente, un elemento z®) ¢ Al]. Se una
successione {x®)} ha valori in A scriveremo anche” {x(®)} C A.

(i1) Una successione si dice di Cauchy (o “fondamentale”) se

Ve>0 INeN: [z® —2W|<e VEj>N. (1.16)

(iii) Una successione {x¥} converge a o (in formule, klim ) = zy) se
— 0

Ve>0 INeN: |z —z5l<e VE>N. (1.17)

(iv) Una successione {x*)} si dice limitata se AM > 0 tale che |t *)| < M per ogni k.

(v) Date {z®)} successione in R™ e {j,} una successione a valori in N strettamente crescente®,
definiamo la sottosuccessione {xUx)} di {x®)} come la mappa che associa, ad ogni k, la

n—upla zUr) = (scgj’“), ey a:%jk)).

Osservazione 1.8 Una successione {z(®)} di Cauchy ¢ limitata.
Infatti, per la (1.16), 3N € N tale che [z — (™| < 1 se k > N. Sia

M := max{|zV|, ., [z V|, |2™] + 1} .
Allora, |z™™] < M, per ogni k < N e, se k> N, |z®| < [z® — ™| 4 |z <14 2| < M.

Proposizione 1.9 (i) Una successione {x®} in R™ & di Cauchy se e solo se sono di Cauchy
(in R) le n successioni {xgk)},,..,{x%k)}; {z(®)} converge a = se e solo se {xgk)} converge a x;
per ogni 1 <1 < n.

(i) Se {x(®)} ¢ una successione limitata in R™ allora esiste una sottosuccessione di {x*)}
convergente.

(iii) R™ & completo (ossia, ogni successione di Cauchy ammette limite).

Dimostrazione Le affermazioni seguono facilmente dalla equivalenza della norma euclidea
con la norma | - |« (si veda relazione (1.25)) e dalla completezza di R.

Proposizione 1.10 (i) E C R™ ¢ chiuso se e solo se per ogni {x®)} C E, {x®} convergente,
{z®} ammette limite in E;

(ii) per un qualunque insieme E C R™, (E)¢ = E°,

(iii) per un qualunque insieme E, x € OF se e solo se ogni sfera aperta centrata in x contiene
sia punti di E che punti di E¢, in formule: 0F = E N E°.

Dimostrazione (i): Dimostriamo ’affermazione equivalente: “E non chiuso” se e solo se
esiste {z(*)} C E, {2} convergente, ma {z(*)} ammette limite in E°.

“FE non chiuso” e equivalente a “FE° non aperto” il che ¢ a sua volta equivalente a “Jx € E° tale
che, Vr >0, B.(z)NE # (". Scegliendo r = 1/k con k € N, si determina z(*) ¢ Bi(Z)NE
il che vuol dire che esiste {2} C B, {x(®} converge a Z che & in E°.

7Si noti che stiamo usando lo stesso simbolo sia per I'immagine di una successione {z(*) : k € N} che per
la successione stessa {z(%)}.
8Cioe jn < jni1 per ognin
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(ii): per definizione di E, E C E e passando ai complementari E¢ C (E)¢ e poiché (E)¢ &
chiuso dalla definizione di chiusura d’un insieme segue che Ec C (E)c D’altra parte E¢ C Ec
e quindi A:=(E°)¢ C E; poiché A & aperto, dalla definizione di interno d’un insieme segue
che (E°)¢ C E ovvero (E)¢ C E° .

(iii): asserto deriva subito dal punto (ii); infatti 9E = E\E = E N (E)° = E N E°. i

3 Funzioni continue

Definizione 1.11 Sia f : E CR® - R™, xg € E ¢, per 6 > 0, Es(zg):={z € E : 0 <
|z — zo] < 0}
(i) si dice che a € R™ ¢ il limite di f per x che tende a zg, a = lim,_,,, f(x), se

Ve>036>0taleche |f(z)—al<e,VaxeFEs(xg) . (1.18)

Nel caso m =1, si definiscono, rispettivamente, il limite superiore (o “massimo limite”) e il
limite inferiore (o “minimo limite”) di f quando x tende a xo i numeri

li = inf ., liminf f(z):= sup inf . 1.19
linjipf(x) ggojggéf(x) iminf f(z) ?irgwlenEaf(w) (1.19)

(ii) Una funzione f si dice continua in xg € E se
Ve>030>0taleche |f(z)— f(zo) <e, Ve Es(xo) . (1.20)

Una funzione f si dice continua su E, ovvero f € C(E,R™), se é continua in ogni punto
o di E.

Osservazione 1.12 (i) Ovviamente, se xo € un punto d’accumulazione di F allora f & con-
tinua in zg se e solo se limy 4, f(z) = f(z0) e (nel caso m = 1) esiste il lim,_,,, f(x) se e
solo se liminf, 4, f(x) = limsup, ,, f(z).
(i) Se A & un aperto di R e f: A — R & continua in (x¢,yy) € A allora

f(xo,90) = lim lim f(z,y) (1.21)

Y—Yo T—T
(e, naturalmente, tale relazione si estende in modo ovvio al caso di R™ con n > 3).
La seguente proposizione raccoglie alcuni risultati elementari sulle funzioni continue.

Proposizione 1.13 Sic E CR" e f: E — R™.
(i) f & continua in xg € E se e solo se

V{z®YCE taleche lim z® =z = lim f(z®) = f(x0) . (1.22)

k—o0 k— o0

(ii) f ¢ continua su E se e solo se per ogni aperto U C R™, f=Y(U) & un aperto nella topologia
relativa di’ E.
(iti) Siano f, g funzioni continue in xg € E ed a valori in R™ e sia h : U C R™ — RP
continua in yo € U. Allora: f + g ¢ continua in xo; se f(xo) = yo, ho f é conlinua in xo; nel

caso m =1, fg & continua in xo; nel caso m =1 e f(xg) # 0, = & continua in'" .

f

90vvero, esiste A aperto di R™ tale che f~1(U) = AN E.
10Poiché f(xzo) # 0, 1/f & definita in un intorno di zo.
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Dimostrazione (i): Assumiamo (1.20) e fissiamo ¢ > 0. Sia {z(®)} C E tale che z*) — x.
Allora esiste ko tale che |2(®) — 29| < § per ogni k > kg e, per (1.20), |f(z®)) — f(zo)| < €
(per k > ko) il che implica (1.22).

Per il viceversa dimostriamo che se non vale (1.20) allora non vale (1.22). La negazione
di (1.20) implica che esiste £ > 0 tale che per ogni k possiamo trovare z(¥) € E per cui
le®) — o] < 1/k e |f(2®) — f(zo)| > e. Ma allora %) — x4 e |f(2*F)) — f(zo)| > € il che
dimostra che non vale (1.22).

(i) Supponiamo che f sia continua su E e sia U un aperto di R™ tale che f~*(U) # 0
(altrimenti non ¢’¢ nulla da verificare essendo @) un aperto). Sia zq tale che f(zg) = yo € U.
Poiché U e aperto esiste una sfera aperta J di centro yy e raggio r interamente contenuta in
U. Da (1.20) con & = r segue che l'insieme A, := E N Bs(zg) C f~1(U). Per definizione A,
¢ un aperto nella topologia relativa di E, ma (poiché zy era un punto arbitrario) questo &
equivalente a dire che f~!(E) & aperto (sempre nella topologia relativa).

Assumiamo ora che per ogni aperto U C R™, f~1(U) sia un aperto nella topologia relativa.
Sia g € E, sia € > 0 e sia yo:= f(x0). Per la nostra ipotesi B:=f~*({y : |y — yo| < €}) &
un aperto nella topologia relativa di E ovvero (per definizione) esiste A aperto di R™ tale che
B = ANE. Essendo xg € A e A aperto esiste ¢ > 0 tale che Bs(xg) C A quindi Bs(zo)NE C B
il che significa che vale (1.20). i

Osservazione 1.14 Il caso scalare ¢ particolarmente importante:

(i) La funzione vettoriale f : x € E C R"™ — f(z):= (fl(a:)77fm(x)> € R™ & continua in
o € E se e solo se sono continue in xg le m funzioni scalari f; : E — R.

La dimostrazione segue dal punto (i) della Proposizione 1.13 e dal punto (i) della Proposizio-
ne 1.10.

(ii) E facile vedere che f : A C R" — R ¢ continua in xo punto interno di A se e solo se per
ogni cammino z : [a,b] — A con z(tg) = xo (a < top < b), la funzione f o z é continua in tg.

Il “solo se” deriva dal punto (v) della Proposizione 1.13. Per dimostrare il “se” si prenda
{z®} C Bs(zo) C A con 2®) — z4. E possibile costruire un cammino z : [0,2] — Bs(zo)
e una successione {t;} C [0,1] tale'' che t; = 0; t, 1 1; 2(1) = xo e 2(tx) = z®) per ogni
k. Ora, se f non & continua in xg, per il punto (i) della proposizione 1.13, la successione
{f(z™)} non converge a g, il che, per l'osservazione appena fatta, implica che esiste un
cammino z : [0,2] — Bs(xg) con z(1) = xo per cui f oz non & continua in ¢t = 1. i

Esempio 1.15 In vista dell’osservazione precedente, considereremo solo funzioni scalari.
(i) La funzione z € R™ — |z| € R & continua su R™.
Infatti, V2o € R" e Ve > 0, se |z — zo| < §:=¢, da (1.13) segue che ‘|a:| — \xo\‘ < |z —xo| < e.

(ii) Sia 1 < i < neg:R — R una funzione continua. La funzione z € R™ — g(z;) & una
funzione continua su R™. In particolare x € R — zI, con m € N, & una funzione continua

P
su R™.

Infatti, x — x; & continua (essendo, per ogni zg € €, |x; — zoi| < | — zo| < € se § :=¢) e laffermazione deriva

dal punto (v) della Proposizione 1.13.

t—tp
11Ad esempio, si pud prendere t, = 1 — +, (k > 1), e definire z(t) = z*~1 4 # (x(k) _ x(k_l))
k= th—1
pertp_1 <t <tgez(t)=zoperl<t<2
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(iii) La funzione f : z € R* — 1+ x129 + 3z325 € R & continua su tutto R*. Pil in generale
ogni polinomio su'? R™ & continuo su tutto R™.

L’affermazione deriva dal punto precedente e dal punto (v) della Proposizione 1.13.
(w123)

V14 2x2

(iv) La funzione f : x € R® — + |x|ﬁ ¢ continua sul suo insieme di definizione,

ovvero su {z € R3: z3 > —1}.

L’affermazione deriva dai punti (i) e (ii) precedenti e dal punto (v) della Proposizione 1.13.

% se (x7y) 7é (030)
(v) Sia a € R. La funzione (z,y) € R? — f(z,y):=< * Ty &
a se (z,y) = (0,0)
continua su R?\{(0,0)} e non & continua in (0, 0).

Infatti, la continuita su R2\{(0,0)} & conseguenza del punto (ii) qui sopra e del punto (v) della Proposizio-
ne 1.13. Per dimostrare che f non & continua in (0,0), per il punto (i) della Proposizione 1.13, basta trovare
una successione (zy,yr) — (0,0) tale che f(zk,yx) /4 a. Se a = 0, possiamo scegliere (z,yx) = (1/k,1/k)
mentre se « # 0 possiamo scegliere™® (xp,yy) = (1/k, 1/k?).

4 Generalizzazioni

In questa sezione discutiamo brevemente alcune semplici generalizzazioni delle nozioni intro-
dotte.

(a) In generale, un prodotto scalare su di uno spazio vettoriale V' su R (ossia un campo
vettoriale con campo degli scalari dato da R), & un’applicazione (-,-) : V x V — R
bilineare, simmetrica e definita positiva'®.

Esempi di prodotti scalari su R™ sono dati da (x,y) := x - Py con P matrice (n X n)
definita positiva'®.

(b) Dato uno spazio vettoriale V', una funzione || - || : V' — [0, 00) che verifichi (i)-(iii) di
(1.10) (con | -| sostituito da || - ||) si chiama norma su'® V.
E immediato verificare che esempi di norme su R™ diverse dalla norma euclidea sono
la “norma 1”7 |- |; e la “norma oo” (o anche “norma del sup” e “del massimo”) | - |so
definite da .
o= Y lenl s el = i il (1.23)
k=1
Due norme ||« ||lo e || - ||» su V si dicono equivalenti se esistono due costanti positive ¢y

e co tali che
]l < allzlle < c2llzlla, YzeV. (1.24)

12Un monomio su R™ & una funzione della forma x?lmgz -..xo™ dove ai,...,an sono numeri interi non
negativi; la somma a3 + - -+ + ay definisce il grado del monomio; un polinomio su R™ & una combinazione
lineare (a coefficienti in R) di monomi su R™; il grado massimo dei monomi che costituiscono un polinomio
definisce il grado del polinomio.

18 £(1/k,1/k) = 1/2; £(1/k, 1/K?) = k/(1 + k) = 0.

14 «Bilineare” significa che (ax + by, z) = a(z,z) + by, 2) e {x,ay + bz) = a(x,y) + b(x, z) per ogni coppia
di scalari a,b e per ogni z,y,z € V; “simmetrica” significa che (z,y) = (y,z) per ogni z,y € V; “definita
positiva” significa che (z,z) >0 perogniz € Ve (z,z) =0 = = =0.

15Una matrice reale (n x n) P si dice definita positiva se - Px > 0 per ogni = € R™\{0}

16 Dji solito, una norma su uno spazio vettoriale V' si denota appunto con ||z (dove = & un elemento di V).
Nel caso di R™ e della norma euclidea, si usa spesso la notazione pili semplice |z|; a volte (in altri testi) la
norma euclidea in R™ viene indicata con ||z||2 o anche con |z|2.
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Si noti che per ogni z € R™, valgono le seguenti relazioni fra le norme appena introdot-
tel”:

2o < [2] < Vileheo » |7loo < [2h S nlzleo , o] <ol < valal ;  (1.25)

e dunque la norma euclidea, la norma 1 e la norma del sup sono tutte equivalenti
tra loro. In realta, piu avanti dimostreremo che in R™ tutte le norme sono equivalenti
(Proposizione 1.21).

Un funzione | - || che verifichi le proprieta (i)—(iii) di (1.10) tranne la proprieta “||z|| =0
—> 1z = 0", prende il nome di seminorma. Un esempio di seminorma che non sia una
norma & data da R? con |z||:=|x1]. Uno spazio vettoriale dotato di norma si chiama
spazio normato. Un sottospazio vettoriale E C V di uno spazio normato (V.| - ||) &
uno spazio normato con norma || - || (o meglio, la restrizione di || - || a E).

Per una breve introduzione alla teoria degli spazi normati si veda § 7.

(c) Dato un qualunque insieme X, una funzione d(-,-) : X x X — [0, 00) che verifichi (i)-
(iii) di (1.11) si chiama distanza o metrica. Un insieme dotato di metrica prende il
nome di spazio metrico.

E immediato verificare che uno spazio normato (X, ||-||) ¢ anche uno spazio metrico con
d(z,y) = [lz —yl|.

Un sottoinsieme E C X di uno spazio metrico (X, d) & uno spazio metrico con distanza
d(-,) (o, meglio: con la restrizione di d(-,-) a E x E).

Ovviamente, uno spazio metrico (X, d) in cui X non sia uno spazio vettoriale non puo
essere uno spazio normato; ad esempio, il bordo sferico euclideo

S":={z e R": |z| =1},

& uno spazio metrico rispetto alla distanza euclidea ereditata da R™*!, ma non & uno
spazio vettoriale.

Uno spazio metrico X si dice completo se ogni successione di Cauchy'® ammette limite
in X. Uno spazio normato completo (rispetto alla metrica naturale d(x,y) := ||z — y||)
prende il nome di spazio di Banach.

(d) Una topologia su di un insieme arbitrario X &, per definizione, una famiglia A di
sottoinsiemi di X (detti “insiemi aperti”) che goda delle seguenti proprieta: (i) X e )
appartengono a A; (ii) un’unione arbitraria di elementi di A & un elemento di A; (iii)
un’intersezione finita di elementi di A & un elemento di A. I complementari degli insiemi
aperti si chiamano insiemi chiusi. Uno spazio topologico ¢ una coppia (X,.A) con X
insieme arbitrario e A € una topologia su X.

Come nel caso di sottospazi vettoriali di spazi normati o sottoinsiemi di spazi metrici,
anche i sottoinisiemi F C X di uno spazio topologico (X, .A) eredita, in modo naturale,
una topologia; & infatti facile verificare che'?

A ={Ag=EnNAtc Ac A}, (1.26)

definisce una topologia su E. Tale topologia prende il nome di topologia relativa (o
“topologia indotta”).

17Le disuguaglianze nelle quali appare la norma co sono ovvie; |z| < |x|1 si verifica elevando al quadrato e
|z]1 < +/n|z| deriva dalla disuguaglianza di Cauchy (1.5) con y; = 1 per ogni 3.

18 Chiaramente, una successione {z(¥)} in X & un’applicazione da N in X e una successione {z(*)} si dice
di Cauchy se Ve > 03 N:d(z®) 20)) < eV k,j > N.

19Esercizio 1.13.
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Si consideri, ad esempio, R con la topologia euclidea e sia E := (0, 1]; E' & un sottoinsieme
né aperto, né chiuso di R ma nella topologia relativa & sia aperto che chiuso e (1/2,1] =
(1/2,3/2) N E & un insieme aperto mentre (0,1/2] = F\(1/2,1] & un insieme chiuso.

Come abbiamo visto nel caso di R™, uno spazio metrico (X, d) ammette una topologia
naturale “eredidata” dalla struttura metrica ed ¢ quella per cui gli aperti A sono definiti
come quegli insiemi tali che per ogni x € A esiste 7 > 0 ed una sfera B(z,r) := {y €
X :d(z,y) < r} tutta contenuta in A (esercizio 1.14).

5 Compattezza

Un insieme K si dice compatto se da ogni ricoprimento di aperti si puo estrarre un sottori-
coprimento finito ovvero, in formule,

k
(a) K C UEQ, E, aperto — Jaq,...,a € A: KQUEm :
acA =1

qui A & un insieme arbitrario (e quindi non necessariamente numerabile) di indici.
Siano, ora, (b) e (c) le seguenti proprieta:

(b) ogni successione in K ammette una sottosuccessione convergente in K;

(¢) K & chiuso e limitato.

Si ricorda che un insieme si dice limitato se esiste una sfera che lo contiene; la (b) viene a
volte chiamata “compattezza per successioni”.

Teorema 1.16 (Bolzano, Borel, Heine, Pincherle, Weierstrass)
Sia K un sottoinsieme di R™. Allora le proprieta (a), (b) e (c) sopra elencate sono equivalenti.

Dimostrazione Dimostriamo le implicazioni: (a) = (b) = (¢) = (a).

(a) = (b): assumiamo per assurdo che valga (a) e non valga (b) ovvero 3{z(®} C K
che non ammette una sottosuccessione estratta convergente in K. Dunque per ogni y € K,
esistono una sfera F, di centro y ed un intero k(y) tale che k) ¢ E, per ogni k > k(y).
Essendo {E, : y € K} un ricoprimento aperto di K, per (a), si ha che che esistono y),...,y(™)
in K tali che K C i, E, . Ma dunque se kg := max{k(y™) : 1 < i < m}, per k > kg si
ha che z(*¥) ¢ E, ) per ogni 1 <14 < m, il che significa che zF) ¢ K; ma questo contraddice
I’assunzione {z(®} C K.

(b) = (c): assumiamo per assurdo che valga (b) e non valga (c) ovvero che K & non
limitato oppure non chiuso. Se K & non limitato esistono {z(®¥)} C K tali che || = oo e
chiaramente, per ogni sottosuccessione {z(*:)} C {£(*)}, vale che lim; o |2%9)| = oo il che
contraddice (b). Se K non & chiuso, per la Proposizione 1.10 esiste Z € K¢ e una successione
{z(M} C K tale che (*) — Z. Chiaramente per ogni sottosuccessione {z(*/)} C {z(F)} vale
che 2(*s) — Z il che, nuovamente, contraddice (b).

(¢) = (a): assumiamo per assurdo che valga (c¢) e non valga (a) ovvero che esista un
ricoprimento aperto {F, }aeca di K da cui non si possa estrarre alcun sottoricoprimento finito
di K. Poiché K ¢ limitato esiste un cubo?’ (chiuso) Qo :={x € R" : |z| < R} che contiene

20Un cubo in R™ & un insieme della forma {z € R” : |z — 20|eo < 7} per qualche zg € R™ e qualche r > 0;
per n =1 un “cubo” & un intervallo aperto di centro xz¢ e lunghezza 2r, per n = 1 un “cubo” & un quadrato
di centro zg e lato 2r etc.
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K al suo interno. Suddividiamo il cubo g in 2™ cubi uguali. Almeno uno di questi cubi, la
cui chiusura verra denotata @1, & tale che Q1 N K € non vuoto e non puo essere ricoperto da
alcun sottoricoprimento finito di { £, }. Ripetendo tale costruzione otteniamo una famiglia di
cubi chiusi Qp:=Q D Q1 D Q2 D -+, con lato di Q; :=R 27%, e tali che Q; N K & non vuoto
e non ¢ contenuto in alcun sottoricoprimento finito di { E, }. Se per ogni ¢ scegliamo un punto
() € Q; N K, allora la successione {x(i)} ¢ di Cauchy?! e per la completezza di R™ esiste
tale che (9 — zy. Poiché K & chiuso si ha che z¢ € K. Quindi esiste un «g tale che xg € E,,.
Ed essendo E,, aperto ne segue che esiste una sfera di centro xy tutta contenuta in E,,. Ma
allora esiste N tale che Qn C E,, e quindi anche @y NK C E,, e questo contraddice il fatto
che, per ogni i, @Q; N K non ¢ contenuto in alcun sottoricoprimento finito di {E, }. i

La compattezza & un invariante topologico (ossia si conserva sotto I’azione di una funzione
continua):

Proposizione 1.17 Se E é compatto e f é continua su E allora f(E) é compatto.

Dimostrazione Sia {y*)} una successione in f(E): ovvero esistono z*) € FE tali che
f(m(k)) = y(®). Per la compattezza di E e per il Teorema 1.16, esiste z(F9) — z € E. Se-
gue allora che y*) = f(z*3)) — f(z):=g5 € f(E) il che (sempre per il Teorema 1.16)
significa che f(FE) ¢ compatto.

Teorema 1.18 (Teorema di Weierstrass) Sia E un insieme compatto di R™ e sia f :
E — R una funzione continua su E. Allora f assume massimo e minimo in E.

Dimostrazione Sia M = sup,. f(z); dalla definizione di estremo superiore segue che pos-
siamo scegliere una successione {z(®} in E tale che f(z(*)) — M. Per il Teorema 1.16
possiamo trovare una sottosuccessione {x(kj)} convergente ad un punto z € E. Allora per la
continuita di f segue che M = limj_,o, f(z®)) = lim;_,o f(z(¥)) = f(z). Per il minimo si
ragiona analogamente.

Definizione 1.19 Una funzione f : E C R® — R™ si dice uniformemente continua su
E se

Ve>030>0taleche |f(z)—f(y)<e, Va,yecFEcon|lr—y <d. (1.27)

Teorema 1.20 (Teorema di Heine—Cantor) Sia E un insieme compatto di R e sia f :
E — R™ una funzione continua su E. Allora f & uniformemente continua su E.

Dimostrazione Procediamo per assurdo usando la caratterizzazione (b) usata nel Teore-
ma 1.16. La negazione di uniforme continuita si legge:

Je>0talecheVd>03x,ycon|z—y|<dtaliche |[f(z)— f(y)| >¢e, (1.28)

(naturalmente z e y dipendono da € e § e quest’ultimo & arbitrario). Se scegliamo § = %,

otteniamo che esistono {z(®)} e {y"} tali che |z*) —y®)| < Le|f(z®))— f(y*))| > e. Poiché
E & compatto possiamo?? estrarre {z(*s)} e {y(*s)} convergenti in E, e poiché |z(Fi) —g(Fi)| <

21 Poiché la distanza massima tra due punti in un cubo di R™ di lato £ & /n, se j > 1, allora 20 () e Q;
e quindi |z() — 20| < /nR27%.

22]] fatto che le estratte convergenti siano indicizzate dalla stessa successione di interi richiede una breve
discussione: dalla compattezza di E esistono {z(%)} e {y(™3)} convergenti. Definendo z() := y("i) per la
compattezza di E posso estrarre {z(¥i)} convergente in E. Poiché {k;} C {n;}, anche {z(¥)} sara convergente
in E.
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% , segue che esiste un unico z € F tale che z = lim;_, ki) = lim; y(kj). Allora

lim |f(z®)) — f(y®))| = |f(2) — f(2)] = 0 (per la continuita di f) e questo contraddice il
fatto che |f(z(®)) — f(y™*))| > € per ogni k.

Un’applicazione del teorema di Weierstrass e la seguente
Proposizione 1.21 In R" tutte le norme sono equivalenti.

Dimostrazione Sia || - || una qualunque norma su R" e sia | - | la norma euclidea e facciamo
vedere che ||-|| & equivalente a | - |. Sia z = >, 2,e® ({e(} base standard di R™) un punto
arbitrario di R™. Dalla disuguaglianza triangolare, dall’omogeneita della norma | - || e dalla

disuguaglianza di Schwarz segue che

n

lall = 11 @ie@ < D7 Jail P < | D Jaif® (| D Ne@(2 =1z e, (1.29)
i=1 i=1 i=1

=1

dove ¢ > 0 & la norma euclidea del vettore (||e™]], ..., [|e™|]); il fatto che ¢ > 0 segue dalla non
degenerazione di || - ||. Dunque la funzione f(x):= ||z|| & una funzione continua (nella topologia
indotta dalla norma euclidea) poiché se |z} — 2| — 0, da (1.29) e dalla disuguaglianza
triangolare, segue che

/(@) = f(@)] = |ll2®]| = ||z < [le® — 2]l = 0.

Dunque, dal teorema di Weierstrass, segue che la funzione f assume un minimo su S”~!:=
{z € R" : |z| = 1} e tale minimo (per la non degenerazione di || - ||) & strettamente positivo.
Quindi esiste un o € S™~! tale che

|zl > [lzol:=b>0, Vzest. (1.30)

Ed allora, per ogni = # 0
x
HHH >b = |z > blz|.

Tale relazione, assieme a (1.29), implica 1’asserto. 1

6 Connessione

Un sottoinsieme F di R™ si dice sconnesso (o “non connesso”) se esistono due insiemi aperti
Ae B talichese Ag:=ANFE e Bg:=BNE allora

AE#Q}, BE#(Z), AEQBE=®7 E=AgUBEg ; (1.31)

e diremo che A e B sconnettono E. Un insieme ¢ connesso se non € sconnesso.

Osservazione 1.22 (i) Una parafrasi della definizione di insieme sconnesso ¢**:

FE é sconnesso se é 'unione disgiunta di due aperti non vuoti nella topologia relativa.

(ii) Dalla definizione segue immediatamente che: E é connesso se e solo se i soli sottoinsimei
di E simultaneamente aperti e chiusi (nella topologia relativa) sono () e E.

N

(iii) R™ & ovviamente connesso. Un esempio di insieme sconnesso di R™ & dato da Z™ (basta
prendere come A la sfera centrata nell’origine di raggio 1/3 e come B l'insieme dei punti
con |z| > 1/2).

238i ricordi la definizione di topologia relativa data al punto (d), § 1.
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La connessione ¢ un invariante topologico:
Proposizione 1.23 Se E ¢é connesso e f ¢ continua su E allora f(E) é connesso.

Dimostrazione Dimostriamo l'affermazione equivalente: “f(E) sconnesso = E sconnes-
s0”. Se f(F) ¢ sconnesso esistono due aperti I e J tali che JNf(E) #Q#AINf(E), INJ =0
e f(E) = f(E) C IUJ. Per il punto (ii), gli insiemi A:= f~1(I) e B:= f~1(J) sono aperti
non vuoti nella topologia relativa di E ed inoltre (come ¢ immediato verificare dalle posizioni
fatte) ANB=0e EC AU B e dunque F & sconnesso.

Un semplice criterio per verificare la connessione ¢ basato sulla nozione di “connessione per
curve”.
Dato £ C R™ una curva in F ¢ un insieme della forma

Fi={x eR": z=2(t) pera <t <b} (1.32)

dove z € C([a,b],R™); i punti 2(a) e 2(b) si chiamano gli estremi della curva?* T. Dalla
Proposizione 1.23 segue che una curva ¢ un insieme connesso.

Un esempio (banale) di curva in E ¢ data da I':={xq} con z¢ € E (essendo la funzione ¢t €
[0,1] — z(¢) ;== chiaramente continua). Esempi pill interessanti sono dati da un segmento
in E C R™ di estremi x e y ovvero dall’insieme

Plz,y)={z€eR":z=z+t(y—2x), t€][0,1]}, (1.33)

0, pill in generale, da una poligonale di estremi x e y e “vertici successivi” z(9):=uz,
M 2®) .=y ovvero dall'insieme

k
P@E®,...,2®) = | P(atD,20)) | (1.34)

i=1

Un insieme F C R™ di dice connesso per curve (rispettivamente, “per poligonali”) se per
ogni x,y € E, esiste una curva (rispettivamente, “una poligonale”) di estremi z e y tutta
contenuta in F.

Proposizione 1.24 (i) Un insieme di R™ connesso per curve é connesso.
(ii) Un insieme aperto di R™ connesso ¢ connesso per poligonali.

Per dimostrare la parte (ii) della Proposizione 1.24 avremo bisogno del seguente semplice
risultato:

Lemma 1.25 Sia E C R™ un insieme aperto non vuoto e sia x € E. L’insieme W, :={y € E
tale che esiste una poligonale in E di estremi x e y} & un insieme aperto.

Dimostrazione Se y € W, esiste una poligonale P(z,...,y) tutta contenuta in E di estre-
mi x e y. In particolare y € E. Poiché E & aperto esiste una sferetta U di centro y tut-
ta contenuta in E. Ma per ogni z € U il segmento P(y,z) € U e quindi la poligonale
P(zy...,y,2):=P(z,...,y) U P(y,z) & tutta contenuta in E. Questo significa che U C W, e

cioe la tesi.

Dimostrazione (della Proposizione 1.24) (i) Si supponga, per assurdo, che E C R"™ sia
connesso per curve e sconnesso e mostriamo che si perviene ad una contraddizione. Siano

24 La funzione z che realizza la curva I' viene chiamata “cammino”; in altri termini un cammino in E C R™
¢ semplicemente una funzione z € C([a,b], E).
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A e B due aperti per cui valga (1.31). Sia x € Ag e y € Bg. Per ipotesi esiste una curva
I':={z(t) : a <t < b} tutta contenuta in F con , z(a) =z e z(b) = y. Sia

I'={r>a: 2(t) € Agp ,V t € [a, 7]} e to:=supl.

Chiaramente a € I (e quindi I # (). Inoltre z(¢o) ¢ A: infatti, se fosse z(ty) € A esisterebbe
una sferetta aperta U C A di centro z(tg) e per la continuitd di z(¢) in ¢y € [a, b] esisterebbe
un § > 0 tale che z(t) € U C A per ogni t € [a,b] con |t — to| < &; ma se fosse tg = b
allora z(b) € Ag e questo contraddirrebbe I'ipotesi che 2z(b) € Bg e d’altra parte se tg < b
esisterebbe un ' € (¢p,b) con z(¢') € Ag e questo contraddirrebbe la definizione di tp. Quindi
z(tg) € OAE. Ma z(tg) € E = Ag U Bpg e quindi z(tg) € Bg. Essendo B un aperto esiste una
sferetta V' centrata in z(¢p) tutta contenuta in B e, ragionando come sopra, si trova un §’ > 0
tale che z(t) € V per |t —tg] < §’. Ma allora esisterebbe un ¢ € (tg — §’,to) per cui z(t) € V e
quindi z(f) € Bg ma questo contraddice la definizione di to.

(ii) Dimostriamo I'implicazione equivalente: E aperto e non connesso per poligonali implica E
sconnesso. Dire che E non e connesso per poligonali ¢ equivalente a dire che esistono x e y in
FE che non possono essere gli estremi di alcuna poligonale tutta contenuta in E. Siano allora
A=W, e C:=W, gli insiemi dei punti unibili tramite poligonali in F, rispettivamente, a
z ed a y: tali insiemi sono, per il Lemma 1.25, sottoinsiemi aperti di E. Secondo la nostra
ipotesi?> AN C = (). Sia ora D:=FE\(AUC). Se D = () avremmo Dasserto (essendo A e C
insiemi aperti disgiunti e non vuoti e E = AU C). Se D & non vuoto fissiamo z € D. Poiche
D C E ed E & aperto, esiste una sferetta V' centrata in z e tutta contenuta in E. La sfera V
non puo contenere punti di A o di C' (altrimenti, ragionando come sopra, potremmo trovare
una poligonale che unisce z con x o con y contravvenendo la definizione di D come 'insieme
dei punti che non possono essere uniti tramite poligonali in E con x o con y). Ma questo
significa che V' C D e cioe che D & aperto. Ponendo B:=C U D e definendo Ag e Bg come
in (1.31) si ottiene 1’asserto poiché ANB =0,z € Ag,y€ Bp e E=AUB.

Esempio 1.26 (i) Un qualunque insieme convesso”® di R & connesso (essendo connesso per
poligonali). In particolare R™ é connesso.

(ii) I sottoinsiemi connessi di R sono gli intervalli’". Infatti, gli intervalli, essendo convessi,
sono connessi; viceversa, se F non e un intervallo, allora esistono z < z < y con x,y € F e
z € E°, ma allora (—o00, 2) e (z,00) sconnettono E.

(iii) L’anello {x € R?: 1 < |z| < 2} & connesso per poligonali.

(iv) La circonferenza {x € R%: |z| = 1} ¢ un insieme connesso (essendo connesso per curve)
ma non connesso per poligonali.

(v) Sia Eg:={(z,y) €eR?: =0, -1<y<1}eE:={(z,y) eR?®: 0<z< i, y=
sen %} L’insieme in R? dato da E:= FEoU E; & connesso ma non & connesso per curve.

7 FEsercizi e complementi

Esercizio 1.1 Sifaccia vedere che le (1.25) non possono essere migliorate (ad esempio |z|1 < n|z|oo
non vale, in generale, se n viene sostituito da una costante a piut piccola: infatti se x = (1,1,...,1) si
ha 2|1 =n e 2| = 1).

258e z € AN C significa che esistono due poligonali P e P’ in E che uniscono, rispettivamente, = con z e y
con z; ma allora la poligonale P U P’ C E unirebbe = e y contrariamente alla nostra ipotesi.

26 Un insieme F C R" si dice convesso se presi comunque due punti in E il segmento P(z,y) che li unisce
¢ tutto contenuto in E.

27Per definizione gli intervalli di R sono gli insiemi convessi di R, ossia, sono gli insiemi E tali che se z < y
appartengono a F allora {z <t <y} C E.
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Esercizio 1.2 Dimostrare in dettaglio la Proposizione 1.5.

Esercizio 1.3 Dimostrare (usando solo la definizione uniforme continuita, Definizione 1.19) che la
funzione f : £ € R® — |z|? & uniformemente continua su By = {z € R" : |z| < 1}.

Esercizio 1.4 Dimostrare che se g(t) & una funzione di una variabile, continua in tg € Re f(z1,...,z5)
= g(zn) allora f(z) & continua in zo, V xo € R™ tale che zo, = to.

Esercizio 1.5 Fissato € > 0, si trovi un ¢ tale che |f(z) — f(zo)| < € per ogni |z — zo| < J nei
seguenti casi:

G) f=lz|*, a>0,zeR*, zo=(0,1,1,2) e xo =0 ;

.. 1 3
(i) f = sen el x€R”, xo=(-1,0,-1);

(i) f= log[cos(Hazi)] , x€R", 20 =0;

im1

(IV) f = Ze—kkﬂz , TE R” y To = (1771) 5
k=0

(v) f=tanh|z|s, z€R", zo=(1,..,1);

vi) f= (\x|3/2 ) tanh|x\1) ,zeR", 2o=(0,1,1,2) .

Esercizio 1.6 Sia S*:={z € R®: |z| = 1}, 2:=(2,0,0), 2o = (1,0,0), f:==z122(sin|z — 7|)~*.
Trovare § tale che |f(x) — f(z0)| < € per ogni = € S? tale che |z — 0| < 4.

2., .2
ety
, sex#0,
Esercizio 1.7 Sia®® f(z,y) = ™+ 2 Arctan /%)
2
Y
= sex=0.
T
(i) Si calcoli, per ogni @ fissato, il lim, o f(r cos 6, sen0).
(ii) E continua f nell’origine?
TV e (@y) £ (0,0)
4 ) i ) )
Esercizio 1.8 Sia f(z,y) = at +y?
0 se (z,4) = (0,0) .

(i) Discutere la limitatezza di f.
(ii) Si calcoli, fissato (a,b) # (0,0), il lim, o f(ta,th).
(iii) E continua f nell’origine?

Esercizio 1.9 Sia f(z) = 2” se ¢ irrazionale e f(z) = 0 altrimenti. Dimotrare che f & continua
in 0 ma che, per qualunque intervallo I contenente 0, f ¢ C(I).

Esercizio 1.10 (i) Sia f(z,y) definita nell’intorno di (0, 0) ed a valori in R. Dimostrare la seguente
affermazione:

Se per ogni € > 0, 3§ > 0 tale che, per ogni 0 < r < ¢ e per ogni 0 < 6 < 27, si ha
|f(rcos@,rsenf) — f(0,0)] < e

allora f é continua in (0, 0).

(ii) Discutere tale risultato in connessione con lesercizio 1.7.

28 Arctan 0 = 0.
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Esercizio 1.11 Si dimostri che se f e g sono due funzioni continue su A C R™ allora min{f, g} e
max{ f, g} sono funzioni continue su A.

T 1.12 Si dimostri che, nel Teorema 1.16, (b) = (a) direttamente [senza “passare” per (c)].
Esercizio 1.13 Si dimostri che la topologia relativa definita in (d) di § 1 sia effettivamente una
topologia. Si dimostri che i chiusi della topologia relativa su E si ottengono intersecando i chiusi di
X con E.

Esercizio 1.14 Dimostrare che in uno spazio metrico (X, d) la famiglia di insiemi A C X tali che
per ogni x € A esiste r > 0 ed una sfera B(z,r) := {y € X : d(x,y) < r} tutta contenuta in A forma

una topologia su X.

Esercizio 1.15 Dare un esempio di una famiglia di aperti E; e di una famiglia di chiusi C;, con
i € N, tali che [ E; non sia un insieme aperto e |JC; non sia un insieme chiuso.

Esercizio 1.16 Si dimostri che I’anello {z € R?: 1 < |z| < 2} & connesso per poligonali.

T 1.17 * Si dimostri I’affermazione fatta al punto (v) dell’Esempio 1.26.
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Cap. 1 — Topologia euclidea e funzioni continue



Capitolo

Differenziabilita

1 Funzioni differenziabili

Definizione 2.1 Una funzione f a valori reali e definita su di un aperto E di R™ si dice
differenziabile nel punto xo € E se esiste un’applicazione lineare L : R — R tale che

- f(wo+h) — f(xo) — L(h) _
lim 0 il 0 0. (2.1)

Dimostriamo, a titolo d’esempio, la differenziabilita in z¢ = (0,0) della funzione f(z,y) =
:E2y3 — senx. A tal scopo, useremo la seguente stima elementare’
- 1

sent —t| <clt]P, V[t<1, con c:=
(

e (2.2)

Sia h = (hy,h2) con |h| <1 e sia £:=(—1,0) (cosicché df(h) = £ - h = —hy). Maggiorando
|h;| con |h|, si ottiene

Ir(h)| ’f(h) f(0) —df(h ’ ‘h2h3 — senhy + hl‘
nl [h] ' 1]
< |h|® + |senhy — hy]
B A

< |W*+clh>=0  (per |n|—0). |

Osservazione 2.2 (i) Una applicazione lineare L : R — R corrisponde alla moltiplicazione
scalare per un dato vettore: infatti, sia {eV} la base (standard) di R™, sia h:= Y7 | hjel) =
(h1, ..., hyp) un qualunque vettore e sia £ il vettore definito da £:= (L(e(l)), - L(e(”))); allora
dalla linearita di L segue che

=L hie)=> "hili=t-h. (2.3)
1=1

=1

12k+1
2k 4+ 1)!

oo
IPer |t| < 1 siha: |sent —t| = ‘ ’ . In effetti la costante ¢ ¢ piu piccola di
It | | = Z 7 < Jt| g D) pitt p

1/5.

21
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(ii) Se f & differenziabile in z( allora esiste un’unica applicazione L per cui vale (2.1). Assu-
miamo, infatti, che ci sia un’altra applicazione lineare L' # L per cui valga (2.1) con L’ al
posto di L. Allora (sottraendo una dall’altra le corrispondenti relazioni nella (2.1)), si avra

_ li
i ) = L'(h) _
h—0 |h]
Quindi, se £ # ¢ sono tali che L(h) =£¢-h e L'(h) = ¢ - h, V h, avremo anche
h
. AN —
}llli%(ﬁ ) ] 0, (2.4)

il che implica, prendendo h = t(£—{') con t > 0 e mandando ¢ a zero® che £—{' = 0, ottenendo
una contraddizione. [l

(iii) Dalla definizione di limite segue che se vale (2.1) allora si ha che lim,_,,, f(zo + h) —
f(zo) — L(h) = 0 e quindi anche che lim,_,,, f(xo+ h) — f(xo) = 0, ossia:
Se f e differenziabile in xo allora f é continua on xg.

In effetti vale un’affermazione pin forte®: Se f ¢ differenziabile in xq allora f(x) — f(zo) =
O(x—xg). Infatti sia h = x —xg e sia £ tale che f(xo+h) = f(xo)+£-h+o(h). Dalle definizioni
date segue che esiste § > 0 tale che |o(h)| < |h| per |h| < § e dunque |f(xo + k) — f(x0)] <
(|€] + 1)|h| che equivale a dire f(x) — f(zo) = O(x — ).

Il viceversa non ¢ in generale vero come vedremo tra breve tramite esempi ossia ci sono
funzioni continue in xy che non sono ivi differenziabili.

(iv) (“o piccolo e O grande”: notazione di E. Landau) Dato k > 0, una funzione h € R™ —
g(h) € R™ definita per |h| piccoli (cioe g & definita in un intorno di 0) si dice o(|h|¥) (“o
piccolo di |h|*¥ nell’intorno di zero”) se limy_o|g(h)|/|h/k = 0; g si dice O(|h|*) se esistono
M, 5 > 0 tali che |g(h)| < M|h|* per ogni |h| < §; nel caso k = 1 spesso si omette il modulo
e si scrive o(h) o O(h); analogamente, nel caso n = 1 si omette il modulo (per ogni k).

Si noti, in particolare, che g = O(1) per  — 1z significa che lim,_,,, g = 0 e g = O(1) per
T — x( significa che g e limitata in un intorno di zg.

Analoghe definizione si danno in un intorno di un generico punto xg € R™ o di £o0.
Dunque, con la notazione di Landau, una funzione f ¢ differenziabile in xg se esiste un’appli-
cazione lineare L : R™ — R tale che

f(zo+h) = f(zo) — L(h) = o(h) .

La notazione di Landau & molto utile ma va usata con grande attenzione: ad esempio, mentre
¢ vero che O(h) - O(h) = O(|h|?) = o(h), non & vero che o(h) = O(|h|?) (ad esempio, per
h — 0, |h|*>/? = o(h) ma non & vero che |h|>/2 = O(|h|?).
(v) L’applicazione lineare L, che dipende anche (ed in generale, in modo non lineare) da x,
si denota di solito con df (o con df,,) e si chiama il differenziale della funzione f nel punto
Zo-
(vi) Di solito se L & un’applicazione lineare si usa la notazione Lh al posto di L(h); nel caso
del differenziale df di una funzione f, per motivi estetici, si preferisce mantenere la notazione
df (h).
(vil) Dalla definizione di differenziabilita (e dalla linearita del limite) segue subito che se f
e g sono differenziabili in z allora anche la combinazione lineare af 4 bg (con a e b numeri
reali) lo ¢ e si ha:

28i ricorda che se limg o f(x) = 0, = € R™, allora lim;_,¢ f(t£) = 0, t € R, per ogni & € R™.

3Si noti che y/|z] & continua in 0 dove vale 0 ma non & vero che \/|z] = O(z).
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Saranno molto utili le seguenti nozioni (in generale, pitt deboli) di derivabilita:

Definizione 2.3 (i) Sia f : E CR™ — R con E aperto, xg := (Zo1,....,%on) € E e1 <i<n.
La derivata parziale di f rispetto a x; nel punto g ¢ (qualora esista) il valore del limite*

lim f(l‘()l, ey LG + h, veey Jfon) — f(iEo) .

2.
h—0 h ( 6)
Tale limite verra indicato con una delle sequenti equivalenti notazioni:
of
8x(x0) ) 821f($0) ) fa:z(xO) ) sz(on) ) (27)
K3

(spesso, qualora non ci sia ambiguita, si omette il punto xo nella notazione).
Se f ammette tutte le derivate parziali in un punto xg € R™, l’elenco ordinato di tale derivate
parziali forma un vettore ad n componenti che prende il nome di gradiente di f (nel punto
xo) e verrd indicato con una delle sequenti equivalenti notazioni:

of of /

(7($0)7~~77($0)) o Ouf(o) , Vf(xo), f(xo), falwo), gradf(zo). (2.8)

0x1 Oxy,
(ii) Sia & un qualunque vettore non nullo in R™, si definisce la derivata direzionale della
funzione f, fatta rispetto al vettore &, nel punto zq, il valore del limite® (qualora
esista)

f(zo +t€) — f(wo) _

o t 29)
Tale limite verra indicato con una delle sequenti equivalenti notazioni:
of
875(:60) ) ¢ f(zo) , De f(zo) - (2.10)
Si noti che la derivata parziale & una derivata direzionale fatta rispetto ai versori coordinati:
af af
= ~ . 2.11
Ox;  Oe(® (2.11)

La differenziabilita implica V'esistenza delle derivate direzionali (il viceversa &, in generale,
falso):

Proposizione 2.4 Sia E un aperto di R™ e sia f: E — R differenziabile in xo € E. Allora
f ha tutte le derivate direzionali in xo e per ogni vettore non nullo £ € R™ si ha:

0
o 0) = fan) € = ) (212)
Dimostrazione Poiché f & differenzialbile in z esiste £ € R™ tale che f(xg+ h) — f(z0) =
£-h+ o(h). Prendendo h = t£ si ottiene dunque:

Flwo +16) — flza) _ £-t€ + oltE)

t 4
= (-E+o(t)=L-& (pert—0). (2.13)

4Con notazione pill precisa: (€01, ..., Zo; + A, ..., Ton) = To + e h dove {e(j)} denota la base ortonormale
standard di R™, e(!) := (1,0, ...,0), e® :=(0,1,0, ...,0), ..., e(™ := (0, ...,0,1).

5 In alcuni testi, con maggiore precisione di linguaggio ma anche con una definizione pili restrittiva, si
definiscono derivate direzionali solo quelle fatte rispetto ad un vettore & di norma unitaria (identificando una
direzione con un vettore £ tale che || = 1).
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Prendendo & = ¢, si ha, per la (2.11) che

of
8.%1'

(xo) =45 ,

equindi: =V fedf({) =Vf-¢& 1

In base a tale proposizione possiamo dire che f é differenziabile in xy se e solo se esiste il
gradiente di f in xq e vale

f(wo+h) — f(wo) = Vf(xo)-h
lim -0. (2.14)
|h|—0 |h|

Osservazione 2.5 (i) Nel caso n = 1 la “derivata parziale rispetto a & € R nel punto zy”
prende, piu semplicemente, il nome di derivata di f rispetto a x in xg e si denota con una
delle seguenti equivalenti notazioni:

%(xo) . Jfo(mo) . f'(z0), Df(xo) . (2.15)

Si noti che, in tal caso, l'esistenza della derivata implica la differenziabilita (e dunque &
equivalente ad essa): infatti, usando la notazione di Landau, f derivabile in x( significa che,

Hro £ W= p1(ag) = o1

moltiplicando tale relazione per h otteniamo anche che f(zo+ h) — f(xo) = f'(zo)h + o(h) e
cioe che f & differenziabile in xg e dfy, = f'(zo) (ossia la mappa lineare h — df,,(h) coincide
con la moltiplicazione per lo scalare f’(xg)).
(ii) (Regola di Leibnitz) Se f e g sono differenziabili in zg € R™ allora anche la funzioni fg lo
e e si ha

d(fQ):L’o = g(‘rO)dfzn + f(xO)dgzL’o . (216)
Dimostrazione Denotiamo: Af := f(zo + h) — f(z0) e Ag := g(zo + h) — g(xo). Poiché f e g
sono differenziabili in xzo segue che Af = dfz,(h) + o(h), Ag = dgz,(h) + o(h) e dal punto (iii)
dell’Osservazione 2.2 si ha anche che Af = O(h) e Ag = O(h) cosicché AfAg = (O(|h|?) = o(h).
Dunque:

flxo+h)g(zo +h) — f(zo)g(wo) = AfAg+ g(zo)Af + f(wo)Ag
9(20)dfzg (B) + f(20)dgao (h) + o(h) . 1

Esempio 2.6 (i)
|
8.%‘i

X4

(z) = (2.17)

E

(ii) [Una funzione discontinua in 0 ma con tutte le derivate parziali in 0]
Sia P:={(x,y) € R? tali che y = 2% e (z,y) # (0,0)} e consideriamo la funzione di due
variabili definita da
0,  se(zy ¢P,
[l y) = (2.18)

=t se(z,y)€P.
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Tale funzione & ovviamente discontinua nell’origine (0,0) (non essendo limitata in qualsiasi
intorno dell’origine). Tuttavia f(h,0) = f(0,h) = 0 per ogni h € R e quindi i limiti dei
rapporti incrementali nell’origine rispetto ad x o y esistono e sono nulli:

of of

200 =0, F(0.0=0. (2.19)

(ili) (Una funzione differenziabile® in 0 ma non continua in alcun intorno di 0). Sia z € R? e

3, sexy #0,
fla) = (2:20)
0, se xo =0 .
Poiché f(h,0) =0 e f(0,h) = h? (per h # 0) si ha che gxf (0) = 0 per i = 1,2. Inoltre
&/l se & #0
(&) = (f(§) = £(0) = Vf(0) - §)/I¢] =
0, se & =0 .

Dunque |r(§)| < [€] = 0 quando £ — 0 e quindi f & differenziabile in 0. Ma, per ogni § > 0, i

punti (6,0) sono punti di discontinuita: f(4,0) = 0 # limy_, f(5,1/k) = §2.

(iv) (Una funzione continua su R?, con tutte le derivate direzionali in 0 ma non differenziabile

in 0). Sia, z € R? e

3+ a3
EE.

sex #0,

f) = (2.21)
0, sex=0.

Per il punto (v) della Proposizione 1.13, la funzione f & continua su R?\{0}. Maggiorando

|;] con |z| si ha che |f(z)] < 2|z| — 0 per x — 0. Quindi f € C'(R?). Si osservi che Vt #0 e

V ¢ € R?\{0} si ha che f(t£) = tf(£); dunque

of

5 (0) = lim TS = (0
. of .
In particolare D (0) =1, per i =1, 2. Infine, se £ # 0,
g(g)::@ _fO-fO)-Vf0)-& G+ (GL+&)E*

€l €] €1° ’

osservando che g(t€) = g(&), si vede che g(1/k,1/k) = (1 —v/2)/v/2. Quindi g(¢) non tende
a 0 quando & — 0 il che vuol dire che f non e differenziabile in 0.

(v) (Una funzione di n variabili differenziabile in 0, che abbia derivate parziali continue in
ogni punto con la sola eccezione di 0 ove le derivate parziali esistono ma non sono continue.)
Sia
9 1
|z|* sen — sex #£0,
x

f(w) = =l 7 (2.22)

0, sex=0.

6Si presti attenzione a quando 0 denota lo zero (ossia l’elemento neutro dell’addizione) in R™, e cio¢ la
n—pla (0, ...,0), o a quando 0 denota lo zero di R.
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Chiaramente tale funzione ¢ continua su tutto R™ e le derivate parziali esistono e sono continue
in R"\{0}. Le derivate direzionali in 0 sono nulle: se £ # 0,

of ) 20412 1
—(0) := lim —=* mt =
g (0= lim === = Em eIl sen gy
La funzione f ¢ differenziabile in 0:
om0 -vio| )
Il 0 Ih] = jm | |Senm '

D’altra parte le derivate parziali non sono continue in x = 0. Infatti, ricordando la (2.6) e la
(2.17), troviamo, per x # 0,

T) = 2x;sen — — — COS —
O, U el x a]
e la funzione — cos — non ammette limite per x — 0.

x| |z
2  Funzioni C!

Il teorema del differenziale totale

Un criterio semplice per capire quando una funzione sia differenziabile € contenuto nella
seguente

Proposizione 2.7 (“Teorema del differenziale totale”) Sia E C R™ un aperto contenente x e
sia f una funzione (a valori reali) continua su E. Assumiamo che esistano le derivate parziali
di f in E e che queste siano continue in x. Allora f é differenziabile in x.

Dimostrazione Dalle ipotesi segue che per ogni ¢ > 0 esiste un p > 0 tale che B,(z) C E e

af af € .
('hi(y)_ axl(aj) < 7 Vyte ly—zl<p, Vi. (2.23)

Consideriamo dapprima il caso bidimensionale n = 2. Sia £ € R? con 0 < [¢] < p, dal teorema
di Lagrange per funzioni di una variabile reale” esistono t; € (0,1) tali che

fle+8) = flx) = V()¢

_ (f(x+€)—f(x1+§1,:z:2) 2 @) + (1 + ) - 1)~ P e
= (aajl(xl +t1&1,22) — 5 ) ( (1 +€1,x2+t2§2)—§—x€($))€2_

Da tale relazione e da (2.23), segue che
[f(z+&) = f(z) = V()¢

S ’87]01(.%1 +t1£1,$2) — %(x)Mgﬂ + }%(‘rl +£1yx2 + t2€2) - %(1’)“52‘

\/(Ifll +l&l) <ce ¢l

7«Se f € C([a,b],R) e derivabile in (a,b), allora esiste a < t < b tale che f(b) — f(a) = f'(t)(b—a)”.
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che ¢ quanto volevasi dimostrare.

Nel caso generale (n arbitrario), poniamo

€9 = (€1,...,6,0,...,0),  £©.=0, (2.24)
cosicché
n—1 . ) 8f
fa+8 = f@)=Vf@) =) fle+V) = fla+D) - 2-@)& . (225)
i=0 ¢
A questo punto possiamo ripetere ’argomento usato nel caso n = 2. |

3 Derivate successive e funzioni C*

Se f: E CR™ — R, E aperto, ha una derivata parziale in un punto « € E, diciamo %(w), ha
senso chiedersi se tale funzione ammetta anch’essa una derivata parziale rispetto a, diciamo,
x;. In caso di risposta affermativa, si denota tale derivata con uno dei seguenti simboli

0% f
m(ﬂf) , 02,02, f(x) , D f(x) , feiz,; () . (2.26)
E naturale chiedersi quando accada che 02,0z, f(x) = Oy, 0z, f(x), ossia quando sia possibile
scambiare 1’ordine nel calcolo di una derivata seconda. A questo proposito sussiste la seguente
fondamentale

Proposizione 2.8 (“Lemma di Schwarz”) Sia E C R™ un insieme aperto, xg € E, [ €
C(E,R) el < i # j < n. Assumiamo che, per ogni v € E, esistano Oy, f(z), Oz, f(7),
Oz, 0z, f(x) € che Oy, 0y, f(x) sia continua in xo. Allora esiste anche 0,0, f(xo) e si ha

Dimostrazione Poiché le coordinate z; con k diverso da ¢ e j non giocano nessun ruolo,
possiamo chiaramente considerare il caso di R%, f = f(x,y) facendo corrispondere x a x;, y a
zj e (zo,Y0) & xo. Sia B, ((xo,yo)) C Eeper h#0, k # 0 tali che |(h, k)| < r, definiamo la
seguente funzione

J(wo+h,yo + k) — f(xo,y0 + k) — f(xo + h,y0) + f(20,%0) .

alh, k) = e

(2.28)
Per il teorema di Lagrange (nota 7 di questo capitolo) applicato alla funzione x — g(x):=
(£(,90 + k) = F(w,90)) /k, si ha che (g(ao + k) = g(@0) ) /h = g (z0 + th) con 0 < ¢ < 1,

OVVero
a(h, k) = Oxf(zo +th,yo + k}i — 0z f(xo + th, yo) '

Applicando ancora il teorema di Lagrange a tale relazione®, si ha che esiste 0 < s < 1 tale
che

a(h, k) = 0,0, f(xo + th,yo + sk) . (2.29)

Oz f(zo+th,y)
k

8Si osservi che, poiché OyOg f esiste in tutti i punti di E, la funzione y — ¢ continua

sull’intervallo chiuso di estremi yg e yo + k.
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D’altra parte, poiché 0,0, f & continua in (xo,%o), per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se
|(h, k)| <6
|0y0x f (w0 + h,yo + k) — 0y 0y f (20, 90)| <€ . (2.30)

Dunque se |(h, k)| < min(d,r) (ed essendo 0 < s,¢ < 1), dalla (2.30) e dalla (2.29) segue che
|Oé(h7 k) - ayaacf(an y0)| <e.

Prendendo il limite per k& — 0 in tale relazione (per ipotesi 0, f (x, y) esiste per ogni (z,y) € E)
si ha che, per ogni 0 < |h| < min(4, ),

3yf(9€0 + h7y0) B ayf(iﬂo’yo)
h

- 8yarf(x07y0) <E€j

ma questo significa che esiste 0,0, f(z0,%0) e che coincide con 0,0, f (o, yo)- 1

Naturalmente, tale risultato si estende in maniera ovvia a tutte le derivate di ordine superiore
ad uno e se f e una funzione che ha tutte le derivate parziali di ordine p > 2 continue
nell’intorno di un punto € R", una qualunque derivata parziale di ordine k con k < p
definita da

[0z, Oy, -+ Ouy, f() (2.31)

coincidera, per il lemma di Schwarz, con
pgroz - fl(x) . Y =k, (2.32)
i=1

dove «; & il numero di volte che la derivata parziale d,, appare in (2.31) e naturalmente
o =0y, -0y, (hvolte) . (2.33)
(La scrittura in (2.32) significa che si calcolano prima le ay, derivate rispetto a x,,, poi le a;,—1

derivate rispetto a x,_1 e cosi via). La derivata parziale di ordine k in (2.32) si denota anche

k
@ o@. 0@, D), (2.34)

or1% - -- Oz

dove « & il vettore (ayq, ..., ) € N™.

Definizione 2.9 Dato un qualunque insieme E C R™ ed un intero positivo p, una funzione
f: E = R sidira di classe CP(E) o, pit precisamente, CP(E,R)] se esiste un insieme aperto
A D E tale che tutte le derivate parziali di ordine k con k < p esistono e sono continue in A;
C>®(E) [o, piu precisamente, C*>°(E,R)], come al solito, é dato da Np>oCP(E).

Naturalmento se E e aperto si prendera A = F.
Esempio 2.10 (i) Se f(x,y) = 2?y® abbiamo che f € C>°(R?) e, ad esempio,

Pf 0*f

Oxdy? (w,y) =122y, Oxdy

(1,2) =24,

e, se a, b sono interi positivi tali che a + b > 5 si ha

ok f

W(%y) =0.
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(i) Sia
ac3y — y3x
T2 .2 ( ) ) 7é (070) ’
fay =3¢ =TV o (2.35)

O 9 s€ (1:7y) = (070) *

La funzione f & omogenea’ di grado 2 ed ¢ quindi continua in R (vedi complemento 2.5).
Infatti f € C'(R): per ogni h € R, f(h,0) = 0 = f(0,h) e dunque f,(0,0) = f,(0,0) = 0;
inoltre per ogni (z,y) # (0,0),

of _3a’y—y’ , ay-—y'w

or a2 +y? (x2 +y2)2 "’

3_ 9.2 3 _ a3

or _ v oSy 2y Gl At , (2.36)

Ay 22 + 32 (22 + y2)2
e tali funzioni sono omogenee di grado 1 e quindi tendono a zero per |(z,y)| — 0. Pero

h h
e dunque f;,(0,0) # f,2(0,0). D’altra parte, come ¢ facile controllare, le derivate seconde

miste sono omogenee di grado 0 (e non identicamente costanti) e quindi non sono continue in
(0,0).

=1, =1, (2.37)

4 Differenziali e derivate di funzioni vettoriali

In questa sezione estendiamo la nozione di differenziabilita a funzioni vettoriali e dimostreremo
che la composizione di funzioni differenziabili e differenziabile e che la composizione di funzioni

CrecCr.

Differenziale e derivate di funzioni vettoriali

Le nozioni di differenziabilita e di derivabilita si estendono facilmente alla situazione di
funzioni vettoriali:

Definizione 2.11 Una funzione f a valori in R™ e definita su di un aperto E di R™ si dice
differenziabile nel punto x¢ € E se esiste un’applicazione lineare L : R™ — R™ tale che, per
tutti i vettori h € R™ sufficientemente piccoli, si abbia

h
F@o+h) = f(wo)+ L) +r(h) , e 1lim L ¢ (2.38)
h—0 |h|
L’applicazione lineare L (che dipende dal punto ) si denota anche con df o piu precisamente
con dfy, e si chiama il differenziale della funzione f nel punto xy.

Naturalmente, ora, all’applicazione lineare df corrisponde una (unica) matrice'” (m x n): tale

matrice prende il nome di matrice jacobiana (o “jacobiano”) della funzione f nel punto .

9 Una funzione f : R®\{0} — R si dice omogenea di grado p se f(tz) = tP f(z) per ogni t > 0 e per ogni
z € R"\{0}.

10 Ripetendo un ragionamento del tutto analogo a quello usato nell’osservazione 2.2, si dimostra che ad
ogni applicazione lineare L : R® — R™, fissate le basi ortonormali standard, corrisponde una ed una sola
matrice, che denoteremo con Ay, tale che L({) A€, per ognl ¢ € R™ . Tale matrice ha elementi dati da

(A1) = (L)) . Infatti (L(9)); Zake“ﬂ Z@(L (e)); = (AL&):.
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Se denotiamo con J 4, (0, qualora non vi sia ambiguita, con con J; o semplicemente con J)
tale matrice, sappiamo che i suoi elementi di matrice J;; (corrispondenti alla i—esima riga ed
alla j-esima colonna) non sono altro che la i—esima componente del vettore df,,(e"?)), dove
el)| come al solito, denota il j-esimo versore della base ortonormale standard in R”. Dunque
prendendo la i—esima componente della relazione (2.1) e ponendo h = te() si ottiene

lim fi(zo + teW) — f;(o)
t—0 t

= (fan(eD) (2.:39)

K2

ovvero la matrice jacobiana non é altro che la matrice delle derivate parziali di f:

(Jf,zo) Ot (10) . (2.40)

ij 0z
Tale matrice (m x n) si denota anche con uno dei seguenti simboli equivalenti

%(%) v Oufy for f(@0) . (2.41)

Diamo, ora, la seguente nozione di derivabilita per funzioni vettoriali.

Definizione 2.12 Sia E CR" e f: E = R™ e sia r € N oppure r = co. Diremo che f & di
classe C", ovvero che f € C"(E) (o piu precisamente che f € C"(E,R™)) se'' f; € C"(E),
per ogni 1 <1 < m.

Osservazione 2.13 (i) Con ragionamenti analoghi a quelli usati nella dimostrazione del
punto (i) della Proposizione 1.10, si vede subito che

f: ACR" — R™, (A aperto), ¢ differenziabile in xy € A se e solo sono differenziabili in xg
le m funzioni fy, ..., fm.

(ii) Dalla Proposizione 2.7 segue che
Se xg € R" e se'? f € C'({xo},R™) allora f ¢ differenziabile in x.

Differenziale e derivata di funzioni composte

Proposizione 2.14 Siano A C R™ ¢ B C R™ due insiemi aperti; siano™® f € C(A, B) e
g € C(B,RP); sia xg € A e yo:= f(xg) € B. Se [ ¢ differenziabile in xo e g é differenziabile
in yo allora go f e differenziabile in xo e si ha

d(g o f)ro = dgyo o dfﬂﬂo ) ‘]gofﬂfo = Jg,yo Jfﬂ?o : (2'42)

Si noti che la relazione in (2.42) puo scriversi anche

gef), _0g

of
5, (20) = 3y

() G e« ovvero 20D ag) = 57 2y ) v

(2.43)
(il membro di sinistra della prima uguaglianza ¢ una matrice (p X n) ed il membro di destra
¢ il prodotto di una matrice (p x m) e di una matrice (m x n)).

11Si ricordi la definizione 2.9.

12Questo significa che esiste un intorno di zg su cui sono definite e continue tutte le derivate parziali delle
m funzioni f;.

13 f € C(A, B) significa che f € C(A,R™) e che f(A) C B.
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Dimostrazione Dalle ipotesi segue che esistono due funzioni definite in un intorno dell’origi-
ne, ry e T4, a valori, rispettivamente, in R™ e RP, tali che, per £ € R" e n € R™ sufficientemente
piccoli si ha

flxo+&) = f(xo) + dfz, (&) +7¢(£) , %L{% |7"f§(|€)| —0,
9(yo + 1) = g(yo) + dgy, () +74(n) . lim |Tg7(77|7)| =0. (2.44)

Quindi, ricordando che la differenziabilita di f in x¢ ne implica la continuita, osserviamo che
lim [dfe, () + 74(6)| = lim | £l +€) = flao)| =0,
£—0 £—0

cioe che il vettore n:=dfy, () + r¢(§) € piccolo se & & piccolo e da (2.44) segue che

(9o N@o+&) = g(f@o+8)) =a(vo+dfun(©) +71(6))
= 9(y0) + dy (a0 (&) + (&) + 74 (A2 (€) +75(9))

= 9(0) + (dgyo 0 dfa ) (€) + 74os(€)

avendo posto, per definizione,

Tgo7(§) 1= dgy, (r(§)) + r¢(dfey (§) +75(£)) -
Bisogna dunque dimostrare che

- rges ()]
lim QITI =0. (2.45)

Da (2.44) e dalla continuita'® (e linearita) di dg segue che

iy |dgyog|f<£>>| - i ag (222)] 0.,

e quindi (2.45) seguira da

im |7'g(dfzo(£) + Tf(f))| _
%HO o 0. (2.46)

Sia & > 0 arbitrario e sia'® a: =1+ [|Jy o || + || .2 ||. Allora, per (2.44), esiste p > 0 tale che

3
rg(ml < — [l Vol <p. (2.47)

Poiché |rp(&)|/|€] e |dfs,(€) + r7(§)] tendono a zero quando & — 0, per €1 = 1, g5 = p,
esisteranno d1, dy positivi tale che

@I <18l dfag(§) + 75O <p,  VIE] <6:=min(dy,07) . (2.48)

14 Se A & una matrice (m x n), allora I’applicazione £ € R® — A¢ € R™ & chiaramente continua; da questo e
dalla univoca associazione di un’applicazione lineare L con la matrice A (nota 10 di questo capitolo), segue
che ogni applicazione lineare L : R™ — R™ ¢& continua su R™.

15Se A & una matrice (m x n) e se si definisce ||A| := SUPcRrn:je|=1 [AE] allora [AE| < [|A[|€] V€ € R™
(come segue immediatamente dividendo tale relazione per |£] e dalla definizione di ||A||). Inoltre tale estremo
superiore, per il teorema di Weierstrass, € un massimo.
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Allora, da (2.47) (con n = df,(§) +r(§)), da (2.48) e dalla definizione di a segue che

o (fao©) + 75N < = 1dfag(€) 477 < = (I 7umell 161+ 1¢1)

S .
= Z(raol +1)lel <clél, VIl <min(s,p),

il che & equivalente a (2.46) e conclude la dimostrazione della differenziabilita di g o f in zg
e della prima delle relazioni in (2.42); la seconda relazione in (2.42) & un fatto elementare di

algebra lineare's. |

Osservazione 2.15 (i) (Un caso speciale) Poiché in una dimensione “derivabilitd” e “diffe-
renziabilitd” coincidono, dire che f € C((a,b),R™) & differenziabile in ¢ty € (a,b) equivale a
dire che le m funzioni f; sono derivabili in 5. Se B C R™ ¢ aperto e se f € C((a,b),B) ¢
differeziabile in tg e g € C(B,R) ¢ differenziabile in yo := f(to), dalla Proposizione 2.14 e da
(2.43) segue che la funzione t € (a,b) — g o f(t) & derivabile in ¢y e si ha

d(go f

900 ty) = Vgtun) - 7't (2.49)

ove f'(tg) denota (naturalmente) (fi(to), ..., fi,(to))-
Ad esempio, se g : R? — R & differenziabile in (zg,0) e se h : R — R & derivabile in g, con
h(zg) = yo, allora la funzione di una variabile x — g(z, h(z)) & derivabile in z( e

gl (@)l = 900, 0) + R (w0)gy (0, 30)

Tale formula segue dalla (2.49) con f(t):= (zo + t, h(zo +1)).
(i) Se ACR"e BCR"esefe CYAB)ege CYB,RP) allora (per il punto (ii)
dell’Osservazione 2.13) f e g sono differenziabili in ogni punto di, rispettivamente, A e B.

Dunque dalla Proposizione 2.14 segue che g o f & differenziabile su A e vale (2.43) per ogni
xg € A. Ma poiché la somma e il prodotto di funzioni continue ¢ continua, (2.43) implica che

Ago fi
tutte le derivate parziali M sono continue in A, il che puo essere riassunto dicendo che

5‘xj
Se ACR", BCR™, fe CYA,B) ege CYB,RP) allora go f € C'(A,RP).

La generalizzazione del punto (ii) della precedente osservazione si generalizza immediatamen-
te. Vale infatti la seguente

Proposizione 2.16 Siar e Nor=00. Se ACR", BCR™, f € C"(A,B) eg € C"(B,RP)
allora go f € C"(A,RP).

Dimostrazione Dimostriamo ’asserto per induzione su r. I casi r = 0 e = 1 corrispondono,
rispettivamente, al punto (v) della Proposizione 1.13 e al punto (ii) dell’Osservazione 2.15.
Sia r > 2 ed assumiamo 'asserto vero per 0, 1,...,r — 1. Per il punto (ii) dell’Osservazione 2.15
(e poiché r > 1) la funzione g o f € C'(A,RP) e, per differenziabilita, vale la formula (2.43)
su A, cioé che

dgof)i, \ =09 Ofr -
ax](x)—ank(f(x))ax](m), VeeA Vij.

16 Se o : R — R™ e 8 : R™ — RP sono applicazioni lineari e se A, e Ag denotano le rispettive matrici
associate (rispetto alle basi ortonormali standard) allora, per ogni § € R™, Agoq(§) = Bo a(f) = B(a(f)) =
B(Aag) = AB(Aag) = (AgAa)f, Oovvero Aﬁoa = A[}Aa-
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Ma

Oa.
Ji (f(z:)) ¢ la composizione di una funzione C"~1(B) con f che ¢ una funzione C"(A)

Yk
(e quindi C"~1(A)); dunque, per 'ipotesi induttiva, 09 (f(x)) ¢ C""1(A). Anche %(x) e
Oy O0x;

una funzione C"~1(A) e poiché il prodotto di due funzioni C* & (chiaramente) C* segue che

9 ,
(g0 f)s sono funzioni C"~1(A) il che equivale a dire che go f € C"(A,RP). 1

Lj

le funzioni

5 FEsercizi e complementi

Esercizio 2.1 Si controlli che, per la funzione f definita in (2.18), si ha g—g(O) = 0 per ogni £ # 0.

Esercizio 2.2 Calcolare Olz|

,VzeR"\{0}eVacR.

L
Esercizio 2.3 Si calcoli % nei seguenti casi:
(i) f=cos(zy) —2°; (i) f = 67‘70‘2(1 +zx3), (z€R?);
(i) f= (tanh (i—l) , T1T |x|) , (zeR®;
2
3 n
(iv) f= (21,7122, .., 21 Tn) ; W) f= (e\w\ ) (Z%P) :
i=1
Esercizio 2.4 Si dimostri che se ¢ & la costante in (2.2) allora ¢ < 1/5.

C 2.5 (Funzioni omogenee)

Una funzione f : R"\{0} — R si dice “omogenea” (o “positivamente omogenea”) di grado o € R se

fltr) =t"f(z), Yt>0, VazeR"\{0}. (2.50)

Proposizione 2.17 Si consideri una funzione omogenea f di grado « continua su R™\{0}. Se o <0,
f non puo essere estesa ad una funzione continua su tutto R™ a meno che a = 0 e f sia identicamente
costante. Se a > 0, f ¢& estendibile ad una funzione continua con f(0) = 0.

Dimostrazione Se o < 0 e se x € R"\{0}, si ha lim; o | f(tz)| = lim¢—o [¢t|*|f(z)| = 0o e quindi f
non ¢ estendibile ad una funzione continua. La funzione f(z):=c & chiaramente omogenea di grado
0 ed & continua. Se f ¢ omogenea di grado 0 e non ¢ identicamente costante, significa che esistono
Zo # Yo (o e yo non nulli) tali che f(zo) # f(yo). Ma allora le due successioni ) = %wo ey® .= %yo
tendono a zero, ma

Jim f(@®) = tim f(120) = f(w0) # flyo) = lim (),

e quindi f non & estendibile con continuita in 0. Infine se & > 0 e se estendiamo f in 0 ponendo
f(0) :=0, la funzione cosl ottenuta & continua poiché se x # 0

7@ = |1 (1ol )| = 1"

£ ()| < Mlat® >0 (2] > 0),

dove M = max,ern:|o|=1 |f ()] I
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Proposizione 2.18 (“Teorema di Eulero”) Sia f : R"\{0} — R una funzione omogenea di grado
a, siax #0 e sia &:= I%\ Allora esiste g—g(w) e risulta

ol G (0) = af (o) (2.51)
Inoltre se f € C*(R™\{0},R) allora risulta
ol G a) = - V@) = af (o) (2:52)

Dimostrazione Osserviamo innanzitutto che se assumiamo la (2.51), allora la (2.52) deriva im-
mediatamente da (2.12). Per dimostrare la (2.51), usiamo la definizione di derivata direzionale,
quindi

fr+tz)-f@ 0+ de) - @

@ =l t =l t
(g -
= f(=) }gr(l) . =« i i

Proposizione 2.19 Sia f una funzione omogenea di grado o che ammetta derivate parziali su
R™\{0}. Allora, per ogni i, % risulta omogenea di grado o — 1.

Dimostrazione Sia t > 0 e z # 0. Usando la definizione di derivata parziale

f(toc + he(i)) — f(tz) (f(x + %e(i)) — f(x))

of o _ e
o0, ") =0 h =i h
Dy
= t*"'lim flotpe™) = f@) = ta_lﬁ(x) . Dove p := h A |
p—0 P ox; t

Esercizio 2.6 Si consideri la seguente funzione f : R> — R:

|2|*]y|”

7|x2+y2|5/2 sex#0

f(xvy) =

0 sex =0

Per o, e § in R, trovare condizioni necessarie e sufficienti affinché: (i) f sia continua nell’origine; (ii)
f abbia derivate direzionali nell’origine; (iii) f sia differenziabile nell’origine; (iv) f sia C*({0}).

Esercizio 2.7 * Ripetere ’Esercizio 2.6 con le funzioni g : R* — R e h: R® — R cosi definite:

e a1 Qn
|Z1..-Zn ] sez 0 EY se £ 0
_ B _ ||?
g(z) = ) h(z) =
0 sex =0 0 sex=0.
Esercizio 2.8 Si considerino le seguenti funzioni:
f(z1, 2, x3) = sen (z€*2773) | ©(t) = (¢', sent,t)

Scrivere f o p; calcolarne la derivata in ¢ = 0 in maniera diretta e applicando la regola di derivazione
per funzioni composte.



Capitolo 3

Integrale di Riemann

1 Definizioni

1.1 Si ricorda che un intervallo di R & un sottoinsieme connesso di R ossia un sottoinsieme
I CRtale chese z,y € I allora (1 —¢)x+ty € I per ogni 0 < ¢ < 1; se un intervallo ¢ limitato
superiormente (inferiormente) chiameremo sup I (inf I) il suo estremo destro (sinistro). Se
un intervallo I e limitato e a < b sono i suoi estremi, chiamiamo lunghezza o misura di I il
numero non negativo (b — a).

In generale, un rettangolo in R” ¢ il prodotto cartesiano di n intervalli. Esempi di rettangoli
in R? sono:

[0,12:=[0,1] x [0,1]:={z = (21,22) ER?*: 0 < 21 < 1,0 < 29 < 1} ;
[-m,7) X (=1,400):={x €R?: =7 < 2y < T, w3 > —1} ;
[0,1] x {3}:={r €R*:0< 2, < 1,29 =3} .
L’ultimo esempio ¢ “degenere” nel senso che uno dei “lati” del rettangolo & formato dal solo

punto {3} = [3, 3]. Normalmente consideremo rettangoli chiusi, limitati e non degeneri, ovvero
insiemi della forma

E:=ay,b1] X -+ X [an,by] , con —oo<a;<b <oo; (3.1

per brevita, in questo capitolo, chiameremo tali insiemi rettangoli standard. Se n > 2, il
termine faccia del rettangolo E = [a1, b1] X « -+ X [an, by, sta ad indicare uno dei 2n rettangoli
(n — 1)—dimensionali che formano la frontiera di E: per ogni j tra 1 ed n vi sono due facce
opposte date da

{a;} x H[ambz‘} ={reR":2;=aqa;, a; <x; <b; ,Vi#j} ,eda
i#]
{bj} X H[a“bl] = {x € R": Tj = bj, a; <x; <b; ,Vi #j} . (32)
i#]
1.2 Dato un rettangolo limitato qualunque E = I; x - - - x I, C R™ definiamo la misura di £
(o, pitt precisamente, la misura n—dimensionale di E) come il prodotto delle lunghezze degli

intervalli unidimensionali I;; cioe se gli estremi di I; sono a; < b;, definiamo la misura di E
come

mis, F:= H(b, — CLZ‘) = (bl - al) ce (bn - an) ; (33)

i=1

35
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normalmente, quando non vi sia ambiguita, ometteremo l'indice n dal simbolo mis,, e
denoteremo semplicemente mis E' la misura n—dimensionale del rettangolo n—dimensionale
E. Si noti che la misura di £ = I; x --- x I, non dipende dal fatto che gli intervalli I; siano
aperti o chiusi a sinistra o destra; inoltre non abbiamo escluso, in tale definizione, i rettangoli
degeneri, i quali, secondo (3.3), hanno misura uguale a 0. In particolare le facce di un rettan-
golo n—dimensionale, e cioe uno degli insiemi descritti in (3.2), hanno misura n—dimensionale
nulla. Si noti anche che I'insieme vuoto ¢ un particolare rettangolo (aperto e con tutti i lati
degeneri a; = b; per ogni i) dunque, per definizione, la misura dell’insieme vuoto & uguale a
0.

1.3 E rettangolo standard in R”. Una partizione di F & una n-nupla P:= (P, ..., P,) dove
ogni P; & una collezione finita di punti distinti di [a,, b;] che contenga gli estremi a; e b;; cioe

P=(P, Py con P={e) =a; <€ <. <@ =p;}; (3.4)
con N; > 1.

1.4 Irettangoli di una partizione P = (P, ..., P,,) di un rettangolo standard E C R™ sono
i rettangoli chiusi prodotto cartesiano di intervalli i cui estremi sono due punti consecutivi di
P;; in altre parole, se P ¢ come in (3.4), i rettangoli di P sono gli Ny - Ny --- N,, rettangoli
standard della forma

1 1
R; = Ry, gy = (65,00, % - < 671,657 (3.5)

dove j; € un numero intero compreso tra 1 e N;. L’insieme dei rettangoli di una partizione P
del rettangolo E verra denotato con il simbolo Z(P).

Dimostriamo ora che, come ci si aspetta, data una qualunque partizione P di E si ha

> misR=misE . (3.6)
ReZ(P)

Infatti, considerando per semplicita il caso n = 2, se P = (Py, P») con P; come in (3.4), si ha

Z misR = Z mis R;

REZ(P) J=(j1,42)
_ (1) (1) (2) (2)
- Z( J1 _gjl—l)( g T jrl)
J1,J2
_ (1) (1) (2) (2)
- (Z( i §j1*1)> (Z(§J2 o fj2*1))
Ji J2

= (& - - &)
= (b1 —ay)(b2 — a2)

=: misR,
essendo le somme unidimensionali somme “telescopiche”. i

Si ricorda che dato un qualunque insieme non vuoto A C R™ si definisce il “diametro di A
(rispetto alla norma euclidea)” la quantita”

diam A:= sup |z —y|. (3.7)
z,y€EA

IDi norma, gli elementi di P; vengono elencati in ordine crescente.
2Qui, come al solito, | - | denota la norma euclidea.
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Se P & una partizione di E chiamiamo diametro di P la quantita

diamP:= sup diamR . (3.8)
ReZ(P)

1.5 Se P = (Py,...,P,) e P = (P],..., P}) sono partizioni di E, diremo che P C P’ se , per
ogni i, P, C P/; in tal caso, diremo che P’ & un raffinamento di P.

Chiaramente, se P’ & un raffinamento di P, ogni rettangolo R' di P’ & interamente contenuto
in un rettangolo R di P e ogni rettangolo R di P ¢ dato dall’'unione di tutti i rettangoli di P’
contenuti in R.

Date due partizioni di E, P’ = (P{,...,P)) e P’ = (P{,...,P)), definiamo la partizione
unione di P’ e P”, P:= P’ U P", la partizione P:= (P, ..., P,) con P; formato dall’unione
di tutti i punti di P} e P/. In particolare,

pPcpPupP’, P'CcPuUP (3.9)
qualunque siano le partizioni P’ e P”.

1.6 Sia E un rettangolo standard di R™. Un insieme R C E si dice elementare se & |'unione
finita di rettangoli R; C F chiusi tali che RN Roj = () per ogni i # j. Chiaramente se P ¢ una
partizione di E l'unione di una qualunque sottofamiglia di rettangoli di Z(P) & un insieme
elementare.

1.7 Sia F C R™ un rettangolo standard e sia f : E — R una funzione limitata (cioe supg | f| <
00). Data un partizione P di E si definiscono somma inferiore e somma superiore di f
su F rispetto a P i numeri

Sp(f.P)=3_ (inf f(x)) misR,
REZ%(P)

(3.10)
Se(f, P):= Z (sup f(z)) misR .

Rrez(P) “EF
Dalle definizioni date segue che se P C P’

— 00 <misEi%ff§§E(f,P) <Sp(f,P) < Sp(f,P)<Sp(f,P) <misEsup f < .
B

(3.11)
Si definiscono, rispettivamente, integrale inferiore e integrale superiore di Riemann
di f su E le quantita

op(f):=supSp(f,P),
(P}

(3.12)
or(f):= inf Sg P
()= inf Ss(£.P)
dove, come sopra, ’estremo superiore & preso su tutte le partizioni di E. Chiaramente®

— oo <supSg(f,P) < inf Sg(f,P) < < . (3.13)
{P} {P}

3Si osservi che se P e P’ sono due partizioni di E allora Sg(f,P) < Sp(f,PUP’) < Sp(f,PUP’) <
SE(f, P'), ovvero “le classi dei numeri delle somme inferiori e superiori sono separate”.
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Si dice che la funzione f ¢ integrabile (secondo Riemann) su E se in (3.13) vale il segno
di uguaglianza e chiameremo, in tal caso, I’integrale di Riemann di f su E tale numero:

/E fr=au(f) =7R(f)) . (3.14)

Si usano anche le seguenti notazioni equivalenti

1= [1@z= [ @y ---do,i= [ v,

1.8 Data una partizione P di E, chiamiamo un ricoprimento disgiunto di F (o piu bre-
vemente, un ricoprimento di E) una famiglia di rettangoli a due a due disgiunti Z(P) tali

che _
R e Z(P)

REZ(P)
Ad ogni partizione (3.4) si puod associare un ricoprimento standard di E, @(P) = {R;}
ponendo
1 1 n n
Ry =671, €Dy s x [eM,€lm) (3.16)
se j; < N; per ogni i, e se j; = IN; per qualche ¢, I'intervallo [f(i) fj(z)) in (3.16) viene

Ji—1b
sostituito con | %3_15 1(\173]

Una funzione a scalini s : £ — R & una funzione della forma

s(x) = Z CrRX R (T) (3.17)

ReZ(P)

dove Z(P) ¢ un ricoprimento di E, cg sono numeri reali e y,, denota la funzione caratteristica®
di R.

1.9 Sia EF C R” un rettangolo standard, P una partizione di £ e B C E. Denotiamo con
Zp(P) e Z5(P) i seguenti insiemi di rettangoli di Z(P):

Zp(P) = {ReZP): RNB#0},
Xy(P) = {ReZ(P): RCB}. (3.18)

Sia P’ un raffinamento di P. Ricordando che ogni rettangolo R di R(P) ¢ dato dall’unione
dei rettangoli di R(P’) contenuti in R si ha che

Z mis R < Z mis R ,

ReZ'(P) REZ(P")
(3.19)
Z mis R < Z mis R .
ReZp(P') ReZE(P)

4 Si ricorda che, se B & un qualunque insieme, xp denota la funzione caratteristica (o indicatrice) di B
ovvero la funzione che vale 1 su ogni punto di B e zero altrimenti.



Universita “Roma Tre” — L. Chierchia 39

Da tali relazioni segue subito che, se P e P’ sono due partizioni arbitrarie di E,

Z mis R < Z mis R < Z mis R < Z mis R . (3.20)

ReZ's(P) ReZ'; (PUP’) ReZp(PUP’) ReZp(P’)

Si definiscono, rispettivamente, la misura interna e la misura esterna (secondo Peano-
Jordan) di B le quantita

misint B := sup Z mis R, misestB:= inf Z mis R , (3.21)
(P} Rear, (P) Y pean(p)
dove gli estremi inferiori e superiori sono presi su tutte le partizioni P di E. Da (3.20), segue
che
0 < misint B < misest B<misFE . (3.22)

L’insieme B si dice misurabile secondo Peano—Jordan se misint B = misest B e tale comune
valore viene chiamato la misura di Peano—Jordan di B e si denota con mis, B o mis B.

1.10 Sia B C E un insieme misurabile e f : B — R una funzione limitata. Definiamo la
funzione fp come la funzione che coincide con f su B e vale 0 fuori di B. Diremo che f &
integrabile su B se la funzione fg & integrabile su E e definiamo l'integrale di f su B come

I'integrale di fp su E:
/fd:c::/fgdz.
B E

Data una partizione P di E chiameremo una scelta di punti di B associati alla partizione
P un insieme della forma Q :={zgr : R € Z(P)} dove, per ogni R € Z(P), xr ¢ un punto di
RN B. Data una partizione P ed una scelta di punti @) di B, si definisce la somma parziale
di Riemann di f su B relativa a P e @ il numero

Sp(f,P.Q):== Y flzr)misR. (3.23)

ReZ', (P)

1.11 La teoria dell’integrazione di Riemann e intimamente connessa alla nozione di conti-
nuita. Vedremo in seguito, infatti, che le funzioni integrabili secondo Riemann coincidono con
le funzioni che non hanno “troppi” punti di discontinuita. Metteremo ora in evidenza, dal pun-
to di vista formale, alcune connessioni tra integrabilita e continuita. Per far cio introduciamo
la nozione di “oscillazione”.

Sia f : ACR™ — Re D C R™ un insieme aperto o la chiusura di un aperto tale che DN A # (J;
si definisce l'oscillazione di f sull’insieme D la quantita

osc(f, D)= gl;pf)‘f - 521?4]‘ . (3.24)

Se x € A si definisce l'oscillazione di f in x la quantita
osc (f,x):= inf osc(f, Bs(x)):= inf( su — inf ) . 3.25
()=l ose (1 Bo(e) = nt (s J) =t @) (325)

Dunque, Ila continuita di f in x é equivalente a: per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
osc (f, Bs(x)) < €; o anche: f & continua in x se e solo se osc(f,z) = 0. D’altra parte,
Iintegrabilita di f su E é equivalente a: per ogni € > 0 esiste una partizione P di E tale che

Z osc(f,R)misR <ce . (3.26)
ReZ(P)

1.12 Una funzione limitata f : B C R™ — R si dice continua a tratti se B = Uf\il B; con
B; C R™ misurabili e tali che B\ Bj =0 peri # j e se f & continua su B; per ogni i.
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2 Proprieta elementari

Discutiamo brevemente alcune proprieta elementari, ma fondamentali, dell’integrale di Rie-

mann e della misura di Peano—Jordan.

In questo paragrafo E denota un rettangolo standard in R™, f, g funzioni limitate da E in R

e B un sottoinsieme di E.

2.1 f ¢ integrabile su E se e solo se per ogni € > 0 esiste una partizione P di E tale che

Se(f,P)—Sg(f,P) = Z (supffi%ff)miSR
REZ(P)
= 3 (sw |f(@) - f)|)misR
Rea(p) “YER
< €.

Dimostrazione Innanzitutto si osservi che, in generale, si ha che

sup f —inf f = sup [f(z) - f(y)l
B

z,yEB

per qualunque B e f : B — R. Infatti, per ogni «’,y’ € B si ha che

F@) = f@) <1 = F@) < sup [f(x) = f(y)l

z,yeEB

e prendendo 'estremo superiore su ' e su 3’ si ha che

sup f —inf f < sup [f(z) = f(y)] -
B

z,yeB

Viceversa, per ogni x,y € B,

inf f —sup f < f(z) — f(y) < sup f — inf f
B B B B

(3.27)

(3.28)

che implica che |(fz) — f(y)| < supg f —infpg f e prendendo I'estremo superiore su z,y € B si ottiene

anche che
sup |f(z) — f(y)| < s%pf —inf f,

z,yeB

e quindi, la validita di (3.28), che a sua volta implica la seconda uguaglianza in (3.27).

La (3.27) implica immediatamente U'integrabilita di f su E. Viceversa, se f ¢ integrabile, dato ¢ > 0,

esistono due partizioni P’ e P” di E tali che
0<S(f,P)—S(f,P") <e,
e se poniamo P = P’ U P”, da (3.11) segue che
S(f,P)—S(f,P)<S(f,P")-S(f,P") <e

ossia la (3.27). i

2.2 B ¢ misurabile se e solo se xp ¢ integrabile su E.
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Dimostrazione Sia P una partizione di E e si osservi che, per ogni R € Z(P),

D se RC B “u [ 1, seRNB#0
X270 , altrimenti ’ Rp A ,  altrimenti
Quindi,
Sp(xs.P)= > inf x , mis R = > misR
ReZ(P) REZR' (P)
Se(xg, P) = Z sup x, mis R = Z mis R
rez(P) T REZ 5 (P)
da cui segue immediatamente 1’asserto. |

2.3 B ¢é misurabile se e solo se per ogni € > 0 esiste una partizione P tale che

> misR<e, (3.29)
REZB\ %'y

dove Zp :=Rp(P) e B =Ry (P).

Dimostrazione Segue subito da 2.1 e 2.2. |

2.4 Se f integrabile su B, per ogni € > 0, esiste una partizione P tale che per ogni scelta di
punti Q su B relativa a P si ha

‘/f(w)dx — Sp(f: P, Q)‘ <e. (3.30)
B
In particolare’, esistono partizioni Py, tai che per ogni scelta di punti Qy, su B relativa a Py

st ha

i S5/ PQu) = [ f(ayto (3.31)

Dimostrazione Segue subito da 2.1, 2.3 e dalle definizioni 1.7 e 1.10. i

2.5 Siano f e g due funzioni integrabili su E.

(i) Per ogni a,b € R, la funzione af + bg é integrabile su E e si ha

/E(af+bg):a/Ef+b/Eg- (3.32)

(ii) fg ¢ integrabile su E.

5Si scelga, ad esempio, € = 1/k in (3.30).
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Dimostrazione (i): Si osservi che sup, ,crlaf(z) —af(y)| = |a|sup, ,cg [f(*) — f(y)| e quindi, da
2.1, segue l'integrabilita di af; analogamente I'integrabilita di f 4+ g segue osservando che

sup |f(z) +g(x) — f(y) —9(W)| < sup |f(z) = f(y)| + sup |g(z) — g(y)|

z,yER z,yER z,yER
ed invocando nuovamente 2.1. La (3.32) segue osservando che le somme parziali di Riemann Sg (-, P, Q)
(cfr. (3.23)) sono lineari® ed usando la 2.4.

(ii): Poiché f e g sono integrabili sono limitate, quindi esiste M > 0 tale che supg|f] < M e
supg |g| < M. Per ogni z,y si ha che

[f(z)g(z) — f(¥)g(y)l

IN

I @) |g9(x) — gl + lg()] [f(x) — f(¥)]
M(1f(@) = FW) + l9(@) - 9w)))

IN

e l'integrabilita di fg segue, ancora, da 2.1. |

2.6 (i) Se f > 0 ¢ integrabile, allora /f >0.

E
(ii) Se f > g sono integrabili allora /f > /g.
E E

(iii) Una funzione f ¢& integrabile su E se e solo se’ fy e f_ sono integrabili su E.
(iv) Se f ¢ integrabile su E, allora |f| é integrabile su E e

’4f#§éVV (3.35)

Dimostrazione (i) segue da (3.31) e (ii) da f — g > 0, da (3.32) e da (i).

(iii): Si osservi che® | fu () — fx (v)| < |f(x)— f(y)|; dunque, se f & integrabile, per 2.1, si ha che anche
f+ e f- sono integrabili. Viceversa se f+ sono integrabili, I'integrabilita di f segue da lla relazione
J=J+— [+ eda25-(i).

(iv): |f] = f+ + f- e da 2.5-(i) segue Uintegrabilita di |f| e (3.35) segue da

‘éﬂ=%h—éﬂ§éﬁ+éﬂ=ém.l

2.7 L’integrale di Riemann e “invariante per traslazioni”:

Sia B ¢ un insieme misurabile, xo € R™ e v — 7(x):=x¢ + x una traslazione. Allora’ 7(B)
¢ misurabile e se f ¢é integrabile su T(B) allora f o7 ¢é integrabile su B e

fly) dy = /for(:c) dz . (3.36)
7(B) B
In particolare (prendendo f:=1) si ha che mis(7(B)) = mis(B).

5Cioe SE(af+bg7P7Q) = aSE(f7P7Q) +bSE(g7P7Q) per ogni a, b, f:g) Peq@.

7 Data una funzione f : A C R™ — R si chiamano, rispettivamente, parte positiva e parte negativa di f, le
funzioni

fr(2) = max{f(z),0} ,  f-(2) = —min{f(2),0} = max{—f(z),0} . (3.33)
Si noti che f4 e f— sono ambedue funzioni non negative e che
F=f-7r, [fl=fr+ /- (3.34)

8Se f(x)f(y) > 0, vale 'uguaglianza; se, ad esempio f(x) > 0 > f(y) il membro di sinistra & uguale a f(z)
e il membro di destra a f(z) — f(y) = f(z) + |f(y)|; il caso f— segue osservando che f_ = (—f)4+.
97(B) =20+ B={y:y=x0+x conx € B}
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Dimostrazione Basta osservare che il traslato 7(R) di un rettangolo & un rettangolo e quindi che se
P & una partizione di E 2 B, zg + P & una partizione di 7(F) D 7(B). La (3.36) segue, ad esempio,
da (3.31). 1

2.8 Se A e B sono misurabili allora:

(i) AN B e AU B sono misurabili;
(i) mis(A U B) < mis A 4+ mis B;
se mis(A N B) =0 allora mis(A U B) = mis A + mis B;
(iii) se A C B, mis(B\A) = mis B — mis A;
(iv) se f é integrabile su A e su B lo é anche su AU B e se mis(AN B) =0 allora

/AUBf:/Aer/Bf. (3.37)

Dimostrazione Segue subito da 2.2 e 2.5 osservando che

XanB = XaXs » Xave = Xa tXg — Xanp - I (3.38)

2.9 (i) L’intersezione finita di rettangoli ¢ un rettangolo.
(i) L’unione finita di rettangoli chiusi é un insieme elementare'’.
(iii) Gli insiemi elementari sono misurabili.

Dimostrazione (i): Segue dal fatto che che l'intersezione di due intervalli & un intervallo.

(ii): Diamo la dimostrazione nel caso n = 2 (il caso generale ¢ del tutto analogo). Siano Rj =
[ak,br] X [ck,dk] rettangoli in E = [a,b] X [¢,d] con 1 < k < N e sia P1 la partizione di [a, b] che
contiene tutti gli ar e bi e P la partizione di [c,d] che contiene tutti i cx e dpx e P = (P1, P»). Se
% ={R € Z(P) : R C URy} allora URy, = Ugrez, R, il che mostra che URj, & un insieme elementare.
(iii): Segue dal punto (i) di 2.8. i

2.10 Dato un rettangolo limitato chiuso R ed € > 0 esistono N cubi chiusi K; C R tali che:
(i) K; N K; =0, per ogni i # j;

N
(ii) mis (R\ U KZ-> <e.
i=1

Dimostrazione Sia R = [a1,b1] X -+ X [an,bn], sia L = max(b; — a;) e § = ¢/(2"L"™ "), P, =
{ai,a; +9,...,a;+m;6,b;} con a; +m;d < b; < a;+ (m;+1)0 (ciod m; = (b; —a;)/d). Allora i K; della
tesi saranno tutti i rettangoli di Z(P) che hanno tutti i lati di lunghezza § (ossia lati della forma

N
[a; + jd,a; + (j + 1)d] con j < m; — 1): infatti mis (R\ U Ki) <nor" ' = |

1=1

2.11 (i) B ¢ misurabile se e solo se, per ogni € > 0, esistono due insiemi misurabili A e C
tali che AC BC(C emisC —misA <e.

(ii) B & misurabile se e solo se, per ogni e > 0, esistono due insiemi elementari A e C tali che
ACBCC emisC —mis A < g; tali insiemi elementari possono essere scelti come unione
di cubi K; tali che K; N [%j = 0.

(#4i) Se misest B =0 allora B é misurabile e mis B = 0.

10Cfr. 1.6.
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Dimostrazione (i): Se B ¢ misurabile, dato € sia P come in (3.29) e si prenda A := Ugcgr (r)R €
C = Urezz(P) R

Viceversa, si scelga una partizione P tale che ZRE%’A misR > misA—ce ZRe%c mis R < misC+¢
e si usi 2.3.

(ii): I1 “se” deriva dal punto (i) (poiché gli insiemi elementari sono misurabili). Il “solo se” deriva dalla
dimostrazione di (i) (poiché gli insiemi scelti nella dimostrazione nel “solo se” di (i) sono elementari).
L’ultima affermazione segue facilmente da 2.10.

(iii) Segue da (i) prendendo A = () e dalla definizione di misura esterna. i

2.12 (i) Se B ¢ misurabile lo sono anche B, B e B. Inoltre
mis B = mis B = mis B . (3.39)
(ii) B & misurabile se e solo se B ¢ limitato, 0B é misurabile e mis 0B = 0.

Dimostrazione (i): La misurabilita di B e B e la (3.39) seguono da 2.11—(i) prendendo A:=
URE%,B ReC:= URG%B R.

(ii): Assumiamo che B sia limitato, B misurabile e misdB = 0. Sia E un rettangolo standard che
contiene B (e quindi dB). Poiché mis OB = 0, per ogni € > 0 esiste una partizione P di F tale che
0B C U Re Z mis R < e. Se R € % non interseca 0B allora o R C B oppure R C E\P.

RERp RERERap
Quindi, Zp = Zo95 U Zp, che implica (3.29).
11 viceversa segue dal punto (i). i

2.13 Sia Q C R™ un insieme che ha misura nulla'’ e A un sottoinsieme limitato in R™.
Allora Q x A C R"™™ ¢ misurabile e mis,, Q@ X A =0.

Dimostrazione Sia ¢ > 0 e sia D C R™ un insieme elementare tale che D D @ e mis,, D < e. Poiché
A ¢ limitato, esiste L > 0 tale che A C [—-L, L|™. Allora D x [—-L,L]™ & un insieme elementare di

misura non superiore a L"e. Dall’arbitrarieta di € segue la tesi.

2.14 Sia F : F C R®™ — R™ una funzione uniformemente Lipschitziana con costante di
Lipschitz L > 0 rispetto alla norma del sup'?, allora

(i) per ogni B C E misurabile misest,, F(B) < L™ mis,, B.

(ii) se Q ha misura nulla allora mis,, F(Q) = 0.

(iii) Se m > n, allora mis,, F(B) = 0.

Dimostrazione Sia € > 0 e sia D C F un insieme elementare unione di cubi K; tali che KI ﬂ]%j =0
se i # j e tale che B C D e mis, D —mis, B < &/L™ (cfr. 2.11-(ii)). Sia ) e ;, rispettivamente il
centro ed il lato di K;: K; = {x € R™ : |& — 2P| < r;/2}. Per ipotesi, |F(z) — F(z")| < L|z — 2¥|
il che implica che F(K;) & un sottoinsieme del cubo m-dimensionale K| di centro F(z) e lato
Lr; e tale cubo ha misura (Lr;)™ = L™ mis, K;. Quindi, poiché 'immagine dell’unione coincide con
I’unione delle immagini, segue che

F(B) C F(D) = JF(K:) € |JKi

110ssia @Q & misurabile secondo Peano—Jordan e mis, Q = 0.
120ssia, esiste L > 0 tale che |F(z) — F(y)| < Lly — x| perogni z,y € Ee || = | - |oo-
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e quindi

mis est,, F(B) < » _mis,, K{ = L™ > mis, K; = L™ mis, D < L™ mis,, B + .

Dall’arbitrarietd di € segue che misest,, F'(B) < L™ mis, B.

(ii) segue immediatamente da (i) e da 2.11-(iii).

(111) Sia B := Bx[0,1]™ " C R™ e sia F' I'estensione di F a B ponendo, per ogni (z, y) € Qx[o, 1™
F(z,y) = F(x). Chiaramente F' & Lipshitziana su B e F'(B) = F(B). Poiché mis,, B = 0 (per 2. 1’5)
da (ii) segue che mis,, F(B) = 0. 1

I punti (ii) e (iii) non valgono, in generale, se assumiamo F semplicemente continua: in E 3.5 di
fine sezione viene dato un esempio (la cosiddetta “curva di Peano”) di una funzione continua
F : I:=[0,1] x {0} € R? — R? la cui immagine sia tutto il cubo unitario [0,1]? e quindi
trasforma il segmento I che ha misura (bidimensionale) nulla, nel cubo (quadrato) unitario
che ha misura (bidimensionale) uguale ad uno.

2.15 (i) Se s = Z CRXRp € una funzione a scalini (cfr. 1.8), allora s é integrabile e
ReZ(P)

s= Z cpmis R . (3.40)
ReZ(P)

(ii) f é integrabile su E se e solo se, per ogni € > 0, esistono due funzioni a scalini su E ,
s1(x) e sa(x), tali che

s1(z) < f(z) < so(x) Vezek, e /E<52 —51> <e; (3.41)

tali funzioni possono essere espresse intermini dello stesso ricoprimento disgiunto di E.
(iii) f ¢ integrabile su E se e solo se esistono due funzioni integrabili su E, g1 e go tali che

91(z) < f(2) < g2(2) VeekE, e /E(gz —91) <e; (3.42)

Dimostrazione (i): Un rettangolo limitato ¢ misurabile e la sua misura ¢ Uintegrale della sua fun-
zione caratteristica; dunque da 2.6 e 2.5 segue la tesi. R

(ii): Sia f integrabile ed € > 0. Sia P una partizione come in (3.27) e sia Z(P) un qualunque ricopri-
meno disgiunto associato a P. Chiaramente, per ogni R € g@, si ha supy f —infr f < supg f —infz f
e quindi se Cr = supg f, cgp = infr f, s2 = Z CRXp € 81 = Z CrXr, segue la (3.41).

REZ ReZ

Assumiamo, ora, che valga la (3.41). Prendendo la partizione unione P associata alle due rappre-
sentazioni si ottiene subito che s; e s2 possono essere espresse in termini dello stesso rlcoprimento

disgiunto di E associato ad una stessa partizione P come in (3.4). Sia 0 < § < mmZ ](ﬁj_H — £J(.i))/2

e consideriamo la partizione P® = (P{,..,P}) con P} = {5(()”,501) + 4, 552 —5,¢l ,5§) +6,....0 1
rettangoli di 2()P°) si suddividono in due famiglie: la prima, %1, formata da rettangoli R contenuti
all’interno di un rettangolo di Z(P ed una seconda famiglia, %», formata da rettangoli in cui almeno
un lato ha misura 6. Si osservi che se R € R1, supy f —infr f < supy s2 — infr s1 e che, quindi,

Z supf mffmlsR < Z sup52 1nf51 mis R < Z sup sz — 1nf51 misR<e.
ReZ ReZy ReZz

D’altra parte, esiste una costante ¢ > indipendente da 4, tale che ZRERQ mis R < ¢6. Dall’arbitrarieta
di 0 segue ’asserto.
(iii) Deriva facilmente dai punti (ii) e (i) precedenti. |
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2.16 Se f: A — R ¢ una funzione continua e limitata su di un insieme misurabile A C R™
allora f é integrabile su A.

Dimostrazione Sia ¢ > 0 e sia E un rettangolo standard contenente A e sia P una partizione di
E per cui valga (3.29) con B = A. Poiché f & continua sul compatto K := URG%;‘ R C A esiste
§ > 0 tale che |f(z) — f(z')] < € per ogni coppia di punti z e 2’ in K con |z — 2’| < 4. Sia
P’ un raffinamento di P di diametro non superiore a § e chiamiamo %, i rettangoli di Z(P’) che
appartengono a K e %2 :=%(P')\%:. Chiaramente da (3.29) segue che 3~ ., misR < ¢ e che
osc (fa, R):= osc(f, R) < e per ogni R € %1. Dunque

> osc(fa,R)misR<2sup|f| Y misR+e »  misR < e(2sup|f|+ mis A).
Re%(P’) ReZ> ReZ1 4

Da 1.11 e dall’arbitrarieta di € segue la tesi. 1

2.17 Sia F : E C R®™ — R una funzione uniformemente Lipschitziana con costante di Lip-
schitz L > 0 rispetto alla norma del sup. Allora, per ogni § > 0, per ogni partizione P di E
con diam P < 6§ e per ogni scelta di punti Q relativa a P si ha'®

‘/f(x) do—S(f,P,Q)| <6 L misE . (3.43)
E

Dimostrazione Segue subito osservando che se il diametro della partizione P & minore di 4,
loscillazione di F' su un rettangolo qualunque della partizione ¢ minore di Ld. I

2.18 Se f: B=\J, Bi = R ¢ continua a tratti (cfr. 1.12), allora f é integrabile su B e

[=%hs

Dimostrazione Da 2.12 segue che B ¢ misurabile e che (essendo misdB; = 0 per ogni i) mis B =
Zf\il mis B;; da 2.16 segue la tesi. I

3 Integrali iterati

La seguente proposizione, di fondamentale importanza nella pratica, permette, sotto oppor-
tune ipotesi sul dominio di integrazione, di ridurre il calcolo di un integrale n—dimensionale
(ovvero di una funzione di n variabili) al calcolo successivo di un integrale unidimensionale e
di un integrale (n — 1)-dimensionale.

Proposizione 3.1 Sian > 2 e A C R"™! un insieme misurabile; siano o e 3 due funzioni
integrabili su A e sia B C R™ l’insieme definito come

B:={(z,y) e AXxR: a(z) <y <(x)}. (3.44)

13Questa formula & alla base del calcolo approssimato (con un semplice controllo dell’errore) degli integrali
di funzioni regolari su rettangoli.
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Allora: (1) B ¢ misurabile e
is B = — dz . 3.45
mis /A (5() — ax))da (3.45)

(ii) Se f é una funzione integrabile su B e y — f(x,y) é integrabile su [a(x), B(x)] per ogni
x € A allora la funzione

B(x)
o(z) = / f(x,y) dy (3.46)

¢ integrabile su A e, (iii),

/B ;= /A gi= /A ( / :j)f(%y) dy)d . (3.47)

Osservazione 3.2 (i) Un insieme B della forma (3.44) prende il nome di insieme normale
rispetto all’asse delle'* y; nel caso A sia misurabile e le funzioni « e 3 siano continue e limitate
su A Dlinsieme B si dice C%normale. Ovviamente un rettangolo E & normale (rispetto a
qualunque asse e le funzioni « e 8 sono costanti).

(ii) Un caso assai importante nelle applicazioni ¢ quando «, 8 e f sono continue e limitate
(rispettivamente su A e su B): in tal caso infatti, per 2.16, le ipotesi della Proposizione 3.1
sono soddisfatte.

(iii) E chiaro che se a, 8 e f sono continue e limitate (su A e su B) e se A & a sua volta un
insieme C%-normale in R*~! la proposizione puod essere riapplicata. Possiamo quindi costruire
induttivamente la classe degli in insiemi C%-normali in R", denotata con N, usando la (3.44)
con A € N"~1. Iterando, ove possibile, si ridurra il calcolo dell’integrale di f su B al calcolo
successivo di n integrali unidimensionali. In particolare se F:=[ay,b1] X -+ X [an, by] & un
rettangolo standard e f € C(FE) e se o & una qualunque una permutazione'® di {1,...,n},

allora , \
/Ef = /aa:n ( ( acjlf(x)dxgl) ~--)dx0" . (3.48)

(iv) Le ipotesi della Proposizione 3.1 non possono essere indebolite; si vedano a tal proposito
E 3.2 e E 3.3 di fine sezione.

Dimostrazione Sia E un rettangolo standard in R"~! che contiene A e sia a := inf4 a <
b :=sup, S, cosicché B C E' := E X [a, b].

Cominciamo col dimostrare la misurabilita di B costruendo, dato € > 0, due insiemi elementari
B; e By tali che By C B C By e mis,, Bo\ By < ce con una costante ¢ > 0 indipendente da &
(cfr. 2.11—(ii)). Dalle ipotesi segue che esiste una partizione P di E tale che

> misR < e, (3.49)
ReZA(P)\Z,(P)
Z osc(aa, R)misR < ¢, Z osc (B4, R)misR < e, (3.50)
ReZ(P) ReZ(P)

14Naturalmente il ruolo di z1,...,z, 1 € y & del tutto arbitrario e analogamente si definira un insieme normale
rispetto ad un qualunque asse.
15Una permutazione o dell’insieme I = {1,...,n} & una applicazione biunivoca o :i € I — o; € I.
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dove mis = mis,,_1. Definiamo le seguenti famiglie disgiunte di rettangoli di Z(P):

Ro = Aa(P)\Z4(P) ,
%) = {Rc #4(P): supa > i%fﬂ} ;
R

Ko = R\(P)\%# = {R € X,(P): supa < iréf B} .
R
Si noti che #; potrebbe essere vuota, ma se non lo ¢, allora per ogni R € %, si ha che
“infa = —inf 8) — _inf inf
st};pﬁ inf o (Slépﬁ ind B) (Slépa ind B) + (st};pa ind @)
< (supf —inf B) 4 (supa — inf a)
R R R R

= osc(Ba,R)+ osc(aa,R) . (3.51)

Definiamo ora

By = U R x [sup o, inf 8] ,
REZR> R R

B = |J Rx[ab],

REZR,
1 ._ :
By = U R x [1%f oz,szl%p o],
ReZ%,
@ ._ :
By = U R x [1%f Oé,Sl}l%p Al ,
REZ>

By =B uB" uUBY .
Chiaramente questi insiemi sono elementari e
BiCBCB,, B)\B =BYuBMuBM\B).
Ora, da (3.49) segue che

mis, Béo) = ( Z mis, R) (b—a)<elb—a) ; (3.52)
REeZy

mentre da (3.51) e da (3.50) segue che

mis, Bél) = Z (mis R) (sup 8 — i%f a) < Z (mis R) (osc (Ba, R) + osc (aA,R)) < 2.
R

ReZ%1 ReZ%1
(3.53)
Infine,
misn(Bég)\Bl) = Z (mis R) ((supﬁ —inf 8) + (sup a — inf a))

ReZ2 R n R n

< Z osc (a4, R) mis R + Z osc (B4, R) mis R
ReZ%(P) ReZ(P)

< 2. (3.54)

Mettendo assieme (3.52)+(3.54) si ha che mis Bo\By < ce con ¢ =4+ (b— a) da cui segue la
misurabilita di B.
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Dimostriamo 'integrabilita di g su A e simultaneamente la (3.47) (dalla quale deriva imme-
diatamente (3.45) scegliendo f:=1). Innanzitutto g & limitata su A infatti, per ogni « € A,
si ha
l9(e)] < (sup |5 — a) (sup 1) < (sup 8] +suplal ) (sup 1)
A B A A B

Sia ora P’ una qualunque partizione di E’ e si noti che P’ = (P, P,) con P partizione di E e P,
partizione di [a, b] e che i rettangoli R’ di Z(P’) sono dati dai prodotti cartesiani dei rettangoli
R € Z(P) per rettangoli (intervalli) I € Z(P,). Si noti anche che dalle ipotesi segue che la
funzione di una variabile y — fg(z,y) ¢ integrabile su I. Quindi, dato R’ = Rx I € Z(P’) e
fissato = € R, integrando su I la relazione

inf fp < fe(z,y) < S};/pr ) (3.55)

si ha che
(ig,ffB) mis I < /fB(x7y)dy < (sup fp)misT . (3.56)
ig R’

Sommando le relazioni in (3.56) su tutti gli I € Z(P,,) (tenendo fisso il rettangolo R di Z(P)),
otteniamo per ogni x € R,

> (it fmmisT < [ fale)dy = [ " ey = 9a(2)
B =~ B ) = B ) = gA
reae I o(z)
B(z)
> (Sgpr)misIZ/IfB(x,y)dy/a(x) fB(z,y)dy = ga(z) . (3.57)

Ie%(Py)

Prendendo, rispettivamente, lestremo inferiore su R nella prima riga di (3.57) e quello
superiore nella seconda, otteniamo

> (inf fp)misT <infga , > (sup fp)misT >supga . (3.58)
R/ R Rl R
I€EX(Pp) I€%(Py)
Quindi,
/ . . . AN . . .
Sp(fs,P) = > (inf f5) mis(R') = Z (inf f) mis R - mis ]
R €Z(P) Re%(P)
I€eZ%(Py)
= Z mis R Z (1}%1/f fp)misT
ReZ(P) I€Z(P,,)
- R _
< ) misRinfga=Sp(ga,P) (3.59)
ReZ(P)

e (ragionando in maniera analoga per le somme superiori ed usando la seconda delle (3.59)) si
ottiene S/ (fg, P') > Sg(ga, P). Dallintegrabilita di fg su E’ segue dunque I’asserto.

4 Le funzioni integrabili secondo Riemann

Il resto di questo capitolo ¢ dedicato a rendere rigorosa 'affermazione fatta all’inizio di 1.11,
e cioe che l'integrabilita secondo Riemann di una funzione & intimamente connessa alla sua
continuita. Fondamentale a tale scopo € la nozione di insieme di misura nulla.
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Definizione 3.3 Un insieme Q C R™ si dice di misura nulla se per ogni € > 0 esiste una
famiglia numerabile di rettangoli aperti {R;};cz, tale che'

QclJR;, e D mis(Rj)<e. (3.60)

Jj=1 Jj=1

Osservazione 3.4 (i) Si noti, che non si @ richiesto che @ sia limitato né tantomeno che
Q sia misurabile secondo Peano—Jordan. Sia infatti @ un qualunque insieme numerabile e
denso'™ in R™; si puod prendere, ad esempio, I'insieme = Q™ dei punti z € R” a componenti
razionali. Poiché @ & numerabile QQ = {r;};>1. Scegliamo ora R; come il cubo aperto centrato

in r; di lato (ej=2)=. Allora mis(R;) = ej =2 e

> mis(R;) < () %) £, (3.61)

i>1 =17

il che e chiaramente equivalente a dire che ) ¢ di misura nulla. D’altra parte () non e limitato
né, per lo stesso motivo visto sopra'®, & misurabile Q N E qualunque sia il rettangolo E.

(i) Ovviamente un sottoinsieme di un insieme di misura nulla ¢ di misura nulla.

(iii) Un’unione numerabile di insiemi di misura nulla é di misura nulla.

Dimostrazione Sia {Q;} ez, una famiglia numerabile di sottoinsiemi di R™ di misura nulla e sia
RE” e sy misREj) <
€277, La famiglia {jo)}i,jeer, come & ben noto, € numerabile ed una numerazione puo essere fatta
19

e > 0. Allora per ogni j > 1 esisono rettangoli aperti RE” tali che Q; C UieZJr

come segue: definiamo R; := Rgl) e, per ogni r > 1, definiamo

1 2 r4+1 r+1 r4+1
Ryapr=RY,, Rawy=R% . Ray, =R Ry po=RI™ L Rag =R

Si noti che secondo tale numerazione, per ogni N > 1, {Ru,...,Ry2} = {R;i> :1<4,57 < N}. Allora,
per ogni N > 1,

N N2 ‘ N N _
Zmis R, < Zmis R, = Z mis R§Z> = ZZmis Ry)
r=1 r=1 ,] <N j=11i=1
N
< ZZmingi)SZ%gs. |
j=1i=1 j=1

(iv) A volte ¢ utile, nella definizione di insieme di misura nulla, sostituire i rettangoli con
cubi; vale infatti la seguente affermazione:

Un insieme (Q C R™ ¢é di misura nulla se e solo se per ogni € > 0 esiste un ricoprimento
numerabile di @ fatto da cubi aperti la somma delle cui misure non eccede €.

Per dimostrare tale affermazione osserviamo innanzitutto che

16Normalmente, una famiglia (non necessariamente numerabile) di insiemi aperti, la cui unione contenga
un insieme Q, si chiama un ricoprimento (aperto) di @Q; si ricorda che Z4 denota 'insieme degli interi positivi
{1,2,3,..}.

17Si ricordi che un insieme @ C R™ si dice denso in R™ se la sua chiusura @ coincide con tutto R™.
Analogamente, se C' & un insieme chiuso di R™, si dice che @Q C C & denso in C se la sua chiusura coincide con
C.

18F ciog che in ogni rettangolo R di una qualunque partizione di E cadono sia punti di Q (essendo @Q denso
in E), sia punti di F\Q (si ricordi che ogni intervallo di numeri reali & non numerabile).

19La seguente numerazione corrisponde alla numerazione di {(i,7) € Z%r} fatta considerando i quadrati di
vertici (1,1), (r+1,1), (r+1,7+1) e (1,7 + 1) e numerando successivamente i lati “esterni” nel verso che va
da(r+1,1)a(r+1,7+1)epoida (r+1,7+1)a (1,r+1).
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dato un qualunque rettangolo limitato E C R™ e dato comunque o > 0 é possibile ricoprire
E con un numero finito di cubi aperti la cui somma non ecceda®’ mis E + o. Sia ora € > 0.
Poiche @ ¢ di misura nulla esiste un ricoprimento numerabile di rettangoli aperti R; la somma
delle cui misure non eccede €/2. Per ogni j siano K§7)7...,KJ(\?J_) cubi aperti che ricoprono R;
e la somma delle cui misure non ecceda mis(R;) +¢/27 1. Allora I'insieme dei cubi {Ki(])}7
conj >1el<4i<Nj, ¢un insieme numerabile e I'unione di tali cubi ricopre  ed inoltre

Nj

Z mis (Ki(j)) < Zmis(Rj) +522j% <e. 1
1

i>1i= i>1 i>1

La 2.14 si estende facilmente agli insiemi di misura nulla non necessariamente misurabili
secondo Peano—Jordan. Vale infatti la seguente

Proposizione 3.5 Sia Q C R™ un insieme di misura nulla e sia F': Q — R™ una funzione
uniformemente lipschitziana su Q. Allora F(Q) é un insieme di misura nulla.

Dimostrazione Per il punto (iv) dell’osservazione precedente esiste un ricoprimento di cubi
aperti, {K;}, di @ per cui > misK; < e e possiamo assumere che K; N Q # () per ogni
j (altrimenti eliminiamo semplicemente K;). Fissiamo un zU) € K; N Q e chiamiamo 7;
il lato di K cosicché mis(K;) = r?. Definiamo K/ il cubo aperto di centro F(z()) e lato
v’ :=2Lr;, dove L & la costante di Lipschitz di F' su @) rispetto la norma | - |« su R”, cioe:
|F'(2) = F(y)|oo < L]z —y|oo per ogni z,y € Q. Allora F(K;NQ) C K7, infatti se x € K;NQ,
si ha che |z — 20| < r; e quindi |F(z) — F(zW)| < Lz — 29| < (Lr;) = 7% /2, ovvero
F(r) € K. Quindi {K}} ¢ un ricoprimento di F(Q): se y € F(Q) allora esiste x € @ tale
che y = F(z), ma, poiché @ & ricoperto dai cubi K, esistera un cubo Kj, che contiene z, ma
allora K ;.O contiene y. Inoltre

Z mis(K}) = > (2Lrj)" = (2L)" Y v} = (2L)" Y _mis(K;) < (2L)"e , (3.62)

e dall’arbitrarieta di € segue ’asserto. i

L’insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann puo essere ora completamente caratte-
rizzato?!.

Teorema 3.6 Una funzione [ : E C R® — R (E rettangolo standard di R™) é integrabile
secondo Riemann su E se e solo se linsieme dei punti di E in cui f é discontinua & un
insteme di misura nulla.

208ia infatti £ = [a1,b1] X - -+ X [an,bp] (i casi in cui E non & chiuso derivano banalmente dal caso in cui E
& chiuso); sia 6 = o/(2nL™~1) dove L = max(b; — a;); sia k; = [(b; — a;)6 1] 4+ 1 (dove [] denota la funzione
“parte intera”); sia, infine, b}, = a; +6k;. Allora B/ = [a1,b}] X -+ X [an,b,] 2 Eemis E/ < mis E4+ndL"~! <
mis E + o/2. Sia, ora, P la partizione di E’ con P; = {a; +j6 con 0 < j < k;}. Chiaramente Z(P’) & formata
da cubi di lato & che denoteremo K; per i = 1,...,N = cardinalita di %Z(P’). Siano K;(r) i cubi aperti con lo
stesso centro di K; e lato 8 + r cosicché K;(0) = K;. Ovviamente per ogni r > 0 E C E/ C U; Ki(r) e la
funzione f(r) = Zf\jzl mis K;(r) & una funzione continua di 7 e f(0) = mis E/ < mis E 4+ o/2. Dunque esiste
ro tale che per ogni 0 < r < rg si ha f(r) < mis E + o e lasserto si ottiene prendendo K; = K;(r) per un
qualunque 0 < r < rg.

211n effetti tale descrizione & stata fatta alquanto dopo i contributi di Riemann ed & essenzialmente basata
sulla moderna teoria dell’integrazione dovuta a Lebesgue, Vitali, Caratheodory etc.
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Dimostrazione Chiamiamo D(f) l'insieme dei punti di £ in cui f ¢ discontinua ed osser-
viamo che se Q;:={z € E: osc(f,x) > 1/j} allora D(f) = U;Q;. Ricordando il punto (iii)
dell’Osservazione 3.4, e sufficiente dunque dimostrare:

“f é integrabile su E <= (@); é un insieme di misura nulla per ogni j”.

Si noti che @, € chiuso (e quindi, essendo Q; C E, & compatto).

Dimostriamo “ = ”: Siano j,e > 0 allora esiste una partizione P di E tale che

Z osc(f,R)misR<¢e/j .

Rez

Sia Z:={R e %: RNQ; # 0} (cosicché, se R € Z allora osc (f, R) > 1/7). Allora

Y misR=j) mi;‘R <j Y ose(f,R)ymisR<c.

ReZ REZ ReZ

Se N := #&;’, prendendo dei rettangoli aperti Kr 2 R tali che mis Kg < mis R + ¢/N si ha
che Q; € Uges KR € D pespmis Kr < 2e. Dunque @ ¢ un insieme di misura nulla.
Dimostriamo ora “<=": Sia ¢ > 0 e sla j > 2/¢ e sia Q:=Q;. Poiché @ & di misura nulla
esiste un ricoprimento numerabile di @) formato da cubi aperti K; tali che > mis K; < e.
Essendo @) compatto esistono K, ,...,K;, che ricoprono ) (e ovviamente 2221 mis K;, < ¢).
Sia D la chiusura di (E\UJj_, K;;). Per ogni € D si ha osc(f,z) < 1/j < /2. Per
ogni x € D sia C(x) un cubo chiuso di centro x tale che osc(f,z) < e ('esistenza di tali
cubi deriva dalla definizione di oscillazione e dal fatto che osc(f,z) < ¢/2). Chiaramente
U.en C(z) 2 D e quindi esistono Cy,...,Cy, con C;:=C(z?) per qualche () € D, tali che
D C é’l U-- -UCO’N. Sia P la partizione di F tale che P; contanga la i—esima coordinata di tutti
i vertici dei K, e degli C;. Chiaramente se chiamiamo % := {R € Z: R C C; per qualche i}
e %y ={R €% :RC K, per qualche j}, si ha # = %1 U%>. Allora ) p_, misR<ce

Z osc(f,R)misR < Z osc (f, R) mis R + Z osc (f, R) mis R

Rez ReZ%, ReZ;
emisE +2sup|fle. |
B

IN

Una conseguenza immediata di questo risultato, di 2.2 e del fatto che I'insieme di discontinuita
di x, coincide con la frontiera di B ¢ la seguente

Proposizione 3.7 Un insieme limitato di R™ é misurabile secondo Peano-Jordan se e solo
sela sua frontiera é un insieme di misura nulla.

Concludiamo questo capitolo con un esempio di una funzione sul cubo unitario K :=[0,1]" C
R™ il cui insieme di discontinuita coincida con K NQ™. Sia {r;};jcz, = KNQ" esia f: K —
[0,1] la funzione che vale zero se x € K\Q™ e f(r;) = 1/j. Chiaramente osc (f,z) =1/j > 0.
Facciamo vedere che f ¢ continua in ogni z € K\Q" (:={z € K : f(z) = 0}). Sia ¢ > 0;
sia jo > 1/e e sia 0 := maxi<;<j, |z — r;| (poiché =z ¢ Q™, § > 0). Se 2’ € B;s(z) o 2’ ¢ Q",
nel qual caso |f(z") — f(x)| = 0, oppure 2’ € Q™, nel qual caso = r; per qualche j > jo, e
quindi | £(z') — f(2)] = 1/7 < 1/jo < =.
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5 FEsercizi e complement:

Esercizio 3.1 Si dimostrino le seguenti proprieta del diametro: (i) diam A = 0 se e solo se A &
costituito da un solo punto. (ii) A & limitato se e solo il suo diametro ¢ finito.
(iii) Si calcoli il diametro di A:={z € R" : |z — zo|p, <7} per 1 < p < 0.

Esercizio 3.2 Sia f : [0,1]> — R la funzione che vale 1 se z1 # 1/2 e, per z1 = 1/2 la funzione
x2 €10,1] = f(1/2,22) vale 1 se a2 & irrazionale e 0 se x2 & razionale. Si dimostri che f & integrabile
su [0, 1] (mentre, come sappiamo, z2 € [0,1] — f(1/2,x2) non & integrabile su [0, 1]).

Esercizio 3.3 L’ipotesi che f sia integrabile su B nella proposizione 3.1 non pud essere rimossa,
anche se assumessimo che g(z) fosse integrabile su E. Si consideri, infatti, la seguente funzione
f:K—Rcon K:=[0,1]?

1, se z1 € [0, 1] & irrazionale ,
f(z1,22) = (3.63)
2o se x1 € razionale .

La funzione x2 — f(z1,z2) coincide o con la funzione costante 1 o con 2z2 che sono entrambe funzioni
integrabili su [0, 1] ed inoltre

1
/ f(mhxz)dmz =1, Vi € [07 1] .
0

Dunque anche g(z):=g(z1):=1 & una funzione integrabile. D’altra parte (esercizio)

3 = 5
SupﬁK(fup)zz ) infSK(f,P):Z : (3.64)
Esercizio 3.4 (Un esempio di insieme aperto non misurabile secondo Peano—Jordan)
Sia @ l'insieme di tutti i punti a coordinate razionali nel cubo unitario [0,1]". Sia ¢ > 0; sia {r;} ez,
una numerazione di @ [ovvero Q = {r; : j > 1 e j intero}|; sia B; la sfera aperta di centro r; e raggio
¢/j* e sia B linsieme aperto B:= Ujecz, Bj.

(i) Si faccia vedere che misest B > 1.
(i) Si faccia vedere che misint B < 2¢3.j72 e si concluda che, se ¢ & sufficientemente piccola,
misint B < misest B e che quindi B non ¢ misurabile secondo Peano—Jordan.

Esercizio 3.5 * (Curva di Peano) Esiste una funzione continua ¢ : [0,1] — R? tale che ¢(]0,1]) =
Q:=10,1] x [0, 1] ossia esiste una “curva” che ricopre un quadrato.

Se I:=10,1] x {0} denota il segmento unitario immerso in R? e se, per ogni (x,y) € I, definiamo
f(z,y) = p(z), vediamo che f € C(I,R?), misz(I) = 0 ma misa(f(I)) = mis2([0,1]?) = 1.

Si completino i dettagli del seguente schema di dimostrazione:

1) Sia K un quadrato di lato di lunghezza ¢ e lo si suddivida in quattro quadrati di lato £/2. Si fissi
un lato L di K e su di esso si fissi un punto M a distanza £/4 da uno dei vertici di L e si fissi un
altro lato L’ di K diverso da L. Si faccia vedere che esiste una ed una sola poligonale®? di lunghezza
2/, che passi per i centri dei quattro quadrati in cui & stato suddiviso K e con estremi M ed N dove
N & un punto su L' a distanza £/4 da uno dei suoi due estremi.

2) Sia a < b. Si “parametrizzi” su [a,b] una qualunque poligonale in R™ ossia, se gli estremi della
poligonale hanno coordinate z e y, si trovi una funzione v : t € [a,b] — v(t) € R™ tale che v(a) = =,
~v(b) = y e tale che l'insieme {y(¢) : a < t < b} coincida con la poligonale data. [Suggerimento: un
segmento di estremi x e z & parametrizzato su [a,b] da y(t) = z + =2%(y — x).]

3) La funzione (o “curva”) ¢ sara ottenuta come limite (uniforme) di funzioni continue ¢y, : [0, 1] = Q.
Ogni ¢ sard una parametrizzazione di una poligonale chiusa che passa per ogni centro dei 22*

22Una “poligonale” in R™ & 'unione di N > 1 segmenti aventi come estremi coppie di punti (m(l),r(Q)),
(x(2)7$(3>) (z<N)7$(N+1)),

20y
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quadrati di lato 2% in cui si divide Q. Denoteremo con I'; la poligonale parametrizzata da Ok,
cioe Ty :={¢x(t) : 0 < ¢ < 1}. Primo passo: si divida @ in quattro quadrati di lato 1/2 e sia I'1 la
poligonale formata dai quattro segmenti che uniscono i centri dei quattro quadrati. Secondo passo:
Si consideri il quadrato Q1 di lato 1/2 di centro (i, %) e sia T'{ :=T1 N Q1. Si divida Q] in quattro
quadrati di lato 1/4 (che chiameremo Q3,...,Q3) ed usando il punto 1) si costruisca una poligonale
I'} che passi per i quattro centri di Qg con estremi a distanza 1/8 dai due punti in 't N @Q3: vi sono
infatti due poligonali con tali proprieta e per eliminare tale ambiguita si scelga quella con uno degli
estremi in (1, 7). Si divida Q in 16 quadrati di lato 1/4, Q%, j =1,...,16. Tterando il procedimento

278 -
sopra descritto si costruisca la poligonale chiusa I'> che passi per tutti i 16 centri dei Q% (e per il
punto (%, %): I's =T2N Qi ete. ). Terzo passo: si generalizzi il procedimento descritto sopra e per

ogni k si costruisca una poligonale chiusa, I'y, che passi per i 22* centri dei quadrati di lato 27% in

cui & possibile suddivedere ). Tale costruzione ¢ unica se si impone che la poligonale passi anche per
il punto (5,1 — #)

4) Si parametrizzi I'y, tramite @ (t) in modo tale che cpk(ﬁ) coincida, per ogni j = 1, ..., 2% con
il centro di Q{; (si noti che I'y da un ordine ai quadrati di lato 27% per i cui centri passa).

5) Si dimostri che per ogni 0 < t < 1 vale [pr(t) — @ry1(t)] < 5= e da questo si deduca che

k(t) converge uniformemente: il limite ¢(¢) sarda dunque una funzione continua da [0,1] in @ (e
¢(0) = (5, 1)).

6) Si dimostri che ¢ & surgettiva su @ cioe ¢([0,1]) = Q.

7) ¢ & anche iniettiva? [Risposta: no|

Esercizio 3.6 (Integrali impropri I) Sia A C R™ un insieme non limitato. Supponiamo che per
ogni r > 0, 'insieme A, :=AN{z € R" : |z| < r} sia misurabile. Sia f: A — R e supponiamo che f
sia integrabile su A, per ogni r > 0.

Definizione 3.8 Se esiste finito il limite

lim [ |f] <oo (3.65)
T—> 00 A

s

si dice che f é integrabile su A e si pone

Jr=tm [ s (3.66)

(i) Si controlli che tale definizione & ben posta.

(ii) Dire se f = e~ !*| & integrabile su R" (nel senso della definizione appena data) e, in caso
affermativo, si stimi fRnf.

[Suggerimento: si noti che exp(—|z|) < exp(—ﬁml).]

(iii) Sian =2 e A = {z € R? : |z1| < 1}. Si dica se ¢ integrabile su A la funzione f = z1°°(cos z2)(1+
|x2\)7% e, in caso affermativo, si stimi [, f.

Esercizio 3.7 (Integrali impropri II) Sia A un insieme misurabile in R” e sia z € A. Sia
A":=A\{z} esia f : A — R. Sia B, una sfera di raggio r centrata in . Supponiamo che f sia
integrabile su A’ := A\ B, per ogni r > 0.

Definizione 3.9 Se esiste finito il limite

}13%/14 |f] < o0 (3.67)

’
r

si dice che f ¢é integrabile su A e si pone

/Af:}i_)r%/A I (3.68)
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(i) Si controlli che tale definizione & ben posta.

(i) Sia A la sfera unitaria in R™ per n < 3, =0 e f = —=. Dire per quali , f & integrabile su A e

|z

per tali a stimare fAf.
(iii)* Svolgere il punto (ii) nel caso di n arbitrario.

Esercizio 3.8 Dimostrare che se A € N*, B € N allora A x B € N**",

Esercizio 3.9 Dimostrare che se A ¢ un insieme misurabile secondo Peano—Jordan, lo sono anche
A, Ae JA.

Esercizio 3.10 Dimostrare che Q" N E (con E rettangolo qualunque) ¢ un insieme di misura nulla
non misurabile secondo Peano—Jordan.

Esercizio 3.11 Dimostrare che se A & misurabile secondo Peano—Jordan allora A ¢ di misura nulla
se e solo se mis, A = 0.

Esercizio 3.12 Sia R un rettangolo chiuso in R™. (i) Si dimostri che, per ogni € > 0, esistono N
cubi aperti Ri,...,Ry tali che RC E:=Ry U---U Ry e che m(E\R) < e. (ii) Si dia una stima di N
in termini di € e delle lunghezze dei lati di R.

C 3.13 (Integrazione di funzioni C([a,b],R"))

Sia I un intervallo di R. Se u € C(I,R™) definiamo lintegrale di u su un intervallo [a,b] C I, il

o /abu(t)dt = (/abul(t)dt, /abun(t)dt) (3.69)

Ricordiamo che se v € C*(I,R™) allora v’'(t) non & altro che il vettore costituito dalle derivate di v:

(v’(t)) :=(vs)'(t) per ogni 1 <4 < n. Le seguenti proprieta (i) e (ii) sono di immediata verifica:

(i) se w € C(I,R™) allora per ogni to € I la funzione v(t) = ft;u(r)dr appartiene a C'(I,R™) e vale

il teorema fondamentale del calcolo: v'(t) = u(t).

(iii) Se w € C(I,R™) e [a,b] C I, per ogni norma | - | su R", si ha

/ dt|</|u )\t . (3.70)

Dimostrazione di (iii): Dalla teoria di Riemann dell'integrazione (relativa a funzioni continue da R
in R), osservando che la funzione ¢ — |u(t)| & continua e ponendo &5 = 2

27, otteniamo:
b b
|/ t)dt| |(/ ul(t)dt,...,/ un(t)dt)]
k

= khm (Z5ku1 a+0kj),- -,Z5kun(a+5kj))|

j=1

k
= lim | Zék (ur(a+ 6kj), -y un(a + 6xj))|

k—oo

k b
< lm Z(Sk|(u1(a+(5kj),...,un(a+6kj))|:/ w@lae . 1

k—oc0 4

(iv) Sia uw € C(I,R™) e (a,b) C I e si consideri la successione di vettori

k
Z a+ T i), (3.71)

allora z(®) converge (in qualunque norma in R") a fa u(t)dt. La formula (3.71) non & altro che la
somma di Riemann relativa alla partizione ottenuta dividendo [a, ] in k intervalli uguali.
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Capitolo 4

Diffeomorfismi

1 Preliminari: spazi di matrici; lemma delle contrazioni;
integrazione di funzioni vettoriali

Spazi di Banach di matrici
Si ricordino le definizioni date in § 4, Cap. 1.

Proposizione 4.1 (i) Siano |- |, e |- |» due norme arbitrarie in, rispettivamente, R™ e R™
e pert A € Mat(n x m) si definisca

|Allap:= sup |Az|p . (4.1)
\$|ER—m1

Allora (Mat(n xm), || - ||a,b> ¢ uno spazio di Banach e

|Az|p < [|Allap |2l , VAeMat(nxm), VaeR™. (4.2)

Nel caso speciale a = b = oo si ha
[Alloo = sup Z lai;| (4.3)

dove a;; denotano gli elementi di matrice di A.
(ii) (Algebre di Banach) Siano |-|a, |- |p €| |c tre norme arbitrarie in, rispettivamente, R™,
R™ e RP. Allora, se A € Mat(n x m) e se B € Mat(m X p), si ha che

[ABllcp < [|Allasl[Bllc.a - (4.4)

Inoltre se I, denota la matrice identita in Mat(n x n) si ha che ||I,|la,c = 1 per ogni scelta
della norma | - |4 in R™: (Mat(n X n),| - |le.a) € una “algebra di Banach”.

(iii) (Serie di Neumann) Sia A € Mat(n xn) e || -|:=]| -
(I — A) ¢ invertibile (I:=1,) e

Al < 1 allora la matrice

= ZAk ovvero hm (I —A)~ ZAI‘H =0. (4.5)

1 Si ricorda che Mat(n x m) denota lo spazio vettoriale (reale) delle matrici n x m.

o7
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Dimostrazione (i): che (4.1) definisca una norma ¢ immediato come ¢ immediato verificare

che anche ||A| := max; ; |a;j| € una norma. Dunque, poiché dalla Proposizione 1.21 segue
che le norme || - || e || - ||a,p Sono equivalenti ¢ sufficiente dimostrare che Mat(n x m) ¢ uno
spazio di Banach rispetto alla norma || - ||. Ma la convergenza in norma || - | & equivalente alla

convergenza elemento per elemento e dunque dalla completezza di R segue la completezza di
(Mat(n x m), || - [|).

Per z = 0 la (4.2) ¢ verificata (con =). Sia 0 # = € R™, allora, dalla definizione di || - |4,
segue che

[4gl = 1t

il che & equivalente a (4.2).
Per verificare (4.3) si osservi che se x € R™ con |z]|e < 1 (ovvero |z;| <1 per ogni j),

|AZ|oo = sup | > aijaj| < sup » _ aij|lz;] < sup > ai]
K2 . K3 . K3 N
J J J

m

ovvero ||A|oo,co < sup Z |a;j|. Daltra parte, sia iq tale che sup; >~ |ai;| = >_; |ai,;| e sia

<i<n i=1
xj = segno (a;,;) se a;,; # 0 e x; = 1 altrimenti; allora si ha che |z]oc = 1 € a;yj2; > 0. In
tal caso supz la;;| = Z |aiyi] = Zaiojxj = |Zaioj$j| < ||Allso,00 il che prova (4.3).
b J j i
(ii): se x € RP con |z|. = 1 allora (per lassociativita del prodotto tra matrici) e per la
definizione (4.1) si ha che
[ABz[y < [|Allap [Bzla < |Alla [|Bllea »

il che implica (4.4). L’asserto su ||I,,||q & ovvio.
(iii): poiché || 4| < 1, dal punto (ii) (iterato) segue che || A¥|| < ||A||¥ per ogni k e dunque, per

ogni M > N >0, H Z A’“H < Z | A||¥, quantita che tende a zero al crescere di N. Questo

k_
significa che la successione delle ridotte {Z =0 A} & una successione di Cauchy e quindi, per
il punto (i), ammette limite in (Mat(n X n),|| - ||). Sia B tale limite e facciamo vedere che B

coincide con linversa di? (I — A):

N

B(I—-A) = ngnooZAk )(I — A) J\}Enwkzz()(Ak(I—A))
= lim I—AN+1=1

)
N—o0

ma dire che B = (I — A)~! & equivalente alla (4.5). i

28i noti che se B e C sono due matrici quadrate e BC' = I allora B = C~!: infatti da BC = I segue
che (det B)(det C) = 1 e quindi sia B che C sono invertibili e moltiplicando a destra ambo i membri della
relazione BC = I si ottiene B = C~! (e, invertendo ambo i membri di tale relazione, B~! = C). Si osservi
anche se {Ax} tende a A (ciog, per definizione, ||Ay — A|| — 0) allora, per ogni B, {A;B} tende a AB; infatti:
1Ak B — AB|| < || A, — All|B] > o.
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Il Lemma delle contrazioni

Proposizione 4.2 (Teorema di punto fisso o Lemma delle contrazioni)
Sia E # ) un sottoinsieme chiuso di uno spazio metrico completo (X,d) e sia ® una funzione
da E in E tale che, per un qualche 0 < 6 < 1, valga

d(®(u), ®(v)) < 0d(u,v) , VuveE. (4.6)

Allora esiste un unico 4 € E tale che ®(u) = u; inoltre si ha che

a= khl& Ok (up):= Po---0d(ug) , YV ou€eE. (4.7
k volte

Una funzione ® per cui vale (4.6) si chiama contrazione. Si noti che ogni contrazione é continua

cioe se d(vg,v) — 0 allora d(®(vg), ®(v)) < 6d(vy,v) — 0.

L’ipotesi che 6 sia strettamente minore di uno ¢ essenziale: ® : x € R — ®(x):=1+2 € R,
(R con metrica euclidea) verifica (4.6) con # = 1 ma ovviamente ® non ha alcun punto fisso
in R.
Dimostrazione Sia ug un punto arbitrario di E e definiamo la seguente successione per
ricorrenza:

Vo =Up ,V1 = ‘I)(’Uo) g eeey U = (I)(Uk_l) = ‘bk(uo) g oee (48)

Poiché ® manda F in se stesso tale successione e ben definita e v, € E per ogni k > 0. Poiché
® ¢ una contrazione, si ha:

d(vj,vj-1) = d(®(vj-1), ®(vj-2)) < 0d(vj—1,vj-2) < 67" d(v1, v0) -
Dunque, per ogni k > h si ha

d(vk,vn) < d(vg,vk—1) + d(vi—1,vn)

k—h—1 k—h—1 _
< Z A(Vn+j+1, Vnys) < Z 0" d(vy, vo)
j=0 Jj=0
d(vy,v
< 0" d(vy,v0) Zg]ighlieo)_

Tale quantita tende a 0 per h — oo e cio significa che la successione {v;} & di Cauchy. Poiché
X & completo v, converge a u € X e poiché F e chiuso u € E. Quindi, per la continuita di ® si
ha che 4 = lim vy, = lim ®(vy_1) = ®(@). Per dimostrare 'unicita, supponiamo, per assurdo,
che v € E sia un altro punto fisso per ®: ®(v) = ©. Si ha allora d(a,v) = d(P(u), ®(v)) <
0d(a,v) < d(u,v) che ¢ una contraddizione. i

Integrazione di funzioni vettoriali

Concludiamo questo paragrafo di prerequisiti con una breve discussione sull’integrazione di
funzioni C([a, b],R™). Sia t € [a,b] — f:=(f1(t), ..., fn(t)) € R" una funzione continua (il che
significa che le n funzioni scalari f;(t) sono funzioni continue sull’intervallo chiuso [a,b]) e

definiamo
/abf(t) dt == (/abfl(t)dt ,-~-,/abfn(t)dt) ) (4.9)
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E evidente che da tale definizione segue che l'integrale di funzioni vettoriali continue di una
variabiabile reale & una operazione lineare. Inoltre, & noto che dalla teoria dell’integrazione di
Riemann (in una variabile) segue che, per ogni g € C([a,b],R),

b
b—a
Vit = i E tii—a+i . 4.10
/ag im g(t a+i N ( )

N —o0

Dunque, se | - |, ¢ una qualunque norma in R™, se t; & come in (4.10), si ha

= ‘( lim Zﬁ N hm an : )’ 7’1\7151100 1)%
#E&’;ﬂml NWZU /|f adt

Abbiamo dimostrato: se f € C([a,b],R™) e se | - |, & una norma su R™ allora

a

a

b b
fod] < [ 1f@)r. (4.11)

2 Teorema delle funzioni implicite

Consideriamo ora il problema di trovare le soluzioni di un sistema di n equazioni (nelle
incognite y1, ..., yn) che contengano m parametri. In altre parole vogliamo trovare y € R™ che
soddisfi il sistema di n equazioni

Fl(yla ey Yn, I, 7xm) = O

FQ(yla ey Yn,y L1, 7$m) =0
F(y,z) =0, ovvero . (4.12)

Fn(yla woy Yn, T, ~-~7l'm) =0

al variare dei “parametri” z € R™ avendo assegnato la funzione ' : A C R"*™ — R™, Esempi
semplici di natura geometrica sono dati dai grafici di funzioni.

(a) Sia F(y,z) = y>—x, (n = m = 1); in tal caso le soluzioni, al variare di z € R, di F(y,z) =0
sono y = /x cio¢ I'insieme delle soluzioni di F(y,z) =0, {(y,z) € R? : F(y,x) = 0}, coincide
con il grafico di &/z ovvero con l'insieme {(/z,z) : z € R}.

(b) Sia F(y,r) = y?> — x (ancora n =m = 1). Se x < 0 non esistono soluzioni di F(y,z) = 0;
se x = 0, 'unica soluzione ¢ data da y = 0; se > 0 vi sono due soluzioni date da y = +/x.
Quindi, fissato xp > 0, in un intorno (sufficientemente piccolo) di (zo,%0) := (0, /o) vi €
una unica funzione di x che soddisfi identicamente F(y(x),x) = 0, tale funzione essendo,
ovviamente, y(z) = ++/2 mentre in un intorno di (zo, yo) := (zo, —/Z0), avremo la soluzione
y(x) = —y/z. In un intorno di (zg,y0) = (0,0) invece non & possibile definire in maniera
univoca le soluzioni di F'(y,2) = 0 in termini di funzioni di z. Il punto (0, 0) & dunque, rispetto
al nostro problema, “singolare”: il numero di soluzioni varia tra 0 e 2 quando z € (—¢,¢),
comunque piccolo sia € > 0. Notiamo anche che in tale punto singolare si ha < aF =0.

Gia da questi semplicissimi esempi si vede che una formulazione piu propria del problema che
ci stiamo ponendo é:
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Dato un punto (yo,xq) tale che F(yo,z9) = 0, é possibile trovare una funzione y = g(x)
tale che g(xg) = yo e tale che il grafico di g rappresenti localmente tutte le soluzioni di’
F(y,z) =07

(¢) Cambiamo punto di vista e diamo un esempio analitico con n ed m arbitrari. Consideriamo
il sistema di equazioni lineari nelle incognite 1, ..., y, con coefficienti che dipendono da x €
R™:

A(x)y+b(x) =0, (4.13)
dove A(z) € Mat(n x n) e b(z) € R™. E evidente che tale sistema & unicamente risolubile se
det A(z) # 0, nel qual caso si ha

y = —A(x) " b(z) (4.14)
e se A(x) e b(x) sono funzioni continue di z, cosi risultera anche la funzione y(x) definita

dalla (4.14). Si noti che, se poniamo F(y,z) = A(x)y + b(x), A(z) coincide con la matrice
jacobiana %—5 e dunque la condizione di risolubilita e che tale matrice jacobiana sia invertibile.

Alla luce di queste osservazioni, ’enunciato del seguente teorema potrebbe risultare alquanto
naturale.

Proposizione 4.3 (Teorema delle funzioni implicite) Sia (y,z) € R"™™ — F(y,z) €
R™ una funzione continua insieme alla sua matrice jacobiana %—5 in un intorno di* (yo, o).
Assumiamo che

oF
F(yo,l‘o) =0 y e det Fy(yo, 330) 7& 0. (415)

Allora esiste una ed una sola funzione g continua in un intorno di xg, che soddisfi

o) =y, e  Flgla),x):=0 (4.16)
per ogni x in tale intorno.
Dedurremo tale risultato come immediato corollario della seguente “versione quantitativa”.

Proposizione 4.4 (Versione quantitativa del teorema delle funzioni implicite) Sia
Xo C R™ un insieme compatto, Yo:={y € R™ : |y — yo| < p} una sfera di raggio p in R™
e F:(y,x) € Yo x Xg = F(y,z) € R"® una funzione continua su Yy x Xo assieme alle sue
derivate parziali rispetto alle y;. Assumiamo che esista una matrice T € Mat(n X n) per cui
valgano le sequenti due condizioni:

p

Flyo,z)| < —2— 417

P 1o, )| < g (4.17)
OF 1

su I-T—(y,2)|| £ = 4.18

s I1-15 o)l < (4.18)

dove I € Mat(n x n) é la matrice identita. Allora esiste un’unica g € C(Xo,Yo) che soddisfa
F(g(x),z) = 0 per ogni x € Xq. Inoltre, il grafico {(y,z) = (g(x),z) : x € Xo} rappresenta
tutte e sole le soluzioni di F(y,x) =0 in Yy x Xp.

30vvero F(g(z),z) = 0 in un intorno di zo e I'insieme delle coppie (g(x),x) al variare di = in tale intorno
sono tutte le soluzioni di F(y,z) = 0 in un intorno di (yo, o).
4Ciog esiste un aperto A C R™T™ contenente (yo, zo) dove F;(y,x) e 25’ sono continue per ogni 1 <i <n
J
el<j<n.
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Osservazione 4.5 (i) Sotto le ipotesi enunciate nella Proposizione 4.3, & sempre possibile
trovare p, Xy e T per cui le due condizioni della Proposizione 4.4 valgano. Infatti, poniamo

oF -1
Xo={z€R™: |z —xo| <1}, T:= (@(yo,xo)) : (4.19)
e vediamo come, grazie alle ipotesi della Proposizione 4.3, sia possibile determinare r e p in
modo tale da soddisfare (4.17) ed (4.18). Poiché x — F(yo, x) & continua in zg e F(yg, o) = 0,
si ha che, per per ogni p > 0, & sempre possibile scegliere r = r(p) per il quale (4.17) &
soddisfatta (nelle notazioni standard p corrisponde ad € e r a ¢); dopodiché, essendo anche
(y,z) = ||I — T%(y,x)” continua in (yo, zo) dove vale 0, esistono p; e 7y tali che (y,z) —

17— T%—z(y, x)|| < 1/2 per ogni y e x tali che |y — yo| < p1 e |z — zo| < 1 (qui € corrisponde
a1/2, p1 e r1 a d). Dunque, scegliendo

pi=p1, r:= min{ry ,r(p1)}

le (4.17) e (4.18) saranno soddisfatte.
Viceversa I’enunciato “quantitativo” nella Proposizione 4.4 ¢ pitt generale dell’enunciato della
Proposizione 4.3: infatti non viene assunto che F(yg,zo) = 0 ovvero non viene assunta ’esi-
stenza di una soluzione esatta di F' = 0; d’altra parte si assume che esistano, per valori dei
parametri x in X, delle soluzioni approssimate di F' = 0 (si veda (4.17) dove p dovra essere
“piccolo” per poter soddisfare (4.18)).

(ii) L’enunciato della Proposizione 4.4 potrebbe, a prima vista, apparire piu generale dell’e-

nunciato della Proposizione 4.3 anche perché non viene assunto esplicitamente che la matrice
jacobiana %—Z ¢ invertibile per un qualche punto di Yy x Xo; ma, in effetti, la (4.18) implica
che %—5 ¢ invertibile per ogni punto di Yy x Xg. Infatti, se poniamo A:=1— T%—g, da (iii) della

Proposizione 4.1 segue che la matrice ] — A = T%—F ¢ invertibile, e quindi, sia T' che %—F7 per
Yy Yy

ogni y e x, sono invertibili.

(iii) (i) 1I fattore 3 che compare nelle condizioni (4.17) e (4.18) & alquanto arbitrario ed

in effetti dalla dimostrazione del teorema segue facilmente che le condizioni (4.17) e (4.18)
possono venire sostituite, rispettivamente, con

p OF -1
sup |F <oa—- T:=(— ; 4.2
sup | Flyo, )| < agrr (G, wom)) (4.20)
e da OF
sup |1 =T (y.2)] < (1= a) (4:21)

Yox Xo dy
con 0 < a < 1 prefissato.

(iv) Le norme usate nella Proposizione 4.4 sono state fissate per semplicita ma ¢ immediato
verificare nella dimostrazione che segue che la Proposizione 4.4 vale per qualunque scelta
delle norme in R™ e R™ e con la relativa norma (4.1) su Mat(n x n). Ad esempio, & spesso pill
conveniente nelle applicazioni usare le norme |- |5 in R” ¢ R™ con la relativa norma || - |oo,00,
(4.3), sulle matrici n X n.

(v) Il nome “funzioni implicite” deriva dal fatto che la relazione (4.12), sotto le ipotesi (4.15),
definisce implicitamente la funzione y = g(x).

Dimostrazione (della Proposizione 4.4) Poniamo G(y,z) = y — TF(y, ), cosicché % =

I— T%—};. Allora, per ogni y,z € Yy e x € X, in virtu del teorema fondamentale del calcolo
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di (4.11), di (4.2) e di (4.18), si ha

1oG
Ga) -Gl = |[ Gty -2)0)ly - it |
o 0Y
oG 1
< — -z < =y — 2| . .
< swp 5]l el < gl =l (4.22)

Sia, ora, E:=C(Xy,Yp). Si noti che E ¢ un sottoinsieme chiuso dello spazio di Banach®
C(Xo,R™) (dotato della norma uniforme | - ||oo,x,). Sull’'insieme E definiamo la seguente
mappa @ che associa ad una funzione u € C(Xo,Y) la funzione ®(u) definita da

b
<
~
8
~
I
Q
—~
<
—~
8
~
&
I

u(z) = TF(u(z),x) . (4.23)

Si noti che tale definizione ¢ ben posta poiché i valori u(z) cadono nella sfera chiusa Y; su cui
F(-,x) & continua. Per ogni u,v € E, e per ogni = € Xy, da (4.22) (con y = u(z) e z = v(x))
segue che

1
|2 (u)(z) — @(v)(2)] < 5lu(z) - v(z)] (4.24)
e, prendendo ’estremo superiore su Xy, vediamo che
1
12() = @(v)lloo,xo < 5w = vlloo.xo - (4.25)
Cioe @ ¢ una contrazione sullo spazio di Banach C'(X). Chiamiamo ug(z) la funzione costante

uo(z) :=yo; tale funzione & ovviamente in E e da (4.25), la definizione di ® e da (4.17), si
ottiene®, per ogni u € E,

12() —golloe < 19(u) — B(u0) e + [B(u0) — goloo <
1
< gllu—uolle + ITF (50, 2)
< L yolle T2 < (4.26)
>~ ~1IU — Yolloo P _p> .
2 21T

cioe ®(u)(x) € Yy per ogni x € Xy, il che equivale a dire che ®(u) € C(Xy,Yy) = E.
Quindi @ manda F in se stesso ed € una contrazione. Per il teorema di punto fisso 4.2
possiamo concludere che esiste una unica funzione g € C(Xy, Yp) tale che ®(g) = g, ovvero
g—TF(g,x) = g, ma questa relazione & equivalente a

F(g(z),z) =0, VzelX. (4.27)

Dimostriamo ora che il grafico {(y,z) = (g(x),z) : € Xo} & Pinsieme di tutte le soluzioni di
F(y,z) =0 in Yy x Xg. Per dimostrare tale affermazione, supponiamo, per assurdo, che esista
T € Xo ed un § € Yy tale che § # g:=g(Z) e tale che F(y,Z) = 0. Allora, dalla definizione di
G e da (4.22) seguirebbe che

] (4.28)

DN | =

| = |G(@7i‘) - G(gvj)‘ <

QI

|y —

Suy € E significa up € C(Xo,R™) e |Jug(z) — yo| < p per ogni x € Xo; se {ur} & di Cauchy allora, poiché
(C(X0,)s |l * lloo,xo) & uno spazio di Banach, esiste u € C(Xo,R™) tale che sup,¢x, [ur(z) —u(z)] — 0 e
quindi, per ogni z € Xo, |u(z) — yo| = limg_, o0 |ux(z) — yo| < p e quindi u € E.

6Qui || - ||oo denota, per brevita, || - ||oo,x,-
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il che ¢ assurdo (avendo noi assunto che g # g). i

Dimostrazione (della Proposizione 4.3) Come detto in (i) dell’Osservazione 4.5, le ipotesi
della Proposizione 4.3 implicano quelle della Proposizione 4.4. Quindi I'unica cosa che resta
da dimostrare & che F(yo,xo) = 0 implica che g(xg) = yo. Ma questo deriva dall’ultima
affermazione nell’enunciato della Proposizione 4.4 che assicura che tutte le soluzioni di F' =0
in Yo x Xo (e (yo, o) € Yo x Xp) sono date dal grafico su Xg di g il che implica che g(xg) = yo.

Esempio 4.6 Sia F(y,z1,22) = eV — sen (yz1 + %), con y € R e x = (21,72) € R?, e sia
(y0,z0) = (Y0, Zo1,2Zo2) = (0,1,1). Mostriamo che la Proposizione 4.3 & applicabile in un
intorno di (yo, o) e troviamo dei valori di p e r per cui (4.17) e (4.18) vengano soddisfatte
con Xg={z:|z—xzo| <r}.

F(0,1,1)=0¢e %—5 = e¥ —xycos(yx +227), e ay £(0,1,1) = 1. Quindi il teorema & applicabile

nell’intorno di (yo, zo). Diamo ora delle stime concrete su p e r; per semplificare tali stime
useremo le seguenti disuguaglianze elementari’:

y?
|17C0Sy|§?7 VyGRa
1< (e—Dlyl <2y, VIgl<1. (4.29)
Poiché F(yo,z) = 1 — sen #2%, scrivendo 2o = 1 4 a con |a] < 7 ed usando la prima
disuguaglianza in (4.29) otteniamo
sup |F(yo,x)] =  sup |1-— sen@|
Xo |zo—1|<r 2
1
= sup |1 — sen +a)m | = sup |1—cos—|
lal<r 2 la]<r
1 /mry\2
< (= 2r? . 4.30
< 5(5) <= (4:30)

Quindi, poiché T =1 (e quindi ||T']] = 1), la condizione (4.17) & soddisfatta se scegliamo r
= p/2. Passiamo alla condizione (4.18). Per ogni |y| < p e | — (1,1)] < r, scrivendo ancora
22 = 1+ a con |a| < r, usando la seconda disuguaglianza in (4.29) e maggiorando |sent| con
|t], si ha

|1—a—y = |ey—1—xlcos(y:vl+%)|§|ey—1|+|x1||sen(yx1+%)|
T
< oyl el (e + D) <204 (a4 + 0] (431)

quindi, per la definizione di r, si ottiene

sup [1- 750 <20+ (14 o1+ L) + 7

YoxXo

e quindi (4.18) & soddisfatta se prendiamo, ad esempio, p = (1/16) (e quindi r = (1/8)).

y |yl lyl |y\2
7\1700sy|:|/ sentdt|§/ | sent| dtg/ tdt =
0 o 0 2
e’ —1 lyl*~ 1
Perlylﬁl,‘ . ‘SZ TS g=e-1<2
k>1 k>1
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Esempio 4.7 Sia F(y1,y2, ) := (senh (y2+a)+yi+y3, § +y1+(2y1)?) e si cerchino soluzioni
di F(g(z),z) = 0 con g funzione regolare di una variabile reale ed a valori in R%. Si noti che
non vi sono soluzioni ovvie di F(yo, o) = 0 e quindi non & possibile applicare immediatamente
il teorema delle funzioni implicite nella versione classica della Proposizione 4.3. Proviamo ad
applicare la Proposizione 4.4 cercando una “buona” soluzione approssimata di F(yo,xo) =0

~1
(e fissando le norme | - |). Scegliamo yo = (—3,0) e zo = 0, T:= (%—Z(yo,xo)) (che &

sempre la scelta pit naturale), Xo:={|z| < r} e cerchiamo di determinare r e p cosicché
siano soddisfatte (4.17) e (4.18). Lo Jacoblano e dato da

%(y,x) = (1 f;’ylﬂg COSh(yQBx) Hy?) — T= ((1) i) L (432)
Ora, per |z| < r (che assumeremo comunque minore di 1)
|F (Y0, %) |00 = [(— ! + senhz, )|C>O < ! + senhr | (4.33)
64 " 64 64
e poiché ||T|| = || T)|co,00 = 5/4 la (4.17) & implicata da
% + §senhr <p, (4.34)

(si noti che tale relazione ci dice che p non potra esser scelto pit piccolo di 5/128). Per |z| < r,
ly1 + 31 < p e |y2] < p (e assumendo che p +r < 1) si ha che®

2y 0
||I - Ti” = 1 y1w2
y 2y1 + 7 + 5~ cosh(ye +2) — 142,
< max{2|y1|r +2p+ |y12‘ L (p+7)? +2|y1|} . (4.36)

Oservando che |y1] < § + p e scegliendo p = 75 e r = =5, da (4.34) e da (4.36) segue che
(4.17) ed (4.18) sono soddisfatte e che, dunque, valgono le tesi della Proposizione 4.4.

Se la funzione F' del teorema delle funzioni implicite ¢ piu regolare, lo ¢ anche la funzione
implicita g:

Proposizione 4.8 Siano Yy e Xg due insiemi aperti di, rispettivamente R™ ¢ R™ e sia k
un intero positivo o +oco. Supponiamo che F € C*(Yy x Xo,R"), che IE sia invertibile ¥
(y,x) € Yo x Xo e che g € C(Xo,Yy) verifichi F(g(x),x) = 0 per ogm x € Xo. Allora
g € C*(Xy) ed in particolare, per ogni 1 < j < m e per ogni x € Xo, si ha

g

Oz,

99 ()= — (8F -1 9F

— . 4.37
5, @) 5o, (4:37)
Dimostrazione Fissiamo z € Xy, 1 < j < m e poniamo, per ¢t € R:

ﬁ(t)::a:—&—te(j) , n(t) ::g(a?+te(j))

8 In tali disuguaglianze si & usato che, se |t| < 1 allora
0<cosht—1<t?, (4.35)

26G-1)

. . 4 2xoo
infatti cosht —1 =132, T

SN, 5 <t
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dove, come al solito e\?) & il versore (in R™) nella j—esima direzione. Per |t| sufficientemente
piccolo, diciamo |t| < a, si ha (n(t),£(¢)) € Yo x Xo e (n(0),£(0)) = (g9(x),x). Consideriamo
ora la matrice

M(t) = / ‘2—5@(0) T s(nlt) — n(0)), £(1))ds

ed osserviamo che t € [—a,a] — M (t) € Mat(n x n) ¢ una funzione continua e che M(0) =

%—Z(g(w), x). Ora, per il teorema del valor medio in R™,

F(n(t),£(t)) — F(n(0),£(0))

e moltiplicando (a sinistra) tale relazione per M (0)~! e prendendo il limite per ¢t — 0, si ottiene

(4.37). Sia ora k > 1 ed assumiamo induttivamente che g € C*~1. Essendo F € C*, dalla

identita (4.37) segue che % ¢ di classe C*~! (per ogni j) il che & naturalmente equivalente
J

a dire che g € C*. i

3 Teorema della funzione inversa e diffeomorfismi

Un importante corollario del teorema delle funzioni implicite ¢ il seguente risultato che fornisce
un criterio per decidere quando una funzione f : R™ — R™ sia (localmente) invertibile.

Teorema 4.9 (Teorema della funzione inversa)

Sia k un intero positivo o +0o e sia f una funzione C* in un intorno di un punto yy € R™

ed a valori in R™. Se la matrice jacobiana %(yo) é invertibile, allora esiste (ed é unica) la
funzione inversa g di f. Tale funzione g ¢ C* in un intorno di xo = f(yo) e vale
0 _
%(mo) =T, con Ti= (6—5(310)) ' (4.38)
Pitu precisamente, sia p tale che
of 1
sup [[I - T— )| < = 4.39
up | ay( =35 (4.39)

con Yo:={y € R" : |y — yo| < p}. Allora, se poniamo r:=p(2||T|)™ e Xo:={x € R :
|z — wo| < 1}, esiste una unica g € C*(Xo,Yy) tale che g(xo) = yo, f(g(z)) = z in Xo e
9(f(y) =y in g(Xo).

Dimostrazione Basta porre F(y,z) = f(y) — x. Per definizione di zg, F(yo,20) = 0 e
F € CY(Yy x Xg). Inoltre %—Z = % e Fyo,z) = f(yo) — * = 20 — x, quindi la condizione
(4.17) & automaticamente soddisfatta grazie alla definizione di r. Da queste osservazioni, dalla
Proposizione 4.4 e dalla Proposizione 4.8 seguono tutte le tesi del Teorema 4.9 tranne quella
sull’identita ¢g(f(y)) = y. Sia § € g(Xo), ovvero sia § = g(Z) per qualche Z € X,. Allora,

essendo f(g(x)) = x per x € Xy, si ha che f(§) =z, da cui g(f (7)) = 9(Z) = 7. i

99(Xo) & I'insieme dei valori g(x) per = che varia in Xo.



Universita “Roma Tre” — L. Chierchia 67

Corollario 4.10 Sia A CR" e f € C1(A,R"). Allora f ¢ invertibile su A con inversa C1 se
e solo se f ¢& iniettiva e lo jacobiano g—g(y) e invertibile per ogni y € A.

Dimostrazione “se”: chiamiamo g, definita per z € B:= f %A ), la funzione inversa di f (che
esiste per ipotesi essendo f iniettiva su A). Se lo jacobiano 3 yo ¢ invertibile (yo € A), dal
Teorema 4.9 segue che g € C'{x} con zq:= f(yo).

“solo se”: se f(yo) = 29 e g € CH{xo} & la funzione inversa di f, calcolando lo jacobiano in
xo della relazione f o g(z) = x (che vale in un intorno di xo) si ottiene %(yo)%(xo) =1il

che significa che la matrice g; (z0) © Dinversa della matrice 2 (yo) i

Osservazione 4.11 Si noti che le ipotesi di questo risultato non possono essere indebolite:
(i) la funzione f : y € (—1,1) — y3 € (—1,1) & biunivoca su (—1,1), C* ma il suo
jacobiano (che in questo caso coincide con la derivata f’(y) = 3y?) non & invertibile in y = 0
ed infatti la funzione inversa g(z) = 23 & continua ma non & derivabile in z = 0;
(ii) la funzione f : A:=={(z,y) € R? : 0 < 22 +y? < 1} — (22 — 9% 22y) € R% ¢
0o 9 . . ,_ (2x =2y
C*(A,R?), ha jacobiano f' = o 2
iniettiva su A (e quindi non invertibile globalmente su A): per ogni (zg,yo) € A si hanno
esattamente due soluzioni di f(z,y) = (xo,yo) e sono date da

. To + Zo To — To
(.’L’,y)—:l:<\/ 2 70\/ 2 ) 9

dove ro:= /22 + y2 e o = segno(yo) se yo # 0 e 1 se yo = 0.

Un’altra conseguenza del teorema della funzione inversa é che funzioni con jacobiano inverti-
bile mandano insiemi aperti in insiemi aperti:

invertibile su tutto 4, f(A) = A, ma f non &

Corollario 4.12 (Teorema della applicazione aperta) Sia A CR"™ e f € C*(A,R") ed
assumiamo che det g—?’;(y) # 0 per ogni y € A. Allora f & una “applicazione aperta”, ovvero,

per ogni aperto B C A Uinsieme f(B):={f(y) : y € B} ¢ un insieme aperto.

Dimostrazione Sia B un sottoinsieme aperto di A e sia & = f (7) per un qualche § € B. Per
il teorema della funzione inversa, sulla sfera aperta Xy attorno a z ¢ definita l'inversa di f,
g, che manda X in Yy C B. Ma questo significa che Xg C f(B) ovvero che l'insieme f(B) ¢

aperto.

4 Diffeomorfismi e integrazione: Il teorema del cambio
di variabili
Teorema 4.13 Sia A C R"™ un aperto misurabile e ¢ € C*(A,R™) tale che'’
¢ ¢ iniettiva in A , det¢/ #0 su A . (4.40)

Allora B := ¢(A) ¢ un aperto misurabile di R™ e se f ¢ una funzione integrabile su B allora
f oo éintegrabile su A e si ha che

[twis= [ o0 det s @)do (4.41)
B A

10Si ricorda che ¢’ = ¢’ (x) denota lo jacobiano di ¢ ossia la matrice con elementi gi” .
J
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In particolare, per f =1, si ha
mis(6(A)) = / | det & (z)|de . (4.42)
A

In questo paragrafo |z| denota la norma del sup in R” (|| = max; |x;|) e, se T' & una matrice,
7| la relativa norma matriciale ([|7'[| = sup ;= [T'z|).

Cominciamo con il seguente

Lemma 4.14 Siano A e ¢ come nel Teorema J.13. Allora

(i) B=¢(A) é un aperto misurabile di R™.

(ii) Per ogni insieme D tale che D C A si ha che 0¢(D) = ¢(0D); se D & misurabile lo ¢
anche ¢(D).

Dimostrazione (i) Ovviamente B ¢ limitato (essendo ¢ continua sulla chiusura di A). Dal
Corollario 4.12 segue che B € un insieme aperto.
Dimostriamo ora che

OB C ¢(0A) . (4.43)
Sia y € JB. Essendo B aperto, y ¢ B ed esistono y, € B tali che y, — v. Siano z, € A
tali che ¢(x,) = Yn. Poiché A ¢ compatto, esiste una sottosuccesione x,, in A tale che

limg o0 Zn, = @ € A. Per la continuita di ¢, ¢(zn,) = yn, — ¢(x), cioe y = ¢(x). Inoltre
x € OA: se fosse x € A, y = ¢(x) apparterrebbe a B ed avremmo una contraddizione. La
(4.43) ¢ dimostrata.

Poiché A & misurabile, la sua frontiera ha misura nulla (2.12); quindi (essendo ¢ uniformemente
Lipschitziana su A) da 2.14—(ii) segue che anche ¢(9A) ha misura nulla e quindi, per (4.43),
anche 0B ha misura nulla; dunque per 2.12 possiamo concludere che B ¢ misurabile.

(ii) Dalle ipotesi (4.40) e dal teorema della funzione inversa segue che ¢ ¢ un omemomorfismo'*
da A su B e questo implica, in particolare, che 9¢(D) = ¢(0D) per ogni insieme D tale che
D C A (cosicché anche D C A). Da 2.14—(ii) e 2.12 segue che se D & misurabile, lo & anche
o(D). 1

La presenza del determinante nel Teorema 4.13 verra chiarito nel Lemma 4.16. Prima di

enunciare tale lemma, ricordiamo le proprieta fondamentali del determinante ed introduciamo
il concetto di parallelepipedo n—dimensionale.

Si ricordi'? che il determinante, visto come funzione delle colonne, & caratterizzato dalle
seguenti tre proprieta: 1) scambiando di posto a due colonne, il valore del determinante cambia
segno, 2) il determinante & una funzione lineare della prima colonna'?, 3) il determinante di
(eM...,e) dove {e?} ¢ la base standard di R™, vale 1. Tale caratterizzazione significa che
se A & una funzione a valori reali e definita su n—nuple di vettori in R™ che verifica

D AGL0D 0@ )= =AW 0@ ) i
2)  A(av® 4+ bw™ 0@ ™) =
=alA(v M, ),...,v("))+bA(w(1),v(2),...,v(")) ,
3) A(eW, ..., e<">) =1, (4.44)
(dove la scrittura simbolica nel punto 1) sta a significare che scambiando 1'i—esimo argomento

lo j—esimo, il valore di A cambia segno) allora A coincide con il determinante, cioe

AW, ..., ™) = det[p™ Zsov(l

O'n )

11 Ossia una funzione continua, invertibile con inversa continua.
128i veda Appendice B.
13E dunque, per 1), il determinante & una funzione lineare della j—esima colonna, con j qualunque.
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dove la sommatoria ¢ estesa a tutte le permutazioni o dell'insieme {1,...,n} e &, denota il**
“segno di ¢”.

n)

Siano, ora, v ..., v(™ n vettori in R™ e sia T := [v™M),...,v(™] la matrice che ha come

j—esima colonna le n componenti, vgj), di v\,
Definizione 4.15 Si chiama “parallelepipedo con lati vV, ... v(") 7 (o anche “parallelepipedo
generato da vV, ..., v ) Vinsieme

n
MW, .. 0™):={yeR": y= ijv(j) con 0<z,;<1,Vl<j<n}. (4.45)
j=1

Sex € R", Te =31, x;v), dunque da tale definizione segue immediatamente che
(D, ...,0™) = Tk, , <T =W, . o™] Ky =0, 1]”) . (4.46)

Lemma 4.16 Sia T una matrice (n x n) e Ky = [0,1]". Allora'®
mis,, (TK;) = |det T . (4.47)
Inoltre se R un rettangolo limitato di R™ si ha
mis,, (TR) = | det T| mis, R . (4.48)

Dimostrazione Il caso n = 1 (e quindi T’ € R) & immediato essendo T'[0,1] = [0,T] se T >0
e [T,0] se T < 0, la cui misura & |T'| in entrambi i casi.

Consideriamo n > 2. Identificando una n-pla di vettori in R™, (v(l), ...,v(”))7 con la matrice
T :=[vW, ..., 0], definiamo

Ao(v®, ..., 0™ := mis (H(v(l), ...,v(")) , (4.49)

A(T) = segno (det T') Ao(T) . (4.50)

Si noti che se det T = 0, TI(T") & contenuto in uno spazio vettoriale di dimensione m < n e
dunque , in tal caso, mis(II(T")) = 0 e A(T) = 0.

Per dimostrare (4.47) bastera dimostrare che la funzione A verifica 1), 2), 3) di (4.44) cosicché
si avra A(T') = det T e prendendo il modulo di tale relazione si otterra (4.47).

Dalla definizione di (v, ..., v(™) segue che

(..., o@D, oW ) =T(.., 09, . 0@ ) (4.51)

e da (4.46) e da (4.50) segue immediatamente che, scambiando due vettori di posto, A cambia
segno: la proprieta 1) & verificata.

E anche chiaro che

L) =K, (4.52)

14 Una permutazione o di {1,...,n} & una mappa uno—uno o : j € {1,..,n} = o; € {1,...,n} e ey &1l
segno di o (cioé (—1)P dove p & il numero di scambi che bisogna fare per ordinare la n-nupla (o1, ...,0n) 0,
pill analiticamente, e = [],; segno(o; — o).

158i noti che (4.47) & un caso speciale di (4.42) prendendo z € R™ — ¢(z) = Tz (essendo ¢/ =T) e A = R..

16Useremo qui la convenzione che segno (0) = 0.
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e dunque A(e™), ..., e(™) = 1 e cioe vale la proprieta 3). Piu delicata ¢ la verifica della linearita.
Cominciamo con I'osservare che se p & un intero positivo, notando che [0,p] = {z1p: 0 < 1 <
1} = U, (i~ 1)+ 0,1},

I(poM @ M) = {xlpv(l) + ijv(j) 0<z; <1}
=2

{(i =14 z1)0® + ijv(j) 0<gz; <1}
j=2

|
at

@
Il
-

|
C=

((i —1)o® 4 IO, ...,U<n>>) . (4.53)

.
Il
-

Poiché l'insieme nell’ultima riga di (4.53) & formato dall’unione di p insiemi di eguale misura
(essendo la misura invariante per traslazioni) aventi in comune solo insiemi di misura nulla
(“facce” dei parallelepipedi), si ha che la misura di TI(pv™, v, ...) & p volte la misura di
M(vM, 0@ .); cioe

Ao(av(l), ey v(")) = aAO(v(l), e v(”)) (4.54)
vale con a = p intero positivo. Ora se det T > 0 da (4.54) segue
AavW, . 0™y = aAWD, .. 0™M) (4.55)

e se det T < 0, per (4.54) si ha che
A(av(l), ...,v("))

—Ao(av(l), ...,v("))
—alo(v®, ..., 0™)
= aAWW, .., 0™) (4.56)

il che dimostra la (4.55) per ogni T'. Ora,
1 1
AD, . o™)y = A(p oW, . 0™y = pA(=oD), . ™) (4.57)
p p
1

e quindi (dividendo la (4.57) per p, si vede che) (4.55) vale anche per a = - con p intero

positivo. Combinando questi due fatti si ottiene subito che (4.55) vale per a numero razionale
positivo. Dopodiché osservando che, se 0 < a < 8

M(av®D, ...,0o™) C TI(BoD), ..., 0™) (4.58)

si ottiene facilmente (4.54) per a € (0, 00): basta infatti considerare due successioni monotone
di numeri razionali positivi, a; < a < a} che tendano, rispettivamente da sinistra e da destra al
numero reale a, ed usare (4.55) per razionali positivi che insieme alla relazione (4.58) implica

aZ‘AQ('U(l), ...,v(")) < Ao(av(l), ..,v(")) < a;Ao(U(l), ...,v("))

e prendendo il limite per ¢ — oo si ottiene (4.54) con a numero reale positivo. Da (4.54) segue
la (4.55) quando detT > 0 e, nel caso detT < 0, la (4.55) per a > 0 segue da (4.56). Per
a =0, (4.55) deriva immediatamente dalla definizione, essendo det[0,v(?),..,v(™)] = 0. Infine,
sea=—1,

n
o 4 T1(—0W, ... 0™ {@ = z)® + ijv(j) :0<x; <1}
j=2

= (W, .. v™) (4.59)
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e dunque, essendo il segno di det(—v (), ..., v(™)) opposto a quello di det(v(V), ..., v(™), si ottiene
(4.55) con a = —1. Infine se a & un numero reale negativo, a = —|al, si ottiene

A(avD, . 0™) = —A(lajoD, ..., 0™) = aA (WD), ..., 0™)

)

quindi (4.55) & vera per ogni a € R.
Usando la (gia dimostrata) proprieta 1) si ottiene immediatamente che

AW, . av) o™y = aA@D, 0™ (4.60)

per qualunque 1 < j < n.
Resta ora da dimostrare

Aw+w,v?, . v™) = A(v,0?, ..., 0™) + A(w, 0P, ...,0™) . (4.61)

Cominciamo col discutere un caso particolare di (4.61) e cioe v = v w =@ (in qual caso
il secondo addendo a destra di (4.61) & nullo per definizione di A), ossia, dimostriamo che

Aw® 4 0@ @y = A @ M) (4.62)

Se det T = det[v™), ...,v(™] = 0, la (4.62) & chiaramente vera. Assumiamo che detT > 0 e
introduciamo i seguenti “prismi”

Dy = {.’IJEKl Z.’Eggaﬁl} , Do:= {.’IJEKl Z.’EQZQEl} , Ds:= 6(2)+D1 (463)

e si noti che mis(D; N Dy) = 0, mis(Dy N D3) = 0; che (e, ..., e(™) = K, e che

He® +e@ @ ey = {ze® 4+ (21 +z0)e® +--- | 0< a; <1}
= {x16(1)+ye(2)+-~-,0§x1§1,x1§y§1—|—x1,...}
= {x16(1)+ye(2)+~~,()S:z:lgl,xlgygl,...}u
{zre® +(1+y)e® +-- , 0<21<1,0<y<myp,..}
= DU (e<2> +D1) —: Dy U Dy (4.64)

Si ricordi anche che, se T' = [v(l),...,v(”)], Tel® = v e che, per ogni A € Mat(n x n),
AT = [AvD) | ..., Av(M] e ATI(T) = TI(AT). Quindi,
(W, ..., 0™ =TK, =TD,UTD, ,
H(v(l) + 0@ @ v(")) = H(Te(l) +Te® Te® ., Te(”))
= H(T(e(l) +e@ @ e(")))
= Tn(e(l) +e@ @ e("))
=TDs;UTDs3
=TDyU (v® +TDy) .
Quindi, poiché mis(T'D; NTD3) = 0 e mis(T' Dy NTD3) = 0 (essendo © — Tx derivabile) e
poiché la misura ¢ invariante per traslazioni, si ottiene
mis (II(v + 0@, 0@ vM)) = mis(TD,) + mis(T'D;)
= mis (H(v(l), @ o™y
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il che dimostra (4.62) nel caso det T' > 0; poiché det[v}) + v v ] = det[v™, v . ], il
caso det T' < 0 segue immediatamente. Combinando (4.62) con la proprieta 1) si ottiene

A 400 @y = A @ o) (4.65)

per ogni 2 < j < n. Sia ora @ un numero diverso da 0. Allora da (4.60) (con j = 2) e da
(4.62), si ottiene

AD +av® 0@ M) = 1A(v(l) + av®, av?, ..., 0™)
a

= 1A(v(l), av? .., v(n))

a
= AW, @ o™, (4.66)

)

Naturalmente per a = 0, 'uguaglianza tra il primo e 'ultimo membro di (4.66) ¢ banalmente
vera. Usando ancora la proprieta 1), otteniamo, per ogni 2 < j < n, e per ogni a € R,

A(v(l) + av?) @), ...,v(”)) = A(v(l),fu@), ...,v(”)) ; (4.67)

da tale relazione segue facilmente che, per ogni a;,

NS +Zajv(j),v(2),...,v(")) = A, @ M) (4.68)
j=2

che equivale alla (4.61) nel caso in cui w appartenga allo spazio generato da {v\?),j > 2}.
Naturalmente se v®, ..., v(™ sono linearmente dipendenti (4.61) & banalmente vera, essendo
entrambi i membri a sinistra e destra dell’uguaglianza nulli. Assumiamo dunque w =: v(}),
v@ .. v linearmente indipendenti, cosicché v, ... v(™ forma una base in R™. Allora
esistono n costanti a; tali che v =>"7_ a;® ed usando (4.67) ed (4.55),

A +w, 0@, ... v™)

= A(Z a;iv® + oM @ ™)

i=1
= A((1 4 ay)o™ + Zaiv(i),v@), oy v(™)
i=2
=A((1+ al)v(l),v@), ey v("))
= (1+4a) AW, 0@ . 0™)
= A(v(l), v?), ...,v(”)) + A(alv(l),v(z), ...,v(”))

=AW @ ™)+ Afa 0™ + Z a;v®, 0@ v(")))
i=2

= A(’U,’U(Q), ...,v(")) + A(w,v(Z), ceny U(")) .
Questo completa la dimostrazione della proprieta 2) e quindi, per quanto discusso sopra, vale
(4.47).
Sia ora R il rettangolo [0,b1] x -+ x [0, b,] con b, > 0.
Allora R = AK; dove A = diag (b, ...,b,) e quindi

mis(TR) =mis (T(AK1)) = mis (TA)Ky) = |det(TA)|
= |detT| |det A| = |det T|(bybs - - - b,) = | det T mis(R) .
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E poiché, se a = (aq, ..., an),
[a1,b1] X+ X [an,bp] = a+[0,b1 —aq] X -+ x [0,b, — ay)
dall’invarianza della misura per traslazione segue che
mis(TR) = | det T'| mis(R) (4.69)

per ogni rettangolo in R™. i

Dimostrazione (del Teorema 4.13). Sia §(z) := |det ¢'(x)|. Dividiamo la dimostrazione
di (4.42) in quattro passi:
(1) per ogni cubo chiuso D C A, vale

mis(¢(D)) = / 5(x)dz | (4.70)

(2) la formula (4.70) vale anche se D & un qualunque insieme misurabile contenuto in A.
(3) per ogni insieme elementare D C A si ha che

/¢(D)f:/Dfo¢6. (4.71)

(4) vale (4.41) (e quindi (4.42)).
(1): Sia D un cubo chiuso contenuto in A. Possiamo scrivere per ogni € D ed ogni h tale
che xo + h e D

¢(xo + h) = d(zo) + &' (z0)h + O(h, z0) (4.72)

con

0(h, z0) := {/01 (qb'(a:o +th) — ¢’(x0>)dt}h (4.73)

(si noti che D ¢ un insieme convesso e quindi il segmento {zo + th : t € [0,1]} ¢ interamente
contenuto in D). Fissiamo € > 0 e sia s > 0 tale che

5@) ~ sl <, |

¢'(z) — ¢’(y)H <e (4.74)

per ogni z,y € D tali che |x —y| < s. Da (4.74) e (4.73) segue che, per ogni x € D, x+h € D
con |h| <s
|0(h, x)| < |hle . (4.75)

Sia P una partizione di D in cubi di lato 7 con r < s. Introduciamo la seguente notazione:
indichiamo con K,(x) il cubo chiuso di lato p centrato in « ovvero:

K@) :={y: ly—a/<F}. (4.76)

Dimostriamo che esiste una costante ¢; > 0 indipendente da ¢ tale che, per ogni cubo K =
K, (x9) € #Z(P) della partizione P,

TKr(l—cls)(yO) - ¢>(K) c TKT(1+61€) (yO) ) (477)
dove T := ¢/(z0) e yo = T 1¢(x¢). Riscriviamo la (4.77) come

Kr(lfcls)(/yO) c T_l(b(K) c Kr(1+c18)(y0) : (478)
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Poiché la mappa x* — T '¢(x), su D = D C A, & continua, invertibile ed aperta, per il
lemma 4.14 si ha che

( ) T=16(0K) (4.79)
Se z € K, ciog, se & = xg + h con |h| = 5, usando (4.72) (moltiplicata per T—1), si ottiene

T-Y6() = yol = |h+T0]
bl = [T76] = 5 — [T

V

v

r _
(=T ) (4.80)
dove, nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato (4.75). Se poniamo
er = supl|(6) | (4.81)
D

otteniamo che un punto sulla frontiera di 7-1¢(K) ha distanza (in norma del massimo | - |)
almeno 5 (1 — c1€) da yo e quindi

KT(I—ClE) (yO) c T71¢(K) .
Analogamente, se x ¢ un punto di K, e quindi x = xo + h con |h| < Z,

T~ ¢(x) —yo| = |h+T"0|
< |B|(1+ c1e) < = (1 + 1) (4.82)

N3

ovvero vale anche la seconda inclusione di (4.78).

Sia e > 0 e s come in (4.74). Dimostriamo che esiste una costante co (indipendente da ¢) tale
che, per ogni cubo K = K,.(xg) € D con r < s, si ha

‘§(x0) mis (K) — mis (gb(K)’ = ’ mis (¢’ (z¢) K) — mis (¢(K)‘ < cge mis(K) . (4.83)

La prima uguaglianza & conseguenza del Lemma 4.16. Ora, assumiamo (senza perdere gene-

ralitd) che e < 1 e c;e < 1 ed osserviamo che dalla formula del binomio di Newton segue
che

1=1-cie+ci1e)" < (1—c1e)" +ce, c:=c (n),
( 1 18)" < ( 1€) 1; j
l=1Q+ce—ce)">(1+ce)" —ce.

Quindi, se poniamo yg := (¢'(20)) "1 ¢(z0) € ca := & sup4 | det ¢’ (z)], si ha che

mis (¢ (z9) K) = |det¢(zo)|r"
< |det ¢ ()] ( (1 —cls))n—&-cer"
= |det ¢'(xo)| mis (K (1—cye)(y0)) + c2 & mis(K)
= mis (¢'(x0) Kr(1-c,6)(%0)) + c2 € mis(K)
< mis ((b(K)) + coe mis(K) .
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In modo del tutto analogo si ottiene

mis (¢ (z0) K) > mis (qﬁ(K)) — co e mis(K)
e, dunque, la validita di (4.83).

Ora, sia € > 0 arbitrario e s come sopra e sia P una qualunque partizione del cubo D con
Z(P) formata da cubi R; di lato 7 < s e centro #(). Allora, per (4.74) e (4.83), si ha

‘/Dé—mis(fb(R))‘ = ‘Z/R.(S_Zmis((b(Rj))‘

< ZJ: ]/Rja — §(29)) mis(R,)

+ Z )5@(3‘)) mis(R;) — miS(qb(Rj))‘

< EZmiS(Rj)+C2€ZmiS(Rj)
< mis(A)(1+e)e .

Dall’arbitrarieta di e segue la (4.70) con D cubo chiuso in A.

(2): Sia R un qualunque rettangolo chiuso contenuto in A, sia € > 0 e siano K; cubi come in
2.10. Siano Ry := U;K; e Re = R\R;. Allora!", per (1),

/316 - Z:/If = émi5(¢(Ki)) = mis(¢(R))

da cui

[6-mistom)| = |[ & = mis(6(F)

(stj‘pé—l-L”—i—l)a.

IN

Dall’arbitrarieta di £ segue la (4.70) vale con D = R rettangolo chiuso contenuto in A. Se
D C A ¢ un insieme elementare, la (4.70) segue poiché D & unione di rettangoli chiusi che
hanno in comune al piu insiemi di misura zero. Infine se D C A & un insieme misurabile la
(4.70) si ottiene approssimando dall’interno D con insiemi elementari.

(3): Sia D C A un insieme elementare e siano F ed E’ due rettangoli standard tali che D C E
e C := ¢(D) C E'. Dimostriamo innanzitutto che f o ¢ & integrabile su D. Si noti che

(fod)p=fcod; xpod=x (4.84)

s 1(R) *

Poiché f ¢ integrabile su'® C, per 2.15, esistono due funzioni a scalini s; < fo < sy con
$; = ZCE—Z)XRJ tali che [, (s2 —s1) < €. Siano g; :== s;0¢ =3, cg-z)x(b_l(Rj): tali funzioni

17Gli R; hanno in comune al pili insieme di misura zero; ¢ & un diffeomorfismo e, per 2.14, manda insieme
con misura nulla in insiemi con misura nulla.
18Per ipotesi f & integrabile su B = ¢(A) e quindi & integrabile su qualunque sottoinsieme misurabile di B.



76 Cap. 4 — Diffeomorfismi

sono integrabili su E, g1 < foco¢ = (fod)p < g2 e, per 2.14 (applicata a F = ¢~ 1), si ha
/E p-g = > (¢ = V)mis (o7 (R)))
J
M" Z (05-2) - cg»l)) mis(R;)
J

= Mn/82751§Mn€,
E

IN

dove M ¢ la costante di Lipschitz di ¢—! su'” C. L’integrabilita di f o ¢ su D (ossia, l'inte-
grabilita di (f o ¢)p su E) segue ora da 2.15-(iii).

Dunque, anche (f o ¢)p dp & integrabile su E. Sia ora P’ una qualunque partizione di F’
cosi fine che i rettangoli che intersecano C' (ossia i rettangoli in Z¢(P’)) siano contenuti in
B dove ¢ definita ¢! e cosicché I'unione degli ¢~1(R) al variare di R in %¢(P’) ricoprono
D. Ora, ricordando (4.84), si ha che

/Dfo¢5 - /E(fo¢)DaD
= > /4)-1(R)(fo¢)D§D

REZc (PY)

IA

(s Goon) [ o

RERc(P') ¢~ (R)

= Z (sup fo)mis R
rezo(P) B

= S(fo, P

dove nella penultima uguaglianza si & usato il punto (2) con D sostituito da ¢~!(R). Pren-
dendo l'estremo inferiore su tutte le partizioni P’ di E’, segue che

/DfoMS/Cf-

La disuguaglianza inversa si dimostra in maniera del tutto analoga.

(4): Poiché A & misurabile, la sua frontiera ¢ misurabile ed ha misura nulla. Quindi, fissato
€ > 0, esiste un insieme elementare G O dA di misura minore di €. Definendo D := A\G (che
& un sottoinsieme elementare di A per cui vale la (4.71)) si ha che

freos=fl = 1fu7o0 0= L
/A\D|fo¢ (H_/qs(A\D)'f|

sup |f|(sup d + L™) mis(A\D)
B A

IN

IN

< sup|f|(supd + L") mis G
B A

< sup|f|(supd+ L") e,
B A

19 Si ricorda che se F' € C1(E,R™) con E C R™ chiuso e convesso allora F' & uniformemente Lipschitziana
su E con costante di Lipschitz (rispetto alle norme del sup) maxg ||F’|| (come deriva immediatamente dal
teorema della media integrale: F'(z) — F(y) = [folF(y + t(x — y))dt] (x — y). Si ricorda anche che dal teorema
della funzione inversa ¢~ & C! su B.
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e dall’arbitrarieta di € segue (4.41). i

5 FEsercizi e complementi

Esercizio 4.1 Data la funzione F(y,z) = 2 + 2*y* + sen xy determinare i punti dove & possibile
applicare il Teorema delle Funzioni Implicite.

Esercizio 4.2 Sia F la funzione:
senzy — xy

Fy,z) =z +2°y* +y+

Dire se & possibile applicare il Teorema delle funzioni implicite in (0, 0) ed in caso affermativo calcolare
/ "
y'(0) e y"(0).

Esercizio 4.3 Sia f(z,y):= (sen (z —y?),z* +tan y). Si enunci il teorema della funzione inversa,

si dimostri che f & invertibile in un intorno di (0, 0) e si trovi una sfera su cui & definita la funzione
inversa.

Esercizio 4.4 (i) Si dica quante funzioni continue (x,y) — 2(z,y) soddisfano ’equazione z cosy +
ycosz + zcosz = 1 nell’intorno di (z,y) = (0, 0).
(ii) Si calcolino le derivate parziali delle funzioni di cui al punto (i) (sempre in un intorno dell’origine).

Esercizio 4.5 Si verifichi che le condizioni (4.17) e (4.18) nel Teorema 4.3 possono essere sostituite
da (4.20) e (4.21) con un qualunque « € (0, 1).

Esercizio 4.6 (i) Sia F(y,2) = y*> +2% — 1, con y € R, x € R e si fissi (yo,x0) = (1,0). Si trovino
p ed r tali che (4.17) e (4.18) valgano.

(i) Si dimostri che il valore r = (1/4/2) & il valore massimo che si pud ottenere anche se si usano
(4.20) e (4.21) facendo variare « € (0, 1).

Esercizio 4.7 Sia F: (y,z) € R* x R = F(y,z) € R? definita come

Fi(y1,y2,2) = senx + e”y1 + zsen (y172) ,
Fa(y1,y2,2) = 3lz| +y2 +yi (4.85)

e sia (Yo, o) := (yo1, Yoz, zo) = (0,0,0). Si dica se il Teorema 4.3 & applicabile in un intorno di (yo, o)
e se si si trovino dei valori di p e r per cui (4.17) e (4.18) vengano soddisfatte.

Esercizio 4.8 Si consideri la funzione f : y € R* = f(y) = (f1(v), f2(y)) € R? definita come

fi=wyi+ylcosys,  fa=yatui. (4.86)

Si dica se la funzione f & invertibile in un intorno di yo = (0,0) e se si , si dia una stima di p in modo
tale che valga (4.39).

Esercizio 4.9 Si studi il luogo dei punti {(x,y) € R® : % — cosz = E} al variare del parametro
reale E.

Esercizio 4.10 Sia Eo:={(z,y) € R*: (x —1)® + (y — 1)? = 2} e sia K, il quadrato chiuso di lato
2r centrato nell’origine. Dimostrare che nell’intorno di (0,0) & applicabile il teorema delle funzioni
implicite ma che non esiste r > 0 tale che Fy N K, possa essere espresso come grafico di una funzione
delle x o delle y.



78 Cap. 4 — Diffeomorfismi

Esercizio 4.11 Siae > 0 e f(z):=x + eg(z) con z € R" e g € C*(D,R"™), dove D:={x € R™ :
|| < 1}. Trovare go > 0 tale che f sia invertibile (con inversa C') su D.

Esercizio 4.12 Si dimostri che 1) e 2) di (4.44) implicano che A & lineare rispetto al j—esimo
vettore, con j arbitrario.

Esercizio 4.13 Si dimostri che se A = A(v™V, ..., v(™) & una funzione definita su n-nuple di vettori
in R" che verifica (4.44), allora A(v®, ..., 0™) = det[o™, ..., v(™)].

Esercizio 4.14 Sia R:={a1,b1] X -+ X [an, bn] € si dimostri che R = UK con K cubi chiusi tali
che m(K; N K;) =0se i # j.

Esercizio 4.15 Sia A C R™ un aperto e sia ¢ € C'(A,R™). Dimostrare che ¢ & invertibile con
inversa C! se e solo se ¢ ¢ iniettiva e det ¢’ % 0 su A.

Esercizio 4.16 Sia F(y) la trasformazione inversa della ¢ del Teorema 4.13 cio¢
F:yeB:=¢(A) 2ac=F(y)€A. (4.87)

(i) Dimostrare che la coppia B e F verifica le ipotesi del Teorema 4.13.
(ii) Dimostrare che se g ¢ una funzione integrabile su A = F(B), allora si ha

0
/Ag(x)dx = /Bg o F(y) - | det a—j(y)!dy . (4.88)

Esercizio 4.17 (Coordinate polari in R?) Sia B:= (0, R) x (0,27) e F : B — R? definita da
F:(p,0) e B—x=(pcosh,psend) . (4.89)

(i) Dimostrare che F' e B verificano le ipotesi del Teorema 4.13 e calcolare, in particolare, lo jacobiano

‘Z—I; ed il suo determinante (qui y:=(p,0)).

(i1) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.
(iii) Qual & 'immagine, secondo F, di un rettangolino [r,r + s] x [0,0 + o]?

Esercizio 4.18 (i) Si dimostri che
/ e dz = VT (4.90)
(ii) Si dimostri che

/ e P dy = 1% (4.91)
R
Esercizio 4.19 Per ogni m € N, si calcoli I, ::/ e da.

o

Esercizio 4.20 Sia A:=By:={z € R*:0< |z| < R} e sia
o(x) = (x] — 23, 22122) .

(i) Si dimostri che § :=|det ¢’| > 0 per ogni z € A ma che
/6 dr = 27 R*
A
$(A) = Bye = m(¢p(A)) = TR* .

(ii) Si spieghi perche non vale la tesi del Teorema 4.13.
(iii) Si trovi un insieme A’ su cui, invece, valga la tesi del Teorema 4.13.
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Esercizio 4.21 (Coordinate polari in R?) Sia B:= (0, R) x (0,27) x (0,7) e F : B — R® definita
da
F:(p,0,¢) € B— x = (pcosfsen), psenfsentp,pcosi) . (4.92)

(i) Dimostrare che F' e B verificano le ipotesi del Teorema 4.13 e calcolare, in particolare, lo jacobiano

‘Z—I; ed il suo determinante (qui y:=(p,0,v)).

(i1) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.

Esercizio 4.22 (Coordinate cilindriche in R®) Sia B:= (0, R) x (0,27) x (—~h,h) e F: B = R®
definita da
F:(p,0,z) € B—x=(pcosb,psenb,z) . (4.93)

(i) Dimostrare che F' e B verificano le ipotesi del Teorema 4.13 e calcolare, in particolare, lo jacobiano

%—5 ed il suo determinante (qui y:= (p, 0, 2)).

(i1) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.

Esercizio 4.23 (Solidi di rotazione in R*) Sia Ey C (0,00) x R un insieme misurabile di R? e o
un numero in (0, 27]. Si dimostri che

E:={(x,y,2) €R*: z=pcosh, y=psenh, con (p,z) € Ey, e €[0,a]}
& un insieme misurabile in R® e se ne calcoli il volume in termini di un integrale doppio su Eq.

Esercizio 4.24 Si calcoli il volume del toro solido ottenuto ruotando un disco di raggio r attorno
ad un asse a distanza R > r dal centro del disco.
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Capitolo 5

Proprieta locali di funzioni
regolari

1 Formula di Taylor

Sia 79 € R™ e f una funzione di classe C*({zg}) (ovvero f & continua assieme a tutte le sue
derivate parziali di ordine p con p < k in un intorno di zp). Per ogni p < k, definiamo il
tensore delle derivate di ordine p, DP f(x(), come la applicazione multilineare che a p
vettori in R™, €., £) associa il seguente numero:

D7 (o) : (61, €W)) € R o X R™ = DP f(wo) (€, ..., £7))

- Y o

Si noti la differenza tra gli oggetti 02 f(zo) con a = (o, ..., o) vettore a componenti interi
non negativi e D? f(xg) con p numero intero non negativo: il primo simbolo denota un numero
(il valore della derivata parziale di ordine ay +- - -+ «, fatta ay volte rispetto a z1,..., a, volte
rispetto a x,, e calcolata nel punto xg) mentre il secondo simbolo denota una applicazione
multilineare.

Esempio 5.1 Sia f = l%iﬁg, Ty = (171)v o = (1a3)7 p =3, 5(1) = (LO)? 5(2) = (7171%
€B) = (3,-1) e calcoliamo, rispettivamente,

Opflxo) . e DPf(zo)(6M,6®,69)
In relazione alla prima quantita, troviamo

o*f

= m(iﬁo) = 1203;1.1‘% |$=1’U: 120 y

95 f(wo) :

mentre il valore del tensore delle derivate di ordine 3 di f, si ha (omettendo dapprima la

81
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dipendenza da z)

o f
(D)0, 62,69) = 3 L dee

Ff 2.0
o k=1 leaxjéxkgj gk

2
_ >Pf *f (3)
- - 2 + &
P 0xi0z,  Ox10z20xy
o3 f o3 f o3 f
A - .
0z 0x30x9  Ox10x3

= -3

Calcolando tale valore nel punto zg = (1,1) si ha
DP f(20) (€M, 6@,63)) = 04 40 — 40 = 0.

Per semplificare un po’ la notazione, diamo la seguente definizione: se £ € R™ e k € un intero
non negativo, denotiamo con (£)* la k-upla di vettori (&, ...,&) (ripetuti k volte) e poniamo
()" =1

©F = (.8, (k=21 (§°=1. (5.2)

———
k volte

Proposizione 5.2 (Formula di Taylor) Sia x9 € R™ e f € C*({z¢}) con k > 1. Vale,
allora, per £ € R™ con |€| sufficientemente piccolo, la sequente formula:

k=1 , , L(1 — )kt
o+ = X 5 D Flao) (€ + | S Pt © a6

dove, per definizione, D°f(xq) = f(z0).

Si noti che, dalle ipotesi e dalla definizione di tensore delle derivate, segue che I'integrando in
(5.3) & una funzione continua sull’'intervallo [0, 1]. La formula di Taylor in R” & una immediata
conseguenza del teorema fondamentale del calcolo (in una variabile) e della formula (2.49).
Dimostrazione Se F ¢ una funzione di una variabile e di classe C*([0,1],R) dal teorema
fondamentale del calcolo segue che

S F®0) (1 — )kt
F(1):p§o , +/0 WF(’“)(t)dt. (5.4)

Infatti, se k = 1 (5.4) & esattamente il teorema fondamentale del calcolo e, se k > 2, integrando
per parti', si ha che

L1 k-1 (k—1) L1 —¢)k—2

Iterando tale relazione si perviene a (5.4).

IE lintegrazione per parti non & altro che una conseguenza immediata del teorema fondamentale del
calcolo.
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Dalle ipotesi della proposizione segue che esiste una sfera, B, di raggio p e centro xy tale
che f € C*(B). Fissiamo & € R™ cosicché |¢| < p. Sia ora F(t) la seguente funzione di una
variabile reale a valori in R

F(t):= f(zo + &) . (5.6)
Dalle posizioni fatte e dal punto (i) dell’Osservazione 2.15 segue che F' € C*([0,1]): Infatti

da (2.49) (applicata con f(t):=xq + t&, per cui f'(t) = £) segue che

F/(t) = Vf(xo + tg) <& ::le(SCo + tf) &= Z&%(Io + tf) ; (57)
i=1 ¢

tale relazione ed una seconda applicazione della formula (2.49) alle n funzioni f,,(xo + t&)
implicano

F'(t) = Zlf Zl aj;*’;j(xo +6) & =D f(wo +1€) (€)° . (5:8)
i=1  j=
0, piu in generale, per ogni 0 < p <k
F@)(t) = D? f (o +1£)(€)" - (5.9)
A questo punto l'asserto deriva da (5.5). i

Se f € C?({z¢}), denotiamo con P;(&; z¢) il polinomio di Taylor di ordine j della funzione
f nel punto zq e nelle n variabili &;,...,£, (cioé nelle n componenti del vettore £):

Py(&;0) = Z% DP f(ao) () ; (5.10)
p=0""

e raccogliamo nel seguente corollario alcune conseguenze immediate della formula di Taylor.

Corollario 5.3 Nelle ipotesi della Proposizione 5.2 valgono le sequenti affermazionsi:
(i) (“Formula di Taylor con resto di Lagrange”)

Flxo+€) = Pea(€ o) + 1 DFF)(E | (5.11)

dove y € un punto sul “segmento aperto” I che unisce xog con xg+ E:
I'={zx eR": z=a¢+1t{ con te(0,1)}; (5.12)
(ii) (“Ordine di infinitesimo del resto”)

Ry (& 20) := f(zo + &) — Pu(& 0) = o(|¢[F) (5.13)

e (§,z) = Ry(& ) ¢ una funzione continua in un intorno di (0, zo).
(iii) (“Stima del resto”)

Ry—y:=f(z0 + &) — Peo1(&20) = O(IE]7)
o piu precisamente

Mn3
gk (5.14)

M
| Bl < k!

< glél’f <
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dove, come al solito, |-|; denota la “norma 1”7 in R™ (|€]1 := > |&|) e, se i1, ..., i sono k indici
che variano tra 1 ed n, la costante M ¢ definita come (si ricordi (5.12))

orf
M:= sup sup ‘7
i1,0.00, €T axh T axw

(x)’- (5.15)

(iv) (“Teorema del valor medio in R™”)

Nelle ipotesi della Proposizione 5.2 con k =1 si ha che

f(zo +€) — f(zo) / F (o +6) - € dt

= )¢, (5.16)
dove y € I e I & definito in (5.12).

Dimostrazione

(i) Se g(t) & una funzione continua su [0, 1] si ha che

11 _ p\k—1 1 1 T
/O(l(kt)l)!g(t) dt:%/O 9(1—8?)ds=%)7 (5.17)

dove 7 & un qualche punto nell’intervallo (0, 1): nel primo passaggio si ¢ fatto il cambiamento
di variabile s = (1 — t)*, mentre il secondo passaggio & conseguenza del teorema del valor
medio (in una variabile e forma integrale?). L’asserto in (i) segue ora da (5.17) applicato alla
funzione F*)(t) con F definita nella dimostrazione della Proposizione 5.2.

(ii) Dalle ipotesi segue che qualunque derivata di ordine k (ovvero 9% f(x) per qualunque
a:=(aq,...,a,) € N™ tale che > | a; = k) & continua in z. Dato ¢ > 0, esiste § tale
che |02 f(x) — 0% f(xo)| < (k!/n*/?)e per qualunque o con S ey = k e qualunque z con
| — 20| < d. Allora per ogni [£| < 4, dalla (5.11) del punto (i) e dalla definizione di Py (5.10),
segue che, perun y € I,

1
Ri = SIDM@)(©F = D f(wo)(©)"]
1 " oFf ok f
- E‘ ) Z 1 |:(9.T11 e Bgcik (y) B (“)xil e 8(Eik (330):| gil o gik
210yl = ’
1 oFf orf
< 5> 1\6% e e e ol COI SRR N
Tl yenny 1=
1 k!
< W€z €Y < e |glF (5.18)

che & quanto volevasi dimostrare. La continuita in € e x di Rg(&; ) deriva immediatamente
dalla definizione e dalle ipotesi.

b
2 “Se t € [a,b] — h(t) € R & una funzione continua allora / h(t)dt = (b — a)h(to) per un qualche
a

to € (a,b)”. Si noti, per inciso, che da (5.17) con g = 1 segue che

1t -kt
E_/O (k —1)! d.
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(iii): La stima su |Rj_1| segue facilmente dalla (5.11).
(iv): La prima uguaglianza in (5.16) ¢ la (5.3) nel caso k = 1; la seconda uguaglianza ¢ la
(5.11) sempre nel caso k = 1.

Osservazione 5.4 (i) La formula di Taylor “al secondo ordine” per funzioni f di classe
C?({z0}) viene usata spesso nella seguente versione. Se f € C?({z¢}), si definisce la matrice
hessiana di f nel punto z( la matrice simmetrica (n X n) costituita dalle derivate seconde di

fin xo:

1" (o) ::< o ( ))zj:1n (5.19)

Zo
8371‘85(}]‘

Dal punto (ii) del Corollario alla formula di Taylor segue che

Flao+€) = Flwo) + /(o) - €+ 5 f(w0)6 € + o((€P) . (520)

(ii) Un’altra versione della formula di Taylor usata frequentemente si ottiene raccogliendo i
termini comuni in DP f (§)P. Infatti, in DP f (£)P, appaiono le derivate di ordine p nella forma

__oF (5.21)
Oxj, -+ 0xj,

dove gli indici ji,...,j, variano indipendentemente tra 1 e n. La (5.21) puo essere riscritta
come 0% f dove a:=(ay, ..., ) € tale che a3 + -+ + o, = p e a3 € il numero di indici j; in
(5.21) che assumono il valore 1, ag & il numero di indici j; con valore 2, etc. Un esempio (con
n=4ep=>5) ¢ dato da

0 J (3,1,0,1) ¢
j— 8 Iy
8$18I43I26$18I1 z

(quiji =1,50=4,j3=2,j4=1, j5 =1 e quindi « = (3,1,0,1)). D’altra parte, in generale,
vi sono varie scelte degli indici ji,...,j, tali da ottenere la stessa derivata 0% f: il numero di
tale scelte é esattamente il numero di modi in cui si possono ripartire p oggetti in n gruppi
formati, rispettivamente, da o1,...,o, oggetti. Un calcolo combinatorio elementare® mostra
che tale numero e | |

pt_fatetan)t (5.22)

agl- - ap! agl-ap!

E convenzione usare per vettori o € N™ la notazione |«| per la norma |- |; cioe (essendo tutte
le componenti di o non negative) per ay + - - - + ay,. Inoltre sono comuni le seguenti notazioni:
se a € N e £ € R" si pone

n n n
|a|::2ai, a!::al!u-an!::Haj!, Exi=L e ::Hﬁ?j . (5.23)
i=1 j=1 j=1

In vista della discussione che ha condotto a (5.22) e delle convenzioni (5.23), si ottiene
Iidentita

Do) er = Y Bonro e (5.24)

aeN”: |a|=p

3Si ricordi che il coefficiente binomiale (5) ¢ il numero di modi di ripartire p oggetti in due gruppi formati

rispettivamente da a oggetti e da p — a oggetti.
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Dunque il polinomio di Taylor di ordine k di una funzione f € C*({x}) prende la forma
. _ 8gf(.’130) a
IAGENENEDY - & (5.25)
aeN": |a|<k
(iii) Si noti che se o € 5 sono due vettori in N™ allora

al 3

— % sea; > B; Vi
_ | ) T M )
P = (a—p)! (5.26)
0, se 3it.c. B; > ay .
In particolare
8 a | o, sea=p
(0;2%)(0) = { 0, altrimenti (5.27)
Tale relazione mostra, tra laltro (e come ci si aspettava), che, se P(x) = Z ez € un

ler| <K

polinomio in n variabili di grado k, il suo polinomio di Taylor in £y = 0 coincide con P stesso.
(iv) Dalla formula di Taylor in una variabile con “resto in forma di Lagrange®”, dalla (5.9)
e dalle dimostrazioni fatte segue facilmente che le ipotesi del Corollario 5.3 possono essere
leggermente indebolite®:

Le tesi dei punti (i), (ii), (iii) valgono assumendo che f € C*~1({z¢}), che le derivate di
ordine (k — 1) di f siano differenziabili in un intorno di x¢ e che le derivate di ordine k di f
siano continue in xg; la seconda uguaglianza in (5.16) vale assumendo che f sia differenziabile
in intorno di xg.

Dal punto (ii) dell’osservazione precedente deriva immediatamente la seguente versione della
Formula di Taylor in R™:

Proposizione 5.5 (Formula di Taylor (II)) Sia 2o € R ¢ f € C*({z¢}) con k > 1.
Vale, allora, per £ € R™ con |€| sufficientemente piccolo, la sequente formula:

flzo+§)
a « 1
= 3 Lf(f‘)) &tk Y %/ (1 —t)*108 f(zo + t€) dt
aeN™: |a|<k—1 o aeN™: |a|l=k 0
o) s
- ¥ ”;(fo) DY 7“’3;(1’) ¢ (5.29)
a€Nm: |a|<k—1 ’ aeNm: |a|=k '
_ 8§f(x0) @ . . _ k
= > & T Ri(&0), Ru(&wo) =o(€) (5-30)
aeN™: |a|<k ’

4 Se F € CF=1([0,1]) e F¥)(t) esiste per ognit € (0,1) allora esiste to € (0,1) tale che

=1 g (k)
F(1) = Z %!(0) + FT(tO) . (5.28)
p=0

(Tale formula segue facilmente applicando k volte il teorema del valor medio di Lagrange applicato alle prime

k—1 k—1
F® (0
k derivate della funzione G(t) = F(t) — g #tﬁ —atf con a = F(1) — g F®)(0)/p! notando che
— p: —
p=0 p=0

G® (0) = F®)(0) per 0 < p < k — 1 e che, per definizione di a, G(1) = 0).

5 Tali ipotesi, infatti, sono sufficienti per provare la (5.9), che, grazie alla formula di Taylor in una variabile
con “resto in forma di Lagrange” da immediatamente la (5.11) e la (5.14). Nella (5.18) (che & la dimostrazione
della (5.13)) si & usata la continuita delle derivate parziali di ordine k nel solo punto zg.
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dove y:=xo + to€ per un opportuno 0 < to < 1; la funzione Ry (&;x) é continua in un intorno
di (0, $0).

Dimostriamo ora come la relazione (5.13) (o, equivalentemente la relazione (5.30)) caratte-
rizza completamente il polinomio di Taylor per una funzione f. Iniziamo con un risultato
preliminare:

Lemma 5.6 (i) Sia P(z) =}, <) @ax® un polinomio di grado k. Allora P =0 se e solo
se aq = 0 per ogni a. a
k
ii) (caso n = 1) Sia t — ¢(t) una funzione tale che g(t) = a;t? +o(|t|F) e tale che g(t) =0
J
j=0
per |t| < . Allora a; = 0 per ogni j.

(iii) (caso n > 1) Sia k un intero non negativo e sia f una funzione tale che

f(z) = Z o ® +o(|z|") | (5.31)

aeN™: |a|<k
con a, € R. Se f =0 in un intorno di x = 0 allora a, = 0 per ogni «.

Dimostrazione (i) Il “se” & ovvio. Il “solo se” deriva dalla formula (5.27).
(ii) Per induzione su k. Se k =0, 0 = 7yn(lJ g(t) = ag. Assumiamo la tesi vera per 0,...,k — 1.
—
k—1
Allora poiché ag = 0, g(t)/t = Z ajs1t? +o(|t|* ') e quindi per Iipotesi induttiva (applicata
j=0
alla funzione g = g(t)/t per t # 0 e §(0) = 0), si ha che a; =0 per ogni 1 < j < k.
(iii) Supponiamo per assurdo che a, # 0 per un qualche |a| < k. Dal punto (i) segue che
il polinomio P(z):= Z aox® non ¢ identicamente nullo e cio¢ che esiste zp € R™ tale che
o<k
P(z0) # 0. Sia g(t) := f(tz) = P(tx) + o(|t|¥) :=p(t) + o(|t|¥); per il punto (ii) p:=0 e quindi
0 = p(1) := P(xp) portando ad una contraddizione.

Infine, si ha il seguente risultato di unicita del polinomio di Taylor per funzioni C*({zo}):

Proposizione 5.7 Sia f € C*({z0}) e tale che

flao+8 = DY aa & +o(l¢") (5.32)

aeN”: |a|<k
allora esistono le derivate parziali fino ad ordine k in xqg e si ha

02 f (o)

Qo = ———— .
ol

Dimostrazione Dalla (5.30) segue che f(zg + &) = Pi(&; x0) + 7m1(§) dove Py ¢ il polinomio
di Taylor di f e r1(&) = o(|¢|¥); dalle ipotesi su f segue che f(zo+ &) = P laj<k @a §% +12(E)
con 79(&) = o(|€|¥). La tesi segue dal Lemma 5.6 applicato alla funzione

9©) = (D aat® = Pul&30)) +r2() = ra(e) . N

|| <k
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Esempio 5.8 Un esempio di funzione continua (e derivabile) in ¢ = 0, non continua in alcun
intervallo aperto contenente lorigine (e quindi senza derivata in alcun punto eccetto 'origine),
ma con polinomio di Taylor di grado k in ¢ = 0 & dato da f(t) :=t""'x,(t), (dove x , (t) denota
la funzione caratteristica dell’insieme A: x,(t) = 1set € A e x,(t) = 0 altrimenti). In tal

caso il polinomio di Taylor di f di grado k ¢ il polinomio nullo.

Esempio 5.9 (i) Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 5 in (x,y) = (0,0) della funzione
(1+z)¥. Calcolando le derivate fino all’ordine 5 si trova (1+z)¥ = Ps(z,y;0,0) 4+ O(|(x, y)|°)

con
2 2,2 3 4 3,2
Yy Ty ry Ty Ty
P ;0,0) =1 - —
S(Ivyaa) +:Ey D) + 9 3 4 2

(5.33)

(ii) Calcoliamo ora il polinomio di Taylor di ordine 1000 in z¢ = 0 di

f(fl;) = xlxi + (xl +x§)m 5 T € R4 .
Poiché
e’} 500
=Y =Y o),
j=0 j=0
si ha che
1 500
_ 2 2\j 1002
o Z(Il +23)7 + O(|z[7™)
1— (2] +13) =
500 j .
= 2y (§) o s ogerm)
7=0 =0
h ha)!
_ 3 (h1 + ha) 222 4 O(|e[1002) |
hi! hs!
h=(h1,hs)EN?
h14+ho<500
Quindi

!
flx) =225 + Z M(ﬁhlﬂ 2ha 4 y2h1y2hag 2) + O(|2]1002) .

hi! ho!
h=(h1,h2)EN?
h14+h2<500

Da tale relazione e dal punto (i) della Proposizione 5.7 segue che f(x) = Pigoo(z;0) +

O(|z]1992) con Pyggo(z;0) := Z aq,x® e coefficienti a, dati da
a€N?: || <1000

1, ar=1 axa=a3=0, oy =2,
[(0414*04271)/2}'
ar —1)/2]! (aa/2)!

o T e
éa1/2)! (CYQ/Q)' ’

b

ay dispari, as pari a3 =a4 =0,

o pari, ag pari ,a3 =2 ,04 =0,

altrimenti .
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2 Punti critici

Massimi e minimi locali di funzioni di n variabili

In questa sezione discuteremo alcune condizioni legate all’esistenza di massimi o minimi locali
di una funzione scalare® regolare di n variabili reali.

Definizione 5.10 (i) Data una funzione f € CY(E,R) con E C R™, un punto zo in cui si
annulla il gradiente, cioé f'(xg) = 0, si chiama punto critico (o anche “punto stazionario”)
per f.

(ii) Sia f : E CR™ — R. Un punto o € E é un punto di minimo locale (o “relativo”) per
f se esiste una sfera B di centro xq tale che

f(zo) < f(2), YVezeENB. (5.34)

Se in (5.34) wvale il segno di strettamente minore per x # xg, si dice che xo € un minimo locale
in senso stretto. Le stesse definizioni si danno nel caso di massimo locale sostituendo “<”
in (5.34) con “>” (e successivamente “<” con “>7).

Ricordiamo che una matrice (reale) A € Mat(n x n) si dice definita positiva se & simmetrica
e se

AE-€>0, VEeRMN0), (5.35)

in tal caso si scrive A > 0; se in (5.35) vale il segno “>” si dice che A ¢ semidefinita positiva
e si scrive A > 0; se in (5.35) vale il segno “<” (rispettivamente “<”) si dice che A ¢ definita
negativa (rispettivamente semidefinita negativa) e si scrive A < 0 (rispettivamente “A <
O”).Y

Proposizione 5.11 Se E ¢é un aperto di R™ valgono le sequenti affermazioni:

(i) Condizione necessaria affinché una funzione f € CY(E) abbia un punto di minimo o
massimo locale in xg € E & che xqy sia un punto critico per f.

(i) Se f € C*(E), x¢ & un punto critico per f e f"(xg) > 0 (rispettivamente “f"(xq) <07),
allora f ha un minimo locale (rispettivamente “massimo locale”) in senso stretto nel punto
Zo-

(iii) Se f € C%(E), x¢ & un punto critico per f e f"(x¢) ha un autovalore positivo ed uno
negativo, allora To non é né un minimo né un massimo locale®.

Dimostrazione (i): Assumiamo che f abbia un massimo locale in xy. Allora, per ogni
¢ € R™\{0} fissato, la funzione di una variabile ¢ — F(t):= f(z¢ + t&) sara definita per ¢
sufficientemente piccoli ed avra un massimo locale in ¢ = 0. Quindi F’(0) = 0 ovvero la
derivata direzionale ¢ f(zo) = 0. Dall’arbitrarieta di £ segue l'asserto.

(ii): dalle ipotesi e dalla (5.20) segue che (per |£| sufficientemente piccolo)

fleo+€) = flzo) + 5 " (w0)€ - €+ ollEl) (5.36)

6Qui & essenziale che le funzioni che si considerano siano funzioni a valori in R (dove c’¢ un ordinamento
naturale).

7 Si ricorda che A > 0 se e solo se A & simmetrica e tutti gli autovalori di A sono strettamente positivi.

80vvero: arbitrariamente vicini al punto critico zg vi sono punti su cui f assume valori strettamente minori
di f(zo) e punti su cui f assume valori strettamente maggiori di f(zo). I punti per cui vale (iii) vengono detti
punti di sella.
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La funzione di n variabili G(z):= § f”(20)z - « & continua sull’'insieme compatto
S ti={r €R":|z| =1} (5.37)

e vi assume (essendo f”(zp) una matrice definita positiva) sempre valori positivi. Dunque,
dal teorema di Weierstrass segue che

min G(z):=A>0. (5.38)

rzesSn—1

Allora, da (5.38), si deduce (per |¢]| piccoli e diversi da 0) che

2
T+ P 510+ )
§

= S0 IR (Clg) + (|'f|' )

> o)+l (3 + 25
> f(xo)

(J€] dovra essere preso cosi piccolo che, ad esempio, |o(|¢[?)|/[£]*> < 3). Nel caso f”(zo) < 0
bastera considerare la funzione — f al posto di f.

f(wo+§)

(iii): Siano A e —p (con A > 0, p > 0) i due autovalori di A:= f”(x¢) menzionati nell’ipotesi
e siano v e w due corrispondenti autovettori: Av = \v e Aw = —pw. Essendo xg un punto
critico per f, dalla formula di Taylor al secondo ordine (5.20) con & = tv si ha’

o(tQ)} .

2

Flao + 1) = f(zo) + gMIof +0(t?) = f(zo) + [ Sl + (5.39)

Poiché la funzione di ¢ tra parentesi quadrate & strettamente positiva se ¢ & sufficientemente
piccolo, sulla retta di direzione v e passante per xo (ovvero la retta di equazione parametrica
{y = xo+tv : t € R}) vi sono punti y arbitrariamente vicini a ¢ tali che f(y) > f(zo). Analo-
gamente, si vede che sulla retta passante per x e di direzione w vi sono punti y arbitrariamente
vicini a xg tali che f(y) < f(xo).

Esempio 5.12 (i) Dati n numeri reali diversi da zero Ai,...,\,, definiamo
fl@):=>Y Na?+ Px)=x-Az+ P(z), (5.40)
i=1

dove!? A:= diag (A1, ..., \,) e P(z) ¢, ad esempio, un monomio di grado d > 2. L’ipotesi su

P implica che le derivate prime e seconde di P in 0 si annullano e quindi I'origine ¢ un punto

critico per f e dalla Proposizione 5.11 segue che tale punto € un minimo se A; > 0 per ogni

1, € un massimo se \; < 0 per ogni ¢ ed € una sella altrimenti.

(ii) Sia f(z,y) = sinh(z? + y*) per (z,y) € R2. Calcolando le derivate si trova che (0,0) ¢
2 o . . .

0 8) Quindi la Proposizione 5.11 non ci permettere di

concludere nulla sul comportamento di f vicino al punto critico. D’altra parte sinh0 = 0 e

sinht > 0 se t > 0 dunque origine ¢ il minimo assoluto di f.

98e & = tw, £ AL = t2v - Av = 2w - v = M2 |v|? e o(|€]?) = o(t?).

10A = diag(A1,..., \n) denota la matrice diagonale (n x n) con elementi di matrice A;; = 0se i # j e
Aip = Ni.

I'unico punto critico e f”(0,0) = <
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Massimi e minimi locali vincolati

Vediamo, in questo paragrafo, un’interessante applicazione del teorema delle funzioni implicite
che permette di risolvere, in certi casi, problemi di massimo o minimo vincolati.

Supponiamo che un insieme compatto in R™ sia dato come l'insieme K :={z : ¢(z) < 0}, con
¢ continua, e sia f una funzione continua su K. Dal teorema di Weierstrass sappiamo che f
ammette massimo e minimo su K ed il problema che ci poniamo ¢ quello di sviluppare dei
metodi che permettano di determinare i punti estremali ovvero i punti di massimo o minimo.
Per far questo assumeremo un po’ di regolarita ovvero assumiamo che f e ¢ siano di classe C'*.
Sappiamo che se un punto estremale & interno a K allora vi si annulla il gradiente di f e questo
permette di selezionare i punti interni candidati ad essere estremali. Cosa possiamo dire se gli
estremali di f sono sulla frontiera di K, che & contenuta nell’insieme Eg:={z : ¢(z) = 0}? A
tale proposito sussiste il seguente risultato dovuto a Lagrange. Prima una definizione:

Definizione 5.13 Sia A un aperto diR" e ¢ € C*(A). Un punto xg € Ey:={x € A: ¢(x) =
0} si dice regolare per Ey se Vp(xg) # 0.

Proposizione 5.14 Siano ¢ e Eq come nella Definizione 5.15 e sia f una funzione C*({zo}).
Se xg € Ey e un punto regolare per Ey ed é un massimo o un minimo relativo di f su Ey,
allora esiste un numero A € R tale che V f(xg) = AV(xo).

A volte, I'insieme {¢ = 0} viene chiamato vincolo.

Dimostrazione Poiché z( e regolare, una delle derivate parziali di ¢ & non nulla in xzg.
Supponiamo, tanto per fissare le idee, che sia la prima variabile: g—i(xo) # 0. Chiamiamo y
la variabile x; e z il resto delle variabili, cioe z = (22, ..., Zp); Yo:=Zo1 € 20 := (T2, -, Ton)-
Dunque %Z)(y"’ z0) # 0 e per il teorema delle funzioni implicite e per la Proposizione 4.8, il
luogo degli zeri di ¢ in un intorno di (yo, 20) ¢ il grafico {(g(2),2) : z € D} di una funzione C*
in un intorno D di zy. Dunque se xg €, ad esempio, un massimo locale per f su FEj significa
che esiste r > 0 tale che f(yo,20) > f(g9(2), 2) per ogni z € D N B,.(2p). Dunque il gradiente
della funzione z — f(g(z), 2z) & nullo in z:

0
51 (9(2),)mey =0

ovvero of 5 o7
9 _
o 00 20) 52 () + 5 (e z0) =0 (.41)
relazione che, in vista di (4.37), diviene
of _of o¢ ~1o¢
9z Wor0) = 5 (00, 20) (5, (0:20)) 57 (90 20) - (5.42)
Ma questo significa che per i = 2,...,n
Of iny =229 ._0f (98 )
Ga (o) =2g . Ni=g (xo)(ay (wo)) . (5.43)

Per i = 1 la (5.43) ¢ ovviamente vera. Il

La Proposizione appena dimostrata implica immediatamente il seguente

Corollario 5.15 (Metodo dei moltiplicatori di Lagrange)

Siano ¢ e Ey come nella Definizione 5.13 e sia f una funzione C*(Ey). Esiste v € Ey e
Ao € R tale che Vf(xzo) = AoVo(zo) se e solo se (xg, \g) € un punto critico per la funzione
di (n + 1) variabili F(z,\):= f(x) — Ap(z).
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Esempio 5.16 Sia f(z) = [[\_;2;, M > 0esia B:={x eR" : 2; > 0e > o, = M}.
L’insieme B & compatto e si vuole determinare il massimo ed il minimo (assoluti) di f su
B. Poich¢ f > 0 su B, i punti della frontiera in cui una delle coordinate ¢ nulla (e sui
quali f = 0) sono punti di minimo assoluto. Poiché f,; = [];,; i, Vf non si annulla mai
all’interno di B; dunque il massimo di f ¢ raggiunto su A:=9B N {x € R™ : z; > 0 per ogni
ieY »,x; = M}. Per trovare i punti critici su A usiamo il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange. Sia F(z,\):= f(z) — A¢(x) con ¢(x) = >3I_, x; — M. Poiche F,; = [],;z; — A
(ex; >0su A) Fp, = 0su Aseesolose f(z) = Az, per ogni j. Dunque 21 = --- = x,. 1
massimo ¢ dunque raggiunto su xo dove xo; = M/n. Vale dunque

(ﬁx)%g%im 2 >0, (5.44)
i=1 =1

relazione nota come disuguaglianza aritmetico-geometrica.

Il metodo sopra esposto si generalizza facilmente al caso di piu vincoli ovvero nel caso in cui
la funzione ¢ che definisce il vincolo sia una funzione vettoriale ¢ € C(R™,R™) (con m < n)
in modo tale che

m
Ey:={¢ =0} = [{¢: =0} .
i=1
Infatti, ’analogo della Definizione 5.13 &

Definizione 5.17 Sia ¢ € C*(A,R™), A CR"™. Un punto zo € Eg:={x € A: ¢(x) = 0} si

dice regolare per Ey se la matrice jacobiana %(mo) ha rango massimo (e cioé uguale ad m).

A questo punto la Proposizione 5.14 diviene

Proposizione 5.18 Siano ¢ e Ey come nella Definizione 5.17 e sia f una funzione C(Ejp).
Se xo € un punto regolare per Ey ed € un massimo o un minimo relativo di f su Ey, allora

esiste un vettore A\ € R™ tale che'’ V f(xg) = A %(mo).

La dimostrazione & una ripetizione parola per parola della dimostrazione della Proposizio-
ne 5.14 (con la giusta interpretazione dei simboli!). Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange
diventa:

Corollario 5.19 (Metodo dei moltiplicatori di Lagrange per piu vincoli) Siano ¢ e
Ey come nella Definizione 5.17 e sia f una funzione C*(Ey). Esiste zo € Ey e A\g € R™ tale
che Vf(zg) = AO%(;UO) se e solo se (xg,Ao) € un punto critico per la funzione di (n + m)
variabili F(x, A):= f(z) — X - ¢(x).

2
Esempio 5.20 Si calcoli la distanza d tra Dellisse £:={z € R* : Z- + 23 = 1} e la retta
R:={x € R?: 71 + 229 = 4}. Si ricorda che la distanza tra due insiemi £ ed R ¢ data da
di =i -yl .
ist (€, R) al;rel£ |z —y|
YyER
Per calcolare d usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange su R* con:

2
1

fay)=le—y*, (2.9 €R®) (@)=
F(z,y,\) = f(z,y) — Mo1(x,y) — Aaga(z,y) .

11 In questa formula, naturalmente, Vf e A vanno intesi come matrici, rispettivamente, (1 x n) e (1 x m)
(ovvero come ‘“vettori riga”).

+a23—1, ¢a(z,y)i=y1 +2y> — 4,
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Eguagliando a zero le derivate rispetto ad x e y di F' si ottiene

2(m1—y1)—)\1%:0
T2 —y2 — Ax2 =0
2(y1 —x1) — A2 =0
Yo —To — Ao =0.

Dalle ultime due equazioni otteniamo 2(z1 — y1) = 22 — y2 e quindi dalle prime due equazioni
segue che x1 = 2x5 (avendo osservato che A; # 0 altrimenti si avrebbe z = y il che &
impossibile essendo £ N R = 0). Da tale relazione, assieme a ¢; = 0, si ottiene che z =
(2/v/2,1/1/2) (avendo scartato, per ovvi motivi geometrici, I’altra soluzione nel quadrante

{; < 0}). Infine da 2y; —ys = 221 — 22 = 3/v/2 e da ¢ = 0 i ottiene y = (§(2+ 2,18

%)) e quindi d =2 ¥2 (2 - V/2).

3 Successioni e serie di funzioni

Sia A C R” un sottoinsieme non vuoto. Una successione di funzioni a valori in R™, { f(®)},
& una mappa che associa ad ogni intero k una funzione f(*) : A — R™.

Definizione 5.21 Sia A CR" e {f®} una successione di funzioni a valori in R™.
(i) Diremo che la successione di funzioni {f*)} converge puntualmente in A a f : A — R™
se

VeeA Ve>0, Tk te |[fFlz)-fla)<e, VE>k. (5.45)

(ii) Diremo che la successione di funzioni { f(®)} converge uniformemente in A a f : A — R™
se

Ve>03kote |fP)-flx)<e, YE>k ,VzeA, (5.46)
ovvero, equivalentemente, se
lim sup |f®)(z) — f(z)] =0 . (5.47)
k—00 zc A

Osservazione 5.22 (i) Chiaramente, condizione necessaria e sufficiente affinché { ()} con-
verga puntualmente ¢ che, per ogni z € A, le successioni {f*)(z)} siano di Cauchy.
(ii) Analogamente, condizione necessaria e sufficiente affinché { f(*)} converga uniformemente
e che

Ve>03kote |fP(x)—fM()<e, Vhh>k ,VzeA. (5.48)

Infatti, se vale (5.48), le successioni {f* ()} sono di Cauchy in R™ per ogni z € A. Quindi, per la
completezza di R™, esiste il limite, per k& che tende ad infinito, di tali successioni; se denotiamo tale
limite f(x), prendendo il limite per h che tende ad infinito in (5.48), otteniamo

If® () - f(z)| <e, VE>ko,VaeA,

che, per l'arbitrarieta di €, & equivalente a (5.47). D’altra parte, se {f(k)} converge uniformemente

ad f in A, vale, ovviamente, la (5.48).

Proposizione 5.23 Sia A C R" e siano f*) € C(A,R™). La successione {f*)} converge
uniformemente in A se e solo se esiste f € C(A,R™) per cui {f*)} converge uniformemente
mAadf.
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Dimostrazione In vista dell’Osservazione precedente I'unica cosa da dimostrare ¢ che se le
f*) sono funzioni continue su A, allora la funzione limite f & anch’essa continua su A. Sia
2o € Aesiae >0 esia ko = ko(e) tale che |f*)(z) — f(z)| < /3 per ogni = € A e per ogni
k > ko. Per continuita di f*0), sia ora § = §(e, o) > 0 tale che |f*0)(z) — f*o) (z0)| < /3
per ogni x € A con |z — zo| < J. Allora, se x € A con |z — zg| < 0,

[f (@) = flao)l < If (@) = FR @) + [fE (@) = F5 (wo)| + |5 (o) — f(z0)| < €,

ovvero f & continua in xg. 1

Osservazione 5.24 (i) Dalla dimostrazione segue anche che se le funzioni f(*) sono unifor-
memente continue su A allora anche f sara uniformemente continua su A, in tal caso, infatti,
il 0 nella dimostrazione precedente dipendera solo da e (si noti che anche k¢ dipende solo da
€).

(ii) Sia B C dA. Se f*) € C(AU B) e {f®} converge uniformemente in A allora {f*)}
converge uniformemente in AU B. La prova segue immediatamente dalla continuita di f*)
su A U B osservando che, in tal caso, sup g |f* — f"| = sup, [f*® — fM|. Ovvero
abbiamo il seguente criterio per estendere la convergenza puntuale a quella uniforme: dunque,
se f) € C(AUB) e se {f®)} converge in A ma per y € B, la successione {f*)(y)} non &
convergente in R™, allora la convergenza su A non & uniforme.

Osservazione 5.25 Si noti che per dedurre 'uniforme convergenza di { f (k)}, anche l'ipote-
si sulla limitatezza di A ¢ di fondamentale importanza: se per esempio poniamo A:=R?, e
f®) (z,y) = (z/k,y/k), allora f*) — 0 puntualmente su A, ma f*) non converge uniforme-
mente a 0 (per ogni k, sup 4 |f*)]| = 00).

I prossimi risultati danno dei criteri sufficienti affinché si possa scambiare 'ordine dei limiti
tra integrazione o derivazione e nel calcolare il limite di una successione di funzioni.

Proposizione 5.26 Sia A sottoinsieme misurabile di R™. Se la successione {fr} € C(A,R)
converge uniformemente ad [ allora

lim /\fk Blde=0,  lim /fk( )dx:/Af(q:)dx. (5.49)

Dimostrazione Sia ¢ > 0. Dalle ipotesi (si veda, in particolare, (5.47)) segue che esiste
ko > 0 tale che, per ogni k > ko,

3

sup | fx(z) — f(2)] <
A

mis A

Da tale relazione segue che

€
< =
/|fk z)lde < /leisAdx &>

il che dimostra la prima relazione in (5.49). La seconda relazione in (5.49) & conseguenza del

fatto che
/f,c da:—/f dm‘</|fk o)de .
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Proposizione 5.27 Sia A un intervallo aperto non vuoto di R e sia {fx} C C1(A). Assu-
miamo che, per o € A e per a € R, limg_,o0 fi(z0) = « € che {f,g} $1a UNA SUCCESSIONE UNi-
formemente convergente su A. Allora fr(x) converge per ogni x € A ad f(x) con f € C1(A)
e {f.} converge (uniformemente) a f' su A. Se A ¢ limitato allora anche {fy} converge
uniformemente a f in A.

Dimostrazione Dalla Proposizione 5.23 segue che esiste g € C'(A) tale che {f}.} converge
uniformemente a g in A. Dalla Proposizione 5.26, dal teorema fondamentale del calcolo e dalla
ipotesi su {fr(zo)} segue che, per ogni z € A,

i (o) = Jim (fulao) + [ ) = a+ / “g(tydt (5.50)

Se denotiamo f(x) tale limite, da (5.50) (ancora per il teorema fondamentale del calcolo)
segue che f € C1(A) e che f’ = g, il che dimostra la prima parte della tesi.

Assumiamo ora che A sia limitato e cioe che A = (a,b). Dato € > 0, esiste kg tale che, per
ogni k > ko,

€ €
| fi(z0) — flzo)| < 30 Sljlp|f1;(x) = (@) < 20b—a) "
Dalla Proposizione 5.26 segue che, per ogni x € A e per ogni k > ko,

[fr(z) = f(2)]

T
0

o) = fao) + [ (5iw) = £@)dy

/.
S §+(b—a)m:

Osservazione 5.28 Si noti che per dedurre I'uniforme convergenza di {f;}, 'ipotesi che A
sia limitato & essenziale: fi(x):=x/k converge a 0 per ogni € R, f,, = 1/k converge a 0
uniformemente su R ma fj; non converge uniformemente a 0 (per ogni k, supg | fi| = 00).

IN

[fuwo) = o)l +| [ 1) = £ @)lay

Serie di Funzioni

Siano A C R™ non vuoto e u®) : A — R™ per ogni k; vogliamo studiare il comportamento
della serie di funzioni f:=5, u® | o pitt semplicemente > u(k).

Studiare il comportamento della serie equivale a studiare la successione delle “ridotte”

n
F =" u® (5.51)
k=0

e dunque tutto cio che si € detto per successioni di funzioni si estende immediatamente a serie
di funzioni f.
Osservando che, per m > n,
m
f(M) _ f(n—l) — Z ulF)
k=n
si ha che una serie di funzioni " u*) converge uniformemente su A se e solo se

o0
lim sup ‘ Z u(k)(aj)‘ =0. (5.52)
k=n

n—oo T€A

Vi & pero un concetto nuovo particolarmente naturale nell’ambito delle serie ed e quello di
convergenza totale:
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Definizione 5.29 Diremo che la serie di funzioni Y u®) converge totalmente su A se e solo
se converge la serie numerica a termini non negativi 3 sup 4 |u®)| ovvero se e solo se

(oo}
lim Z sup [u® (z)] =0 . (5.53)
n—roo T€A
k=n
Osservazione 5.30 La convergenza totale implica la convergenza uniforme. Ovviamente,
poiché per ogni m > n, e per ogni z € A

> ub@)| < ) < )
u ()] < sup |u < sup |u ,

prendendo prima il limite per m — oo (nel primo membro) e poi 'estremo superiore per

zeA,sihaChesu’ u(k)x‘g sup |[u® (z)] .
Ap;:% (z) ;Z%Ap' ()]

Come e naturale aspettarsi vi sono esempi di serie che convergono uniformemente, ma non
totalmente, su di un insieme:

Esempio 5.31 Si consideri la serie Y uy con u : R — R data da uy(z) := 2% /k . Tale serie
converge assolutamente'? se |z| < 1, converge “condizionatamente” (criterio di Leibnitz) per
x = —1 e non converge se x = 1 oppure |z| > 1. Vediamo che tipo di convergenza si ha
nell’“intervallo di convergenza puntuale” e cioe¢ in [—1, 1). Poiché, per a > 0,

sup i

xk‘ ak
| B
e|<a | K

si ha che Y uy converge totalmente in {|z| < a} se a < 1 mentre non converge totalmente in
insiemi della forma [—1,a) o [—a,1) con a < 1. Invece, poiché per —1 < z < 0 e per m > n,

si ha che®? . .
& - Ed z" _ 1
= _1k7’<7<f,
‘kz_;k‘ ’kz_;( ) k1= n —n

si ha che Y uy converge uniformemente in [—1,0] e, ricordando I’Osservazione 5.30, quindi
su [—1,a] per ogni 0 < a < 1. Naturalmente, per il punto (ii) dell’Osservazione 5.24, non
converge uniformemente in [a, 1) (essendo > ui(1) = > 1/k = o0).

4 Serie di potenze e funzioni reali-analitiche

Si consideri la “serie di potenze” ) . an(x—xo)" dove x ¢ una variabile reale e zg e a, sono

. C o R . . N
numeri reali dati. Il problema ¢ studiare la convergenza della successione » " a,(z — 2o)"
per N — oo per valori di z in un intorno di xg.

Teorema 5.32 Sia'! R:= (limsup |an|%)_1 . La serie Y an(x—x0)™ converge assolutamen-
te se |x — xo| < R e non converge se |x — xo| > R.

12Per convergenza assoluta si intende la convergenza puntuale della serie 37 [u(*) ()] .
13 Se {ap} & una successione monotona di numeri non negativi, non crescenti che tendono a 0, allora
m k
|Zk=n(71) (lk| S an.
14 Adottiamo qui la convenzione che R = 0 se il limite superiore & +00 ed R = +oo se il limite superiore & 0.
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Dimostrazione Si ha:
lim sup(|ay, ||z — xo\")% = |z — zo|lim sup |0Ln|717 =z - x0|§
e il teorema segue dal criterio della radice per serie numeriche'®. 1
Definizione 5.33 Il valore R =: p(f) € [0,00] definito nel Teorema 5.32 prende il nome di
raggio di convergenza della serie di potenze f = a,(x — z)".

Esempio 5.34 E immediato verificare che'®

(1) p(izz)zoo, (2) p(in”x")zo, (3) p(in“m”)zl

e, nel caso (3), per a = 0 la serie non converge per || = 1, per o < —1 la serie converge per
ogni |z| =1, e per —1 < o < 0 la serie diverge per = 1 e converge per x = —1 (criterio di
Leibnitz). Quindi, la convergenza per |x — x| uguale al raggio di convergenza va discussa di
volta in volta.

Osservazione 5.35 Per ogni r < p(f) la serie ) a,(x — xo)" converge totalmente per |z —
xo| < 1.

Ricordando che la convergenza totale implica quella uniforme, applichiamo la Proposizio-
ne 5.27 e consideriamo le serie ottenute derivando termine a termine la serie f:

i = Y an((@—2o)") =Y anpi(n+1)(z —z0)"
n=0

n=0

fe = Zan((x—fﬂo)n)(k)
n=0

= Yt )tk =1) - (n+1) (2 —x0)”

n=0

= Z an_HCW(x —x)", (k>2). (5.54)

n=0

Poiché limsup,, , . (n + h)» = 1 per ogni h, si vede immediatamente che p(fi) = p(f) per
ogni k > 1. Analogamente se consideriamo le serie ottenute integrando termine a termine la
serie f:

0o T 0o a
n—1
F :E an/ (t—xo)"dtzg " (x —x0)",
n=0 Zo n=1
> a
—k
Fy. :5 i T —xg)" k>2. 5.55
n(n—l)---(n—k+1)( " - (5:55)
n==k
oo oo
15Q: 2 . . . . . . . 1 .
Si ricorda il criterio della radice per serie numeriche Z an: se limsup |an|n < 1 allora la serie Z an
n=0 n—roeo n=0
1 oo
converge assolutamente; se limsup |an|» > 1 allora Z an non converge.
n— o0 n=0

16Qui zg = 0.
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si vede subito che p(F)) = p(f) per ogni k& > 1. Quindi dalle Proposizioni 5.27 e 5.26 e
dall’Osservazione 5.35 segue immediatamente il seguente risultato.

Teorema 5.36 Sia f = an(x — x0)™ e siano f, e Fy, le serie di potenze definite in (5.54)
N RER

e (5.55). Se R ¢ il raggio di convergenza della serie f, si ha p(fr) = R = p(Fy) (per ogni
k> 1) ed inoltre f & una funzione C®({x : |x — xo| < R}) e valgono le relazioni

f® =f  (k>1),
/ F(t)dt = Fy(z) / Foo1(t)dt = Fi(z) (k> 2).

)
Come applicazione consideriamo il seguente

Esempio 5.37 Sappiamo che la serie geometrica di ragione x con |z| < 1 ha somma (1—2z)~!
cioe

o0 N 1
> = (5.56)
n=0

Derivando k volte la funzione (1 — z)~! si ottiene

d* 1 k!
dF1—z  (1— )kt (5.57)

Dunque, da (5.54), da (5.57) e dal Teorema 5.36 otteniamo la relazione

k! = (n+k)!
T =2 © (5:58)
n=0
ossia
1 = /n+k n
n=0

che dunque rappresenta ’espansione in serie della funzione (1 — x)_(k+1).

Osservazione 5.38 (i) Sia f(x):= >, ~oan(r — 20)" una serie di potenze con raggio di
convergenza R > 0. Dal Teorema 5.36 sappiamo che f € C*®({x : |z — x¢| < R}) e calcolando
la k—esima derivata in x = x( otteniamo

S (o)

F8N (@0) = ag k!, cioe ap =
n!

(n>0). (5.60)
(ii) Se f = > an(x —xo)" € g = Y bp(x — x0)™ sono due serie di potenze convergenti per
|t — 20| < rese f(x) = g(z) per ogni |z — 29| < r, chiaramente £ (2¢) = g™ (zq) per
ogni n > 0. Quindi da (5.60) segue che a,, = b,, per ogni n > 0. Riassumendo: due serie di
potenze hanno la stessa somma nell’intorno di un punto se e solo se hanno tutti i coefficienti
coincidenti.

La convergenza di una serie di potenze si caratterizza facilmente in termini del tasso di crescita
dei suoi coefficienti:

Teorema 5.39 Se la serie di potenze Y an(x — x9)™ ha raggio di convergenza R positivo
allora, per ogni v < R esiste M > 0 tale che

lan| < M r7" | Vn>0. (5.61)

Viceversa se vale (5.61), allora la serie di potenze Y an,(x — xo)™ ha raggio di convergenza
R>r.
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Dimostrazione Assumiamo che > a,(x — 2)™ abbia raggio di convergenza R > 0. Dalla

definizione di R (e dalla definizione di estremo superiore) segue che per ogni r < R esiste

N > 0 tale che se n > N allora |a,|= < r~! ossia |a,| < r~™. Quindi (5.61) vale se scegliamo

My:= max |a,|r" e M := max{M,y, 1} . 5.62

i ax <{My , 1} (5.62)

Assumiamo ora che valga (5.61) ossia (prendendo la radice n-esima) |a,|= < M#r—!. Pren-

dendo il limite superiore per n che tende ad oo di tale relazione otteniamo immediatamente
che R=! < r~1 ossia che il raggio di convergenza R di Y a,(z — zo)" verifica R > r > 0.

Il “comportamento” di una serie di potenze Y a,(x — xy)™ attorno a zp & legato al primo
coefficiente non nullo.

Proposizione 5.40 Sia m >0, siau=>_, -, an(x—2x0)" con a, # 0 una serie di potenze
con raggio di convergenza positivo. Per ognie > 0 esisterg > 0 tale che, per ogni |x—xo| < 1o,

(1= &)|am||lz — xo|™ < | Z an(z —20)"| < (1 + €)|am|lz — zo|™ . (5.63)
n>m

Dimostrazione Poniamo y:=x — xg. Per il Teorema 5.39 esistono M, r tali che (5.61) vale.
Allora, per ogni |y| < r, si ha

S SAY
| o e < 3 Jelar < > (M)
n>m n=m-+1 n=m-+1
Myl
anl [y (s ). 5.64
| m||y| |am|rm'r—\y| ( )

Se ora imponiamo che |y| sia cosl piccolo che la quantitd in parentesi nell’ultima riga di
(5.64) sia minore o uguale ad € otteniamo ’asserto. E immediato verificare che cio si ottiene
richiedendo che |y| < rg con

1
er™ta,,| i

"0 +er™|apm,|

(5.65)
Abbiamo visto che una serie di potenze u = > a,z™ & derivabile infinite volte nell’intervallo
aperto {z : || < R} dove R = p(u) denota il raggio di convergenza di u. Una domanda
naturale ¢ quindi: “Esistono funzioni C'°° che non siano rappresentabili tramite serie di po-
tenze?” La risposta ¢ affermativa e quindi le serie di potenze sono una classe funzionale pit
piccola delle funzioni indefinitamente differenziabili. Prima di motivare tale risposta, diamo
due definizioni.

Definizione 5.41 Sia E C R, k un intero positivo o +o0o ed f una funzione definita su E.
Diremo che f € C*(E), se esiste un aperto A D E tale che f € C*(A).

Tale definizione generalizza la nozione di funzione C* e permette di parlare di funzioni
17

derivabili su insiemi chiusi'’.
Definizione 5.42 Sia f € C({zo}), si chiama serie di Taylor di f la sequente serie di
potenze

(n)
Zan(m —xz)" dove an = fT('on) ) (5.66)

17Per esempio, f € C*°({0}) significa che esiste » > 0 tale che f € C°°(—n,7). Si noti che tale definizione &
data per k > 0 ma non per k = 0; infatti esistono funzioni continue in un punto ma che non sono continue su
alcun intorno di tale punto (si veda 1.9).
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Per il teorema sulla formula di Taylor, i troncamenti all’ordine N della serie di Taylor di'®
f € C>=({zo}) approssimano la funzione f a meno di una quantita di ordine O(|z — zo|V*1).

Esempio 5.43 Si consideri ora la seguente funzione di una variabile reale

0 sex <0

() = 1 (5.7
exp(fg) sex >0

Dimostriamo che g € C'°°. Cominciamo col dimostrare che per x > 0, la derivata k—esima di

¢ ha la forma

§9(@) = Pl ) exp(~3) (5.65)

dove Py (y) & un polinomio in y di grado 2k. Infatti per k = 1, si ha che

g (z) = %e‘é , (x> 0) (5.69)

e quindi I'asserto ¢ vero con Py (y) :=y?%. Assumiamo I’asserto vero per 0, ..., k — 1 e dimostria-
molo per k.

0@ = (@)

- )2

il che implica che 'asserto e vero anche per k. Poiché per ogni k& > 0 si ha che

lim ¢* exp(—y) =0,

Y—00
da (5.68) segue che'”, per ogni intero k,p > 0

liﬁ)lg(k)(x)x_p =0. (5.70)
In particolare (poiché g(*)(2):=0 per ogni z < 0) segue che gt*)(0+) = ¢®)(0—) = 0, per
ogni k > 0. Da tale relazione segue anche che g(*)(0) = 0 per ogni k. Infatti per & = 0 & vero
per definizione. Assumiamo che k > 1 e che g*~1(0) = 0. Allora

(k—1)
¢®)(0) = lim g (k)

h—0 h =0

Dunque poiché g & chiaramente C'*°(0,00) e C*°(—00,0) segue che g € C*°(R). Ma allora
(essendo g*)(0) = 0) la serie di Taylor di g & la serie banale (a,:=0) che ha raggio di
convergenza infinito. D’altra parte non puo esistere nessun intorno di 0 in cui la somma della
serie di Taylor (e cioe 0) eguagli g poiché g(z) > 0 per ogni x > 0.

Questa discussione motiva la seguente

180ssia i polinomi di ordine N Zibvzo an(x — o)™ con an = f(™ (xq)/n!.
19 Si ricorda che limy, 5, f(z) ¢ il limite di f(z) per z che tende a o con > zo; analogamente lim 14, f(z)
¢ il limite di f(x) per x che tende a z¢ con z < xg.
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Definizione 5.44 (Funzioni reali analitiche) Una funzione f € C*({zo}) a valori reali
si dice (reale) analitica in xo se la sua serie di Taylor ha raggio di convergenza positivo
e se f(x) = Y an(x — x20)™ (con a, definiti in (5.66)) in un intorno di xo. Una funzione
f € C®(E) si dice (reale) analitica su E se f ¢é (reale) analitica in ogni punto xo di E; la
classe di tali funzione si denota con C¥(E).

Osservazione 5.45 (i) Una funzione reale analitica ¢, dunque, una funzione che localmente si
rappresenta come una serie di potenze coincidente con la sua serie di Taylor. Quindi la funzione
g dell’Esempio 5.43 ¢ C°°(R) ma non C*(R) [pil precisamente f € C*°(R) N C¥(R\{0}) ma
feC=({0}].

(ii) Dal Capitolo 2 segue:

la somma e il prodotto di due funzioni C* (E) appartengono a C¥(E); se f € C¥(E) e f(x) # 0
per ogni x € E allora1/f € C¥(E); se f € C*({zo}) e g € C¥({yo}) con yo:= f(xo) allora
go feC“{xo}).

Dimostriamo, ad esempio, I'affermazione relativa al reciproco. Fissiamo x¢ € F; dalla definizione di
C% segue che f =3 an(x —x0)" in un intorno di zo e an = @ (x0)/n!. Si dimostra che 1/f &
una serie di potenze in un intorno di zo e dall’Osservazione 5.38 punto (i) si ha che tale serie coincide
con la serie di Taylor di 1/f e questo significa che 1/f & analitica in intorno di zo. Ragionando in

maniera analoga si dimostrano anche le altre affermazioni.

(iii) Dal Teorema 5.36, segue che una serie di potenze f =3 a,(x — x0)™ con R:=p(f) >0
(e an € R) & di classe C""((xo — R,z9 + R)); il “viceversa” di tale affermazione, in generale,
non & perd vero: la funzione f(z):=1/(1+2?), per il punto (ii), ¢ C*(R) ma la serie di Taylor
di f in 0 ¢ data da

1 oo
_ k., .2k
1+1’2 - Z(_l) T )
k=0

che, come si verifica immediatamente, ha raggio di convergenza 1.

In vista di queste osservazioni € naturale aspettarsi che vi sia una caratterizzazione delle
funzioni analitiche simile a quella che si ha per le serie di potenze. Infatti vale il seguente

Teorema 5.46 (Caratterizzazione delle funzioni analitiche) La funzione f é analitica
in xo se e solo se f € C®({xo}) ed esistono due costanti positive M,r tali che

sup  [fM (@) <Mr" ol Yn>0. (5.71)

|z—zo|<r

Dimostrazione Cominciamo con il dimostrare il “se”. Supponiamo, quindi, che valga (5.71)
esia 0 < R < r, allora

(") (20
e

n>0 n>0

"R < 00 . (5.72)

Sia, ora, x tale che |x — xg| < 7. Per la formula di Taylor (con resto in forma di Lagrange) si
ha, per un qualche z(™) tra z e o,

= lim |z — x|V
N—00

'f(N+1 (zV)

N
. F (o) n
lim ‘f(x)— g_ p O (@ — a0) N+ 1)

N—oc0

< lim M (Jz —zo)r D)Vt =0.
N—o0
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Quindi f =Y a,(x — z¢)™ & analitica.

Viceversa, assumiamo che f sia analitica e che la sua serie di Taylor converga per |x —x¢| < R;
fissiamo un r tale che 0 < r < R/2. Allora, se a,, denotano i coefficienti della serie di Taylor
di f, ricordando il Teorema 5.36 ed osservando che

(’;Z) < hz:; (7}?) = g™ (5.73)

per ogni 0 < k < m, otteniamo:

sup |fM(z)| = sup Zak+n(n+k)~~(l+k)(acf:v0)k‘
lz—xo|<r |z—zo|<r ' T2
1 & nt+k) . 1 e n+k N
D ) D o] () T
k=0 k=0
I 1
< —nl 2r)ktn < —nl 2r)*
< Y a0 < ot S el (20)
k=0 k=0
= r "nl M, con M::Z|ak|(2r)k. i

k>0

Una classe interessante di funzioni C*° ma non C* sono funzioni che sono identicamente nulle
al di fuori di un intervallo limitato.

Definizione 5.47 Il supporto di una funzione f, denotato supp (f), é la chiusura dell’insie-
me {z : f(z) # 0}. Una funzione f si dice “a supporto compatto” se il suo supporto é un
insieme limitato (e quindi compatto). La classe delle funzioni C*(R) a supporto compatto si
denota con C(R).

E immediato costruire funzioni Cy:=CY; ad esempio f(z):=1 — |z| per |z| < 1 e f(z):=0
per |z| > 1. Piu interessanti sono le funzioni Cg§°.

Esempio 5.48 Sia g la funzione dell’Esempio 5.43. La funzione go(z) :=g(z)g(1 — z) & una
funzione C*°(R). Infatti gg ¢ C'* essendo il prodotto di due funzioni C'* ed inoltre go(z) =0
se x < 0 oppure se x > 1. D’altra parte go(z) > 0 se z € (0,1). Quindi supp (go) = [0,1] e
go € C§°.

Esempio 5.49 Un altro modo di costruire funzioni C§° (sempre legato alla funzione espo-
nenziale) ¢ il seguente. Se g ¢ la funzione definita nell’Esempio 5.43, definiamo, per ogni e > 0,
la funzione

1
exp(—m)7 se |z| <e,
oo (r):=g(e* —2?) = (5.74)

0, se |z| > €.
Tale funzione, essendo composizione di funzioni C*°(R), ¢ C*°(R). Inotre & chiaro che ¢. > 0,

che pc(z) > 0 se |z| < € e che p.(x):=0 se |z| > €. Quindi ¢. € una funzione a supporto
compatto e supp (¢:) = {z : |z| < e}.

Esempio 5.50 Siano R > r > 0 e sia g € R. Costruiamo una funzione x € C§° che abbia
le seguenti proprieta:
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(i) 0 < x <1; (ii) x(x):=1se |z — x| < r; (iii) supp (x) = {x : |z — xo| < R}.
T 1 -1
Sia g1(x) ::c/ go(t)dt dove c:= (/ go(t)dt) con go definita nell’Esempio 5.48. La fun-
—oo 0

zione g; ¢ chiaramente C°°; & monotona non decrescente (la sua derivata ¢ cgo(x) che & una
funzione non negativa), vale 0 se ¢ < 0 e vale 1 se z > 1.
E ora elementare controllare che la funzione cercata puo essere definita come

xoforR) 1<xfxo+R>'

x(z) 3:.91( Jrp 7 (5.75)

5 FEsercizi e complement:

Esercizio 5.1 Calcolare 82 f(zo) e 02 f(20)(EVEP D), con f(x1,x2) = 2323, p =3, a = (2,1),
zo = (1,-1), €W = (1,0), £€# = (2,2), ¢ = (3,1).

Esercizio 5.2 Si scriva esplicitamente il polinomio di Taylor di ordine 2,3 e 4 per una funzione
arbitraria di due e tre variabili nell’intorno dell’origine (assumendo, naturalmente che tali funzioni

siano sufficientemente derivabili).

Esercizio 5.3 Si calcoli il polinomio di Taylor Py (&;xo) nei seguenti casi:

1) k=3,n=2,20=0, f(x):e“m—kx‘ll,

(2) k=3,(n arbitrario) , zo =0, f(z)=cos|z]|,

(3) k=2, 20=0, f(z)=a3—senh(xi+ - +,),

4) k=4,n=2, (zo,y0) = (m,1), f(z)=tan(zy)—logy .

Esercizio 5.4 Si dia una stima dei resti |Ry| in 5.3.

Esercizio 5.5 Si calcolino le serie di Taylor nei casi (1), (2) e (3) in 5.3.

Esercizio 5.6 Sia f:=e¢ " (14 z123) con = € R3. Calcolare f”(0) e scrivere la formula di Taylor
(in 0) al secondo ordine per tale f.

Esercizio 5.7 Scrivere la matrice hessiana della funzione f(z,y) = e¥senx e calcolare f(0)¢ - 7,
dove £ =(3,2) e n = (—1,3).

Esercizio 5.8 Calcolare il polinomio di Taylor di grado 3 della funzione f(z,y) = (2z + y)eﬁfy2
nel punto (0, 0).

Esercizio 5.9 Si dimostri che nelle ipotesi del punto (iii) della Proposizione 5.11 , sulla retta
passante per zo e di direzione w vi sono punti y arbitrariamente vicini a xo tali che f(y) < f(zo).

Esercizio 5.10 Dimostrare che se A ¢ aperto e connesso in R" e f € C*(A,R) e f'(z):=Vf(z) =0
V x € A allora f & costante su A.

Esercizio 5.11* Sia f € C'(R™,R) e supponiamo che f’(20) = 0 se e solo se x = xo, e che
sup f > f(zo) > iRn"ff.
R '

(i) Nel caso n = 1 dimostrare che £ = zo non pud essere né un minimo né un massimo locale per f.
(ii) E vera affermazione fatta al punto (i) nel caso di n > 27
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Esercizio 5.12 Trovare il massimo e minimo (se esistono) della funzione
1
F(z) = / log(1 4 2° +y°) dy .
0

Esercizio 5.13 Siano A ed Ey come nella Definizione 5.13. Siano A4 := {x € R" | ¢(z) > 0} e
A_:={x € R" | ¢(z) < 0}. Si mostri l'inclusione A+ C Ejy e, con un esempio, che tale inclusione
puo essere un’inclusione in senso stretto.

Esercizio 5.14 Determinare i valori massimi e minimi assunti dal volume di un parallelepipedo
(in R®) di superficie totale assegnata.

Esercizio 5.15 Trovare quale triangolo di perimetro assegnato ha area massima utilizzando il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Esercizio 5.16 Sidiscutano i massimi e minimi relativi ed assoluti (qualora esistano) della funzione
f(z,y) = 2y*(z +y — 1) nel dominio {(=,y) € Rz +y > 1}.

Esercizio 5.17 Si trovino il massimo ed il minimo di f(z) = []}_, ; sulla sfera unitaria in R™
B":={z €R":|z| <1}.

Esercizio 5.18 Sia M > 0. Studiare i punti critici di f =[], zi su E:={z € R" : }>, x; = M}.

Esercizio 5.19 Dimostrare che valgono le seguenti due affermazioni: (i) Se u, € C([a,b]) e > un
converge uniformemente in (a,b), allora Y u, converge uniformemente in [a, b).

(ii) Se un € C([a,b]), > un converge in (a,b) ma » u,(a) non converge, allora Y u, non converge
uniformemente in (a,b).

Esercizio 5.20 Studiare la convergenza delle seguenti serie di funzioni di z, (ossia si trovino i
pit grandi insiemi dove le serie convergono puntualmente, uniformemente e totalmente) al variare,
qualora appaia, del parametro reale «a:

N iﬁb)’; -0 i“"(x) con un(z) —(if)_l,
(6) Ti (1022)(1 ) (7) glog [1+arctan (7)“} 7

®
NgE:
10
3

©
NgE

1+ sen?nx

1 = _ -
e (10) Y (=1)re e
n=1

n=1 n=0

Esercizio 5.21 Si considerino le serie dell’esercizio precedente e si dia, per ogni = nell’insieme di
convergenza, una stima superiore semplice di | > un ()| in termini di z.

cosz”

Esempio: la serie ) -, Tr.n ha come insieme di convergenza E:= {z : |z| > 1}. La convergenza &
puntuale ed assoluta in E mentre & totale in ogni insieme della forma (—oo,a] U [b,00) con a < —1,
b>1.Perx € Esiha

> cosz" 1 1
|7;1+:rn| S Z|1+x”|32|x|”71

|
i‘H
3
o
| —_
‘P—‘
\
El
e
—
=
[ V]
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Esercizio 5.22 (i) Siano Y u, e > v, due serie di funzioni convergenti uniformemente in E. Si
dimostri che, per ogni a,b € R, la serie > (au, + bv,) converge uniformemente in F a a > un +
b> " n.

(ii) Siano f, e gn due successioni uniformemente convergenti in [a,b] a, rispettivamente, f e g. Si
dimostri che f, g, converge uniformemente a fg.

Esercizio 5.23 Sia ug = z, e, per n > 1, u, = (z — 1)z", z € [0, 1]. Dimostrare direttamente che
la serie > u, non converge né totalmente, né uniformemente.

Esercizio 5.24 Sia up:=wu1:=0 e, per n > 2, si definisca la funzione u,(x) come segue: sia

1

1 1 1 1 1 1 1 1
_ ’+F]'

1
- -+ — I=[-—-= = == =
n n‘“n—i_n‘l]7 " [n n‘“n]7 " [n n

Sia ora n = Osex ¢ I,?; i}l I}, u, coincide con la retta plassa?te per (% — %,10) e per (%, %) mentre
nell’intervallo I}, wu, coincide con la retta passante per (= + —r,0) e per (i, ).
Si dimostri che u, € C(R) e che la serie ) u, converge uniformemente su R ma non vi converge

totalmente.

Esercizio 5.25 Sia f, la funzione continua che vale 0 se = ¢ (0,2), per = ;- vale 1 e coincide
con una retta negli intervalli (0, 5-) e (55, 2).

Dimostrare le seguenti affermazioni:

(i) limp—oo fn(xz) = O per ogni z; (ii) fn, non converge uniformemente su [0, 1]; (iii) lim j(;lfn =

St tim f, = 0.

Esercizio 5.26 Trovare una successione di funzioni continue f, € C([0,1]) convergente puntual-
mente ad una funzione continua f € C(]0,1]) ma tale che lim j(;l fn # j(;lf.

Esercizio 5.27 Usando le proprieta di derivazione delle serie uniformemente convergenti, si calcoli

il valore delle seguenti serie:
3

o0 oo
> o > n'a"
on '
n=1 n=1
Esercizio 5.28 Trovare delle formule ricorsive per calcolare

oo
E nPz™ .
n=1

Esercizio 5.29 Per ogni intero N > 2, calcolare

N—-1

SN k)2t
k=1
Esercizio 5.30 Si dimostrino le seguenti identita

1—-z)k = % ik(k—1)..-(k—n+1)(1—x)’“*”
0 k=n

NgE:

B
Il

n!
xn+1’

Vo<z<1l,Vn>1. (5.76)

Esercizio 5.31 Si costruisca una successione di funzioni continue &, € C(R) che verifichino le
seguenti proprieta: (i) 6, > 0; (ii) dn(z) = 0 se = ¢ [an,bn] dove a, e b, sono successioni monotone
che convergono a 0 rispettivamente da sinistra e da destra; (iii) ff;én = fab” on = 1.
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Esercizio 5.32 (“Delta approssimata”) Una successione di funzioni {d,(x)} che verifichi le
proprieta (i), (ii), (iii) di 5.31 prende il nome di delta approssimata. Dimostrare che se {§,} & una
delta approssimata allora, per ogni funzione continua f € C([ao, bo]) si ha

[e'S]

lim On(z) f(z)dz = f(0) . (5.77)

n—o00
—o0

Esercizio 5.33 Si dia un esempio di una serie di funzioni C* tale che Y u/, converge uniforme-
mente su tutto R ma tale che > un(z) non converge per nessun = € R.

C 5.34 (Convergenza monotona e convergenza uniforme)

Proposizione 5.51 Sia K C R un insieme compatto, siano f, (pern>0) e f funzioni continue su
K e tali che®® fn 1 f [oppure fn | f]. Allora f. — f uniformemente su K.

Dimostrazione Per assurdo: la negazione di “f,, converge a f uniformemente” &:
Je>0: Vn>03z, taleche [f(zn)— fu(zn)|>e. (5.78)
Poiché K & compatto esiste xn, — & € K. Dalla convergenza puntuale di f, segue che

AN: [f(@)— fo@)| <2 Yn>N. (5.79)

Per I'uniforme continuita di f e fn segue che esiste § > 0 tale che

f@) = fW) <5 e |fn(@) - fn(y)] <

3 Va,y€ K con|z—y|<4. (5.80)

~— 0ol Mm

Dalla convergenza monotona di f, a f, da (5.79) e (5.80) segue che, per ogni z,y € K con [z —y| < §

e perognin > N,

Fal@) = Ja(®) < (@) = In () < |f(@) = fv(@)] + [ Fn (@) = In@)] < T -
Analogamente
Fal@) = Fuly) 2 f (@) = Fy) 2 ~Ifn (@) = fn )] = 1in @) = FO)] 2 =5
e quindi
@) = fay) S =, VeyeKeon|e—y/ <5, VnzN. (5.81)

Sia ora ko tale che i:=ng, > N e |T — x| < J. Allora, da (5.80), (5.79) ed (5.81) segue che

_ _ _ _ €
[f(zn) = falza)l < |f(@a) = F(@)] +[f(@) = fa(@)] + |fa(@) — falza)l < 5
relazione che contraddice (5.78). Per il caso f,, | f basta applicare quanto dimostrato a —f, e —f.

20 Si ricorda che una successione {an} si dice monotona crescente [decrescente] se Vn, an+1 > an [ant1 <
an]; {an} si dice strettamente monotona crescente [decrescente| se Vn, an4+1 > an [ant1 < an; an T a significa
che la successione {a,} & monotona crescente e che liman, = a; an | a significa che la successione {an} &
monotona decrescente e che limay, = a; fy, T f significa fn(z) 1 f(z) per ogni z ed analogamente per fn | f;
una funzione f : E — R si dice monotona crescente [decrescente] se V z < y in E, f(z) < f(y) [f(x) > f(y)];
una funzione f : E — R si dice monotona strettamente crescente [decrescente] se V z < y in E, f(z) < f(y)

[f(z) > f(v)]
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C 5.35 (Convergenza uniforme di funzioni monotone)

Proposizione 5.52 Sia K C R un insieme compatto, siano f, (pern > 0) e f funzioni continue su
K e tali che fn(x) — f(x) per ogni x € K. Se le fn. sono funzioni monotone crescenti per ognin [o
monotone decrescenti per ogni nj allora f, — f uniformemente su K.

Dimostrazione Poiché f € C(K), f & uniformemente continua su K e dato € > 0 esiste § > 0 tale
che |f(z) — f(y)| < esexz,y € K e |z —y| <. Essendo K compatto & possibile trovare insiemi
a due a due disgiunti Ki,...,Ky tali che K1 U---U Ky = K e diam K, := SUP, yek; |z —y| < 6;
chiamiamo a; := inf K;, b; := sup K; (poiche K; C K e K ¢ chiuso, a;,b; € K per ogni 7). Poiché
fn — f puntualmente, esiste N tale che per ogni 1 < i < M e per ogni n > N si ha

|fn(ai) — flai)| < e, [fn(bi) = f(bi)] <€ .

Si osservi che dalla monotonia delle f,, segue la monotonia di f. Sia € K e sia j tale che x € K e
per ogni n > N si ha

f(@) = fulx) < £(bj) = fulag) < |F(b5) = fu(b)] + |fn(bs) = fn(ay)| < 2e

ed analogamente

f(@) = falz) = flaz) = fa(bs) = =|f(as) = falay)] = |fulaz) = fa(bs)] = =2,

ossia |f(z) — fn(z)| < 2 per ogni n > N e per ogni z € K il che prova I’asserto. Per il caso in cui le

fn sono monotone decrescenti basta applicare quanto dimostrato a —f, e —f. I

C 5.36 (Equicontinuita e Teorema di Ascoli—Arzela)

Definizione 5.53 Una successione {fn} di funzioni f, : E C R — R si dice equicontinua (su E)
seVe>033d>0 tale che |fu(z) — faly)|<e, Vn, Vaz,y€FE con|r—y|<d.

Alcune proprieta elementari di successioni equicontinue sono raccolte nella seguente

Proposizione 5.54 Sia {f.} una successione equicontinua su E C R.
(i) Se fn(x) converge ¥ x € D, con D denso in E, allora fn(x) convergeV x € E;
(i) se E & compatto e fn(x) = f(x) ¥V x € E allora fn converge uniformemente a f in E;
(#i) se E & compatto e sup |frn(z)| < 0o per ogni x € E, allora supsup |fn(z)| < oo.
n n E

Dimostrazione (i): Sia zo € E e € > 0. Dalla definizione di equicontinuita segue che

36>0: \fn(x)—fn(y)|<§ Vn Vz,y€ Econlz—y|<d. (5.82)

Poiché D ¢ denso in E esiste T € D tale che |T — zo| < §. Sia N > 1 tale che |fn(Z) — fm(Z)| < €/3
per ogni n,m > N (criterio di Cauchy per la successione convergente {f.(Z)}). Allora, per ogni
n,m>N,

|fn(@0) = fm (20)| < |fn(@0) = fa(B)] + [fn(T) = frm ()| + | fm(Z) — frm(20)| <€,

il che significa che {f,(z0)} & una successione di Cauchy e quindi convergente.

(ii): Dato € > 0 sia § come in (5.82) e si osservi che prendendo il limite per n — oo si ha anche che
|f(z) — f(y)| < €/3. Poiché E & compatto si possono trovare k intervalli aperti B; di centro z'¥) € E
di lunghezza 26 tali che E C B; U---U By. Poiché f, converge puntualmente su E, esiste N tale che
|fn(z®) — f(z?)] < &/3 per ogni n > N e per ogni 1 < i < k. Dato un qualunque punto z € E
esiste un 1 < j < k tale che z € B; e quindi |z — )| < §. Dunque, per ogni n > N si ha

[fa(@) = f(@)] < |fal@) = @) + [ (@) = f@D)] + |f(&D)) - f(2)| <& .
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(iii): Dato ¢ siano §, Bi,...,Br come qui sopra. Sia M := sup sup|fn(:c(i))\. Sia x un qualunque
1<i<k n

punto in F e sia (come sopra) j tale che |z — m<j)| < 4. Allora per ogni n
) ) €
Fn @] < n(@) = Il )]+ 1fa@ D)) < & 4 M,

da cui segue anche (iii). i

Teorema 5.55 (Ascoli, Arzela) Sia E C R un insieme compatto e sia {fn} una successione equi-
continua di funzioni su E tali che sup, |fn(x)| < oo per ogni x € E. Allora esiste una successione
{nw} di interi tali che fn, converge uniformemente su E.

Lemma 5.56 (Trucco diagonale di Cantor) Siano a$) numeri reali (conn,j € N) tali che, per
ogni j, sup,, |a£1j)\ < 00. Allora esiste una successione di interi ny tale che le successioni {aslj,z}k.zo
convergono per ogni j.

Dimostrazione Poiché {a%’} ¢ limitata esiste una successione {ng)} tale che a(l()l) converge; ana-
n
k

logamente essendo {a:(jl)} limitata esiste una sottosuccessione {ngf)} di {n,(cl)} tale che aii)m conver-

k
ge; proseguendo indefinitivamente in tal modo si ottengono successioni di interi {n,(:)} tali che: (a)
{n,(;H)}ng & una sottosuccessione di {n;j)}kzo; (b) a@i) converge (per k — 00) per ogni 1 < j <.
"k

Definendo ny, := ngf) si ha lasserto (infatti, per ogni j, {n;,njt1,...} & una sottosuccessione di {nﬁj”}.

Dimostrazione (del Teorema di Ascoli-Arzeld) Sia D :={r; : j € N} una numerazione dei razionali
in E (cosicché D ¢ denso in E). Dal punto (iii) della Proposizione 5.54 segue che esiste M tale che
|fn(z)] < M per ogni n e per ogni x € E. Applicando il Lemma 5.56 con ad) = fn(rj) si ha che
esiste una successione {ny} tale che fn, (r;) converge (per k — oo) per ogni r; € D. Dal punto (i)
della Proposizione segue che fy, () converge per ogni z € E e per il punto (ii) della Proposizione la

convergenza € uniforme in E.

Esercizio 5.37 Sia E la chiusura di un aperto limitato A e sia, per n >0, f, € C(E) N C*(A). Si

dimostri che se sup |fy(x)| < oo allora {f.} & una successione equicontinua su E.
z€(a,b
n>0

Esercizio 5.38 Sia f,(z):= cos(xsenn).

(i) Dimostrare che {fn} & equicontinua su [—a, a] per ogni a > 0.

(ii) Trovare infinite successioni {n;(;)}kzo tali che limg o0 f (i) = f? uniformemente in [—a,a] con
"k

f(i) £ f(j) se i j.

C 5.39 (Operatori alle differenze finite) Sia F un aperto di R e sia u € C*(E).
(i) Dimostrare che per ogni z, a, b tali che [a + z,b+ 2] C E si ha

d b b

%/ u(x + t)dt :/ o (z + t)dt . (5.83)
(ii) Fissiamo tre numeri «, 3,7 tali che 0 < r < 8 — « e tali che [« — r, 8+ r] C E. Definiamo ora un
“operatore” Dp che, dato un numero h # 0 con |h| < r, associ alla funzione w la funzione Dpu che
assume in z € [«, f] il valore
u(x + h) —u(zx)

Dpu(z):= h

(5.84)
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L’operatore D), si chiama operatore alle differenze finite. L’analogia con 'operatore di derivata,
D:= %, & evidente: dalla definizione di derivata e dalle ipotesi su u segue che

}lliir%) Dru(z) = v (x) := Du(z) , V€. (5.85)

(iii) L’osservazione fatta al punto (ii) si generalizza ad ordine n come segue. Assumiamo u € C™(E) e
definiamo definiamo iterativamente ’operatore alle differenze finite di ordine p, per 1 <p <n
e per |h| < =, come

DPu(z):= Dy(D2 'u)(z) ; (5.86)
cioe
u(x + 2h) — 2u(x + h) + u(z
Diu(e) = a2 =2us £ )+ ule).
Diu(z) = u(z + 3h) — 3u(x + Qh};) + 3u(z + h) — u(x) 7 (5.87)
e cosl via. Dimostrare che
}lLin%)Diu(ﬂc) =uP(z), V1i<p<n, Vzelnfl. (5.88)
—
(iv) Si dimostri che
1 < ;
DPu(z) = i (5’) (=1 u(z+ (p—j)h) . (5.89)
§=0

T 5.40 " (Una funzione continua non derivabile in alcun punto)

Diamo un esempio (dovuto a van der Waerden) di una funzione continua su tutto R (periodica di
periodo 1) ma che non ammette derivata in alcun punto. Sia p(z):= infnez |z — n| la funzione che
ad un numero reale z associa la sua distanza minima dagli interi.

La funzione di van der Waerden ¢ definita come

fl@)y=">" ”(%:x) . (5.90)

Chiaramente, poiche 0 < p < %, la serie in (5.90) converge totalmente e quindi il suo limite f & una
funzione continua. Facciamo ora vedere che f non & derivabile in alcun punto. Poiché f & periodica di
periodo 1, cioe f(x+1) = f(x) Vz € R, (lo si dimostri), bastera far vedere che f non & derivabile per
un qualunque z € [0, 1). Fissiamo dunque un tale z e sia x = 0,a1a2as... il suo sviluppo decimale,

cioe a; sono numeri interi tra0e 9 e xz = “n. Per ogni intero n definiamo le seguenti quantita
teri tra O e 9 n>1 16w Per og t defi le seguenti quantit
-1, sean,=4oppurea, =9
Tni= 0, Gnt1Gnt20nt3.c s Eni= { 1 altrimenti ’
bl
1 se an+1 < 4
hn:i= €,107", Ep = . (5.91)

-1 seapnt+1 25
Si ha allora (lo si dimostri!)
0 sen>m
p(10™(z + hm)) — p(10"z) = p(zn + £m10" ™) — p(zn) = . (5.92)

Enem10"™™  sen <m

[Per la prima uguaglianza, si noti che 10"z = p + x, per un qualche intero p e si ricordi che p &
periodica di periodo 1. Per la seconda uguaglianza si noti che se a,4+1 < 4 allora z,, € ©,, +£,10"™™
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appartengono all’intervallo [0, %], mentre se an+1 > 5 allora z, e x, + €,10""™ appartengono
all’intervallo [$,1].] Quindi

m— m—1
flx 4+ hm) — f(x) 1 €m10" m _
—_— = — E n 5.93
hom T nzzo c (5.93)
e poiché Z?;OI £n non converge per m — oo si ha ’asserto. i
Esercizio 5.41 Si dimostri che senz — 2 = f% + 2°g(z) con g analitica in 2 = 0.

Esercizio 5.42 Sia f(z) = Y5, 2" sen (2"z). Si dimostri che f € C™(R) ma che f ¢ C*({0}).
Esercizio 5.43 Si dimostri che la funzione f di 5.42 non ¢ analitica in alcun punto di R.

P C e e . (n)
Esercizio 5.44" Si stimi inferiormente oy, := sup), ., Lasac

pio 5.43 e si faccia vedere che lim sup a,,r"™ = oo per ogni r > 0.

dove g & la funzione dell’Esem-

Esercizio 5.45 Se f ¢ analitica in un intorno di 0, lo sono anche f" e [ f(y)dy.

Esercizio 5.46 Dimostrare che la funzione

1
-5 1
O i o0

¢ una funzione C*°(R). Si trovi una successione zj con xx > 0 e limxz, = 0 tale che f(zr) = 0 e si
concluda, grazie al § 4, che f non € analitica nell’intorno di 0.

T 5.47 (Stima di Cauchy) Sia u una funzione analitica in {z : |z — zo| < r}.
Si dimostri che esiste una costante C' > 0 tale, per ogni § > 0,

sup |uM (@) <Ccsm*Y | vE>o0. (5.95)
|z—z0|<r—8
Esercizio 5.48 Si consideri una serie di potenze u = > ., anz™ con a1 # 0. Assumendo che la

funzione inversa di u, u ! sia espandibile in serie di potenze attorno a 0, e ciod che u ™! :=v = S bpz™,
si determinino i coefficienti b,,.

Esercizio 5.49 Sia u = {2 e si calcolino i coefficienti della serie di potenze di u™:= 7, ., a,(gn)xk
. . . e . . R _ oy n
Esercizio 5.50 Sia u = 1%. La funzione inversa & data da z = v(y) = ¥, = >_,5; bny” con

by = (—1)"L
(i) Usando 5.48 e 5.49, si dimostri che

—, (k-1
bi=1, bkz_zlbn<n1> ; (5.96)
ossia che

- 1
=X (7)) 697
(ii) Si definiscano i numeri fj come in (5.96) omettendo il segno meno, ossia si ponga
k—1
k-1
pr=1, ﬂk—Z:lﬂn (n_l) : (5.98)

Si dimostri che By > (k — 1)! e che quindi la serie di potenze 3 Sry* ha raggio di convergenza nullo.

Esercizio 5.51 Dare un sempio di una serie di potenze u tale che p(u) =1 e p(+) = co.



Capitolo 6

Integrazione su varieta

1 Varieta immerse in R"

Chiameremo dominio (o dominio k-dimensionale) un insieme compatto D = U di R¥ che
sia la chiusura di un insieme U C R* aperto e connesso e tale che 9D = 9U sia un insieme di
misura nulla'. Ad esempio, la sfera unitaria chiusa

By i={uecR":|u <1} (6.1)

& un dominio in R¥ (per k = 1 & semplicemente I'intervallo chiuso [—1,1]). Sostituendo la
norma euclidea | - | con la norma del massimo | - |, si ottiene il dominio dato dal cubo di
lato 2 centrato nell’origine; se k = 2 (o k > 2) tali insiemi hanno una ovvia differenza dal
punto di vista geometrico: la frontiera del quadrato presenta delle “singolaritd” (i vertici del

. . .52 < s . . . .
quadrato) che, invece, la frontiera di B; (e cioe la circonferenza unitaria S*) non presenta. Nei
seguenti paragrafi daremo un significato preciso a queste osservazioni intuitive e studieremo
gli elementi del calcolo integrale (di funzioni regolari o regolari a tratti) su tali insiemi.

Definiamo ora una “inclusione differenziabile?” di un dominio k-dimensionale nello “spazio
ambiente” R™, con n > k:

Definizione 6.1 Sia D un dominio k-dimensionale. Una funzione ¢ € C*(D,R™) conn > k
si chiama inclusione differenziabile (o semplicemente “inclusione”) di D in R™ se ¢ ¢
iniettiva su D e la matrice jacobiana g—i ha rango massimo su ogni punto u € D.

Una coppia (¢, D) con ¢ inclusione differenziabile del dominio D C R¥ verra anche chiamata
“inclusione differenziabile” o anche “inclusione k—dimensionale”.

L’immagine® ¢(D) di una inclusione ¢ un oggetto geometrico k—dimensionale (essendo de-
scritto dai k parametri u = (ug,...,ur) € D) immerso in R™ e che ha le stesse “proprieta
geometriche” del dominio D. In particolare, ad ogni punto 2 € ¢(D) corrisponde un unico
u € D (essendo ¢ iniettiva): cioe la ¢ definisce un sistema di coordinate su (D). Inoltre tale

sistema di coordinate sara “regolare” nel senso che la corrispondenza u € D — = € ¢(D) &
descritta da una funzione C! e con jacobiano di rango massimo.

LOvvero D & misurabile secondo Peano-Jordan.

2La terminologia non & universale e dipende anche dalla lingua che si sta usando: altri termini che possono
indicare oggetti simili (se non lo stesso oggetto) sono “immersione” oppure (in inglese) “immersion”, “im-
bedding”, “embedding” etc. Si faccia dunque molta attenzione alle definizione date di volta in volta nei vari
testi.

3 Anche: “traccia” o “supporto”.

111
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Definizione 6.2 Se ¢ ¢ una inclusione del dominio D :=U C R* in R™ (U aperto, connesso e
limitato), linsieme S := p(U) si chiama elemento (regolare) di varietd k—dimensionale
(o “elemento di k-varietd”).

Osservazione 6.3 (i) Si noti che il “bordo” di S, ¢(0U), non appartiene a S.

(ii) Dalla Proposizione 1.13 segue che I'immagine (D) di una inclusione & un sottoinsieme
compatto di R™. Inoltre*, la funzione inversa ¢! : (D) — D ¢ continua su p(D). In
particolare ¢! & continua sull’elemento di varietd S :=(U).

(iii) Per ogni punto xg € S = ¢(U) esiste un (unico) ug € U tale che ¢(ug) = z¢. Poiché
U ¢ aperto esiste una sfera aperta B di R¥ interamente contenuta in U e poiché g = o'
¢ continua su S, l'insieme A:=p(B) = g~ 1(B) ¢ un insieme aperto in S (nella topologia
relativa®) quindi o € A = EN S per qualche insieme E aperto di R”.

(iv) Dati due spazi metrici X ed Y, due sottoinsiemi A C X, B C Y si dicono omeomorfi
se esiste una funzione continua g : A — B con inversa continua su B; la funzione biunivoca
e bicontinua g si chiama un omeomorfismo di A su B. Quindi il punto (iii) pud essere
riformulato dicendo che: per ogni punto xg € S esiste un aperto E C R™ tale che ENS é
omeomorfo ad una sfera B in R*.

(v) Dire che la matrice g—ﬁ ha rango massimo (e cio¢ k) equivale a dire che i k vettori
£0) .= g—i € R™ sono linearmente indipendenti in R™.

(vi) La parola “regolare”, che normalmete sottoindenderemo, si riferisce al fatto che I’elemento
di varietd & realizzato tramite una funzione di classe C'!.

(vii) (Cambiamenti di coordinate) Siano ¢ : D =U CR* 2 R"e¢y: E=V CR¥ > R"
due inclusioni differenzibili tali che (U) = ¢(V):=S. Su S sono definite e continue [punto
(ii)] le funzioni inverse ¢! e 1!, Sono dunque definite e continue le seguenti funzioni

vi=yp lopiueU—vu) eV, ui=p top:veV s ul) el . (6.2)

Naturalmente v(u) e u(v) sono iniettive e sono l'una l'inversa dell’altra. In effetti, come ci
accingiamo a dimostrare, tali funzioni sono dei diffeomorfismi (o, pill precisamente dei
“diffeomorfismi di classe C1”) ovvero sono delle funzioni C* invertibili con inversa® C*. Fis-
siamo vy € V e sia ug:=u(vg) (cosicché vy = v(ug)). Poiché g—f(vo) ha rango k esistono

1<i; < < ix <n tali che, ponendo v := (i, s Wiy, ), si ha det g'ﬁ (vp) # 0. Definiamo
F(v,u) ::@E(v) — @(u), con G:=(pi,, ..., i, ). F & di classe C1({(vo,uo)}, det %(UO,UO) =
det gv (vo) # 0 e F(vg,up) = 0. Dunque dal Teorema delle funzioni implicite segue che esiste
un’unica funzione continua ¢ tale che ¥(ug) = vg e F(0(u),u) = 0 in un intorno di ug ed in
pitt tale funzione & di classe C*({ug}). Poiché anche v(u) soddisfa v(ug) — v e F(v(u),u) =0
(in un intorno di ug) per I'unicita della funzione implicita segue che o(u) coincide con v(u) in
un intorno di ug e questo, in particolare, significa che v € C*({ug}). Dal Corollario 4.10 segue

che anche lo jacobiano di v(u), %(uo) ¢ invertibile ed ha per inverso lo jacobiano %(vo).

(viil) Sia ug € R¥ e ¢ € C*({up},R") con n > k. Se rango g—i(uo) = k allora esiste una sfera
chiusa D C R* di centro ug tale che (o, D) & un’inclusione differenziabile in R™.

Infatti dalle ipotesi segue che esiste un intorno wg su cui ¢ & C! e su cui det %(uo) # 0 con
@:=(Pir, -y i, ) (per opportuni indici 1 < i1 < --- < i < n). Dal Teorema della funzione inversa
segue che u — ¢ ¢ invertibile su di una opportuna sfera chiusa centrata in uo. Su tale sfera ¢ &
iniettiva e quindi lo & anche .

4D un sottoinsieme compatto di R™ e f € C(R™,R™). Se f & iniettiva, allora la funzione inversa, f~1,
appartiene a C'(K, D) dove K ¢ 'insieme compatto f(D).

58i ricordi Proposizione 1.13 punto (ii).

6Si ricordi il Corollario 4.10.



Universita “Roma Tre” — L. Chierchia 113

Diamo ora alcuni esempi di inclusioni (e quindi di elementi di varieta).

(E1) Un insieme U C R™ aperto, connesso ¢ limitato ¢ un elemento di n—varieta in R™: come
inclusione si puo prendere l'identita * = ¢(u) = u. Analogamente, se U & un sottoinsieme
aperto, connesso e limitato di R¥ e n > k, I'insieme S := {x e R" : (21, ...,2%) €U, zpq1 =
-+ = x, = 0} & un elemento di k—varieta in R™ e come inclusione si pud prendere la mappa
ueU —x=¢(u):=(up,...,ug,0,...,0).

(E2) La funzione t € [0,1] — 2(t) = z +t(y — ) € R™ & una inclusione dell’intervallo [0,1] in
R™ che ha come immagine il segmento P(z,y): z([0,1]) = P(z,y).

(E3) (Caso k = 1: elementi di curve regolari in R") Generalizzando esempio pre-
cedente, definiamo elemento di curva regolare in R™ un elemento di 1-varieta ovvero un
sottoinsieme di R™ dato da ¢(I) con I = (a,b) intervallo aperto e ¢ una inclusione del domi-
nio unidimensionale [a,b] in R™. In questo caso, la matrice jacobiana di ¢ ¢ semplicemente il
vettore” ¢'(t) = (o} (t), ..., . (t)). Dire che tale matrice jacobiana ha rango massimo (e cio®
1) equivale a dire che il vettore ¢’(¢) non si annulla mai:

Z lpi®)[?#0, Vielab]. (6.3)

L’iniettivitd di ¢ su I implica che I’elemento di curva ¢(I) non si autointerseca mai e che
p(a) # ¢(b). Un esempio ¢ dato da “un elemento di circonferenza” cio¢ dall’elemento di
curva regolare p(t) = (cost, sent) con t € [a,b] e 0 < b—a < 2m: ¢ ¢ iniettiva su [a,b] e
|©’| = |(—sent,cost)| = 1. Quindi ’elemento di circonferenza ¢((a,b)) & un elemento di curva
regolare sulla circonferenza unitaria

St:={z eR*:|z| = /22 +23 =1} . (6.4)

(E4) (Il caso k = 2, n = 3: elementi di superficie in R*) Un elemento di 2-varieta in
R? (o anche in R™) prende il nome di elemento di superficie. Se D = U & un dominio in R? e

¢ (ur,u2) € D — (¢1,92,p3) € R® & una inclusione di D, dire che la matrice jacobiana g—i
ha rango massimo equivale a dire che i due vettori g £ e aa © sono indipendenti e cioe®
50 U
¢ dp 7
—(u) x =—(u 0, YuelU. 6.5
S () % 52 (u)] (65

Un esempio € dato da una “porzione ellissoidale” realizzata dall’inclusione
p(u1,u2) = (r1 cOS U1 S€N Uy, 'y SEN U SEN Uz, T3 COS Us)

con D = [a1,by] x [ag,bs], 0 < by —a; <27 e 0 < ag < by < m. Allora S = (U), (U:=D),
¢ un elemento di varieta bidimensionale in R? che descrive una calotta ellissoidale ritagliata

sull’ellissoide L e o2 an 2
g={zeR ;(E) +<E) +(E) =1} (6.6)

Per r; = r9 = r3 si ha naturalmente un elemento della sfera tridimensionale di raggio r:=7.

"Di solito, nel caso unidimensionale, denotiamo con I I’aperto connesso e limitato di R (e cio¢ I'intervallo)
che sopra abbiamo chiamato U e indichiamo con ¢t il punto generico di I (che sopra abbiamo denotato u).
8Per informazioni sul prodotto vettoriale “x” in R3 si veda 6.10.
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(E5) (Grafici in R") Sia D = U un dominio in R¥, sia f € C'(D,R) e sia n:=k + 1. 1l
grafico

Gr:={x eR" =R 2, = f(21, ..., 21) ,¥ (x1, ..., x%) €U} (6.7)
¢ un elemento di K = n — 1 varietd in R™ realizzato dalla inclusione ¢(u):= (u, f(u)) con
u € U. Infatti, la ¢ & chiaramente iniettiva su D e

1 o ... 0

5 0 1 ... 0

Y _

o= . k+1 (6.8)
0 o ... 1
fU1 fuz fuk

e quindi g—ﬁ ha rango uguale a k =n — 1 (per ogni u € D).

(E6) (i) Sia ¢ € C(R™,R). Per la Proposizione 1.13 'insieme A:={x € R™ : ¢(z) < 0} &
un insieme aperto; quindi se A & connesso e limitato allora (esempio (E1)) & un elemento di
n-varieta in R™.

(ii) Sia ¢ € CY(R",R) e sia E:={x € R" : ¢(z) = 0} e supponiamo che per un € E si
abbia V¢(Z) # 0 ovvero, per un qualche j, g—fj(i) = 0. Allora, per il Teorema delle funzioni
implicite (Teorema 4.3) esiste un rettangolo in R™,

K,,={x€R":|z; —z;| <rperi#jel|r; —z;| <p}

ed una funzione® g(x1, ..., 25, ..., ¥, di classe C*(K,, [ —p, T +p]), dove K, ¢ il cubo in R*~*
di centro (z1, ..., ij, ..., Zp) e lato 2r, tale che E N K, , coincide con il grafico di g ovvero con
{z eR" 1 z; = g(x1, ... &, o, Tn), V (T1, .0, T, ooy Tp) € Kr} Ma questo, per (E5), significa
che l'insieme S :={¢(z) = O}ﬁKor,p ¢ un elemento di (n—1)—varieta. Il dominio dell’inclusione
¢ K, C R™! e I'inclusione sara data da u € K, — @(u) = (U1, ... uj_1, (W), Ujy oo Uy 1) €
K., (avendo posto x; = u; per i < j —1 e u; = w41 per i > j).

(E7) L’esempio precedente (punto (ii)) si generalizza come segue. Supponiamo che siano
date (n — k) funzioni ¢; € C'(R",R) e consideriamo l'insieme E:={z € R" : ¢(z) =
<o+ = ¢p_g(x) = 0}. Assumiamo che per un qualche punto Z € FE, gli (n — k) vettori
V1 (Z),...,Vdn—_k(Z) siano linearmente indipendenti (in R™). Allora esiste un aperto A C R™
tale che AN E ¢ un elemento di k—varieta in'" R™.

Concludiamo questo paragrafo introducendo le nozioni di varieta e varieta regolare a tratti:

Definizione 6.4 (i) Un insieme connesso S C R™ prende il nome di “varietd k-dimensio-
nale” se per ogni xg € S esiste un aperto A di R™ che contiene xo e tale che ANS ¢é un
elemento di k-varieta.

(i) Un insieme connesso S C R™ prende il nome di “varieta k-dimensionale regolare a

tratti” se S = Uf\il W (EWD)Y dove (o, ED) godono, per ogni 1 < i < N, delle se-

guenti proprieta: (a) gli E® sono insiemi di RF con frontiera di misura nulla; (b) o €

9 1l simbolo “™” in questo contesto significa che la quantita che vi sta sotto va omessa: (z1, ..., Zj,y s Tn)
coincide con (z1,...,Zj—1,Tj41,...,Zn) se 1 < j < n, con (x2,...,2n) se j =1 e con (x1,...,Tn_1) se j =n.
107%ipotesi che i vettori V1,..., Vi, siano indipendenti & equivalente a dire che la matrice (n — k) x n,

O(P1seeesbr— . N . . . .
(@ ’8"1)" ) ha rango massimo e cioé uguale a n — k. Si assuma, per fissare le idee, che il minore

OS2, rbn—1)
N Thyq15-+3Tn)
(61 (2, Y); oy Pk (u,y)) € R*™F ¢ si noti che det %(ﬂ,gj) # 0, dove (@,§) = &. Si applichi ora il Teorema
delle funzioni implicite. '

abbia determinante diverso da 0 in Z. Si definisca F : (u,y) € RF x R"™%F — F(u,y) =
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C'l(Eo(i), R™)NC(E®,R™) e per ogni k-dominio D& C E® iq coppia (¢, DW) ¢ un’inclu-
sione differenziabile in R™; (c) o (EM) N U (EW)) = ( per ognii # j.

(i1i) Una coppia (¢, E) con ¢ ed E che soddisfino le proprietd (a) e (b) del punto prece-
dente'! prende il nome di pseudo—inclusione o pit precisamente di “pseudo—inclusione
differenziabile, k—dimensionale in R™”.

Osservazione 6.5 (i) Di particolare importanza sono le varietd compatte'?: ad esempio
le “superfici sferiche”
Sti={z €R": |z| =1}, (6.9)

sono delle varieta compatte di dimensione n — 1.

(ii) Un esempio tipico di varieta regolare a tratti in R™ ¢ dato dalla frontiera del cubo [0, 1]”
che & una “(n — 1)—varieta chiusa con singolaritd” nei vertici del cubo [0, 1]™.

(iii) Una curva regolare a tratti ¢ 'immagine ¢(I) con I intervallo limitato di R e con ¢
continua ed iniettiva su I ad eccezione di un numero finito di punti e C'* a tratti; se p(a) = (b)
la curva (regolare a tratti) si dira chiusa.

(iv) Secondo la Definizione 6.4 una varieta compatta puo essere vista come una varieta regolare
a tratti: ad esempio, la circonferenza {x € R" : 22+23 = 1,13 = - -+ = 2, = 0} & una 1-varieta
regolare a tratti in R™ poiché I' = p(E) con E:=0,27] e ¢:=(cost, sent,0,...,0).

2 Misure e integrali

Sia (¢, F) una pseudo—inclusione differenziabile k—dimensionale in R™. Vogliamo definire la
“misura k—dimensionale” dell’insieme S := p(F); la nozione di misura che introdurremo puo
esser visto come “la proiezione ortogonale della misura euclidea n dimensionale sull’oggetto
geometrico k—dimensionale rappresentato da S”.

Qi sy i
Dalla definizione di inclusione segue che almeno uno dei minori M(u) (dove
ULy .-y Uk
(i1,...yig) per 1 < i3 < -+ < i < n & una qualche scelta di indici) ha determinante di-
verso da zero; in particolare la somma su tutte le possibili scelte dei minori di rango k dei

quadrati dei determinanti di tali minori, ovvero il numero

3 ‘det 7‘9{;%’”"%) ‘2 : (6.10)

1<iy < <ig<n (1, ..., ug)

¢ diversa da zero su U := E. Definiamo la misura k—dimensionale di S il numero

Uk(8)22/< Z ‘detwr)% du , (6.11)
U

1<i1 < <ip<n O(uy, ..., ug)

e se f € C(S,R) definiamo l’integrale di f su S come

/Sfdak;:/Ufw(u) (X a 8;2‘2;:::5;3)

1< < <ig<n

2)% du . (6.12)

Per verificare che tali definizioni sono ben poste osserviamo quanto segue. Innanzitutto, poiche
OF & un insieme di misura nulla, si ha che gli integrali su U possono essere sostituiti da

1Con EM = E e o) = o,
12 A volte le varietd compatte vengono chiamate “varietd chiuse”.



116 Cap. 6 — Integrazione su varieta

integrali su E senza che il loro valore cambi. Dimostriamo ora che gli integrali in (6.11)
e (6.12) non dipendono dalla particolare inclusione che “realizza” S: sia (1, E') un’altra

pseudo-inclusione tale che, se V= E/, (V) = ¢(U). Per il punto (vii) dell’Osservazione 6.3
la funzione v(u) := 1~ o (u) & una funzione di classe C*(U, V') ed & tale che 1 (v(u)) = p(u),

per ogni v € U. Dunque, per ogni scelta di indici 41 < -+ < i si ha (%1 (v(w)), ...y iy, (v(w))

= (%‘1 (u), ..., <sz(“)) e prendendo lo jacobiano di tale relazione si ottiene

O(Wiys - i) (v(u ) @(u _ O, i)

O(v1, ...y V) ou O(ut, ..., ug)
e quindi
a(wilw"»wik) @ _ a(@ﬂ’?(p’bk)
det O(v1, ey UE) de t@u( u) = det A(ut, .o, ug) (6.13)

Dunque, tramite il cambio di variabile v = v(u), dal Teorema 4.13, dal fatto che ¥ (v(u)) =
p(u) e da (6.13) segue che

Z det O(Wiys s Vi)

0t
o(v1, ..., vg) ) v

Jreo (L%

[rovin (5 Jou it
[ (5 Jon i) au 2
1ot ( 1 a0

Queste definizioni si estendono immediatamente a varieta regolari a tratti:
se § = Uivzl e (E®W) C R™ & una varieta k dimensionale regolare a tratti (con o e E®
come nella Definizione 6.4) e se f € C(S,R) poniamo'?

ov
det %‘ du

/\
/\

a(@iu ) @Zk)
Z ¢ a(ula"'7uk)

1<ig<-<ip<n

N N o
= o (S® o) = o (i) .— ONE .
S) ;:1 K(SY) /S fdoy, ; /S . fdoy, | (s o(E )) (6.14)

Esempio 6.6 Applichiamo le definizioni date al calcolo dell’area superficiale di una sfera di
raggio r in R3. La sfera S?:={z € R® : |z| = 1} coincide con p(F) se

=1[0,27] x [0,7] e @(u1,us):=r(cosu; senus, sen uj Sen usg, COS Ug) .

138i noti che la rappresentazione di una varietd regolare a tratti come “unione di parti regolari” go(i) (E(“)
non & ovviamente unica e d’altra parte & altrettanto ovvio che le definizioni in (6.14) non dipendono dalla
particolare rappresentazione di S.
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Dunque
@i, j) 2\ 2
02(5%) = / t#‘ ) du
1<z<j<2
2\ 1
_ /( ‘Pla‘PQ‘ +‘dt wl,wz‘ +’det 902,%03)‘)2du
E ou ou
1
= r /((senug cosuz)? + (senuy sen *uy)? + (cosuy sen2u2)2)2du
E
= 7‘2/ sen usdu = 4nr?
E
Discutiamo ora alcuni casi speciali cominciando dal caso k& = 1: se I & un intervallo di

estremi a < b e I':=¢(I) & un elemento di curva regolare (o una curva regolare a tratti
ed eventualmente chiusa) la quantita in (6.10) coincide con la norma euclidea del vettore
' (t) (come al solito t = u) e dunque la lunghezza della curva T' ¢é data da

b
o1(I):=L(T) ::/ |’ (t)]dt (6.15)

mentre l'integrale di una funzione f € C(T,R) su I', che prende il nome di integrale
curvilineo, ¢ dato da

/F fdoy = / f o o)l ()t ; (6.16)

a volte (nel caso k = 1) al simbolo do; si preferiscono i simboli ds o d¢.

Il caso k = 2 e n = 3 concerne l'integrazione su superfici in R®. La quantita in (6.10) coincide
con il quadrato della norma euclidea del vettore daf X da;,; e dunque l'area della superficie &
e data da

5(S) := Area (S / ] o 8u2 (6.17)

mentre lintegrale di una funzione f € C(S,R) su S, che prende il nome di integrale

superficiale, ¢ dato da
f = [ f — X — 1
/S dog / oy " X » ’d (6 8)

Osservazmne 6.7 (i) Considerando un’“approssimazione di Riemann” dell’integrale come

n (6.15), relativa alla partizione tg = a < t; < --- < ty = b, si ha che'* la lunghezza della
poligonale di estremi (in ordine) p(a), go(tl),...,ga(b) tende a L(T"), quando l’ampiezza della
partizione 0 := sup(t;+1 — t;) tende a zero, giustificando, in tal modo, il nome “lunghezza”
dato a L(T).

Bapxatp

Oua
dai vettori aa—“’ e aai e quest’interpretazione farebbe pensare alla possibilita di giustificare

(tramite opportune approssimazioni di Riemann) la definizione di area in modo analogo a
quanto fatto nel punto (i) per la lunghezza. Invece cid non & possibile: in generale, un elemento
di superficie regolare puo essere “approssimato” con (ad esempio) triangolini con i vertici sulla

(ii) La quantita rappresenta geometricamente ’area del parallelogramma generato

148i noti che L(P(@(t:), p(tix1)) = |p(tiv1) — @(t:)| = |¢' (E)|(tix1 — t;). Quindi, essendo |¢’| con-
tinua su [a,b], dalla teoria dell’lntegrazione di Riemann segue che, se § = sup;|ti+1 — ¢;|, allora

lims_o L(P(p(t:), p(tit1)) = [ ¢ (£)]dt.
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superficie in modo tale che la somma delle aree dei triangolini tende ad infinito quando la
lunghezza del massimo lato di tali triangolini viene mandata a zero'®.
ee RN 8 119 9 3 2 3 o . . .
(iii) La quantita ( Z ‘ det M‘ ) * che appare nella definizione di misura
i i <n (u1, ..., uk)

k—dimensionale non ¢ altro che la misura euclidea k—dimensionale del parallelepipedo generato
dai vettori tangenti (che formano una base dello spazio tangente) %""’;Ti' Per maggiori
informazioni si veda 6.1.

3 Teorema della divergenza

In questo paragrafo studieremo un’importante generalizzazione del Teorema fondamentale del
calcolo che va sotto il nome di “Teorema della divergenza”.

La sfera unitaria chiusa B":={z € R" : |z| < 1} non ¢ una varietd n dimensionale ma
¢ l'unione d’un aperto (cio¢ la sfera B":={x € R : |z| < 1}) e d’una varieta compatta di
dimensione n—1 (cioe S"~1) che coincide con la sua frontiera insiemistica. L’ovvia importanza
di tali insiemi aperti giustifica la seguente definizione

Definizione 6.8 Pern > 2, un insieme A C R™ aperto, limitato e connesso si dice regolare
se esiste una funzione ¢ € C1(R",R) tale che A= {x € R" : ¢(z) < 0}, A = {z : ¢(z) =0}
e Vo(z) # 0 per ogni x € OA.

Dunque la sfera aperta B™ & un insieme regolare: B™ = {x € R" : ¢(z) < 0} con ¢(x) =
|z|? — 1.
Dall’esempio (E6) di § 1 e dalla Definizione 6.4 segue che la frontiera di un insieme regolare é
una (n — 1)—varieta compatta in R™. Infatti la frontiera di A divide R™ in due insiemi connessi
di cui uno, {z : ¢(z) < 0} = A, & limitato e l'altro, {z : ¢(x) > 0} = (A)° ¢& illimitato: in
questa situazione l’insieme aperto A° prende il nome di esterno di A.
In ogni punto = della frontiera di un insieme regolare A = {z’ : ¢(2’) < 0} definiamo la
normale esterna'®

Vo(z)

vi=v(r)=——""-. (6.19)
V()|

Infine se A & un aperto di R” e se F' € C*(A,R") definiamo la divergenza di F la funzione
continua da A in R data da

(6.20)

la divergenza di F' viene anche denotata con V - F'.

153 veda 6.18.

163 noti che tale vettore (che & ben definito poiché V¢ # 0 su JA) ha norma unitaria. La parola “esterna”
& dovuta al fatto che “v punta verso I'esterno” ovvero “esiste ¢ > 0 tale che { + vtV 0 <t < e} C A™.
Infatti: dalla formula di Taylor, se z € A (ovvero se z tale che ¢(x) = 0) e se ¢ > 0 & piccolo, ¢(z + vt) =
Vé(z) - vt + o(t) = |[Vo(x)|t + o(t) = t(\V¢>(m)| + #) che ¢ strettamente positivo se ¢ ¢ sufficientemente
piccolo. La parola “normale” si riferisce al fatto che v & normale (o “ortogonale”) ad un qualunque vettore
“tangente a OA in z” [un vettore £ € R™ si dice tangente all’elemento di varieta S in z € S se £ = 2/(0)
per una qualche applicazione z € C1((—6,8),R™) tale che z(t) € S per ogni [t| < § e 2(0) = z; per maggiori
informazioni si veda 6.29]. Infatti se £ = 2/(0) & un vettore tangente a A in x si ha, per definizione, che
z(t) € OA per |t| < & (per un qualche § > 0), ovvero ¢(z(t)) = 0 per |t| < §; derivando tale relazione in ¢t = 0
si ottiene 0 = V¢(2(0)) - 2’(0) = V() - € e quindi £ - v = 0.
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Teorema 6.9 (Teorema della divergenza) Sia A:={z € R" : ¢(xr) < 0} un insieme
regolare in R™ (Definizione 6.8) e sia F € C*(A,R™). Allora

/V-Fdx:/F-Vdon,l. (6.21)
A oA

Osservazione 6.10 (i) La quantita F' - v in (6.21) prende il nome di flusso esterno del
campo vettoriale!” F' e dunque il Teorema della divergenza puo essere formulato dicendo che
“Iintegrale della divergenza di un campo regolare su di un insieme regolare A coincide con
l'integrale del flusso esterno sulla frontiera di A”.

(ii) Se F' € C*([a,b],R) e se interpretassimo la quantita F(b) — F(a) come il “flusso totale
esterno di F' dall’insieme [a,b]” vedremmo che (nel caso n = 1) 'enunciato del Teorema
della divergenza dato al punto (i) coincide sostanzialmente con il Teorema fondamentale del
calcolo (definendo , se si vuole, gli insiemi regolari in R come gli intervalli aperti e limitati). In
effetti vedremo che la dimostrazione del Teorema della divergenza ¢ conseguenza del Teorema
fondamentale del calcolo in una variabile.

(iii) I1 Teorema della divergenza ¢ equivalente alla seguente affermazione:
Sia A:={x € R™: ¢(z) < 0} un insieme regolare in R™. Allora

/af dm:/ fvidon_1 (VfEC’l(Z,R) , Vlgign) . (6.22)
4 0x; oA

Infatti se vale tale affermazione il Teorema della divergenza verra ottenuto applicando la
(6.22) alle componenti F; e sommando su i, mentre dal Teorema della divergenza segue
immediatamente la (6.22) ponendo F; =0se j #ie F;:=f.

Nel corso della dimostrazione faremo uso del seguente notevole risultato

Lemma 6.11 (Partizione dell’unitd) Sia D un compatto di R™ e sia {V;};cs un ricopri-
mento aperto’® di D. Allora esistono N funzioni fi,....fx di classe'® C§°(R™), che godono
delle sequenti proprieta:

1) VI<j<N, JielJ: supp(fj) CV;;
2) 0<fi(x)<1,VzeR",1<j<N;

N N
3) Y fil@)=1, VYeeD; Y file)<1,VzeR".  (6.23)
Jj=1 j=1

Una famiglia {f;};=1,.. .~ che goda delle 3 proprieta sopra elencate si chiama una partizione
dell’unita su D subordinata al ricoprimento {V;}.

Dimostrazione Per ogni z € D scegliamo un indice i :=i(x) in J tale che x € V(,). Essendo
gli insiemi V; aperti, & possibile scegliere, per ogni € D, un numero positivo r :=r(x) tale
che, se K, (z) denota il cubo aperto di centro x e lato 2r (cioé U'insieme {y € R™ : |y; — z;| <
r, V1<i<n}),

K, (2)(x) € Kp(o) (%) € Kgz)(z) € Vizy , dove R(z):=2r(z). (6.24)

17Un “campo vettoriale su A C R™ non & altro che una funzione F' da A in R™ (ovvero una funzione che ad
un vettore £ € A C R™ associa un altro vettore, F(z) di R™).

18Cioe V; sono insiemi aperti e U;c 7V; D D.

198i ricorda che C$°(R™) denota I'insieme delle funzioni C°°(R™) a supporto compatto e che il supporto di
f, supp (f), & la chiusura dell’insieme {x € R™ : f(x) # 0}.
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Gli insiemi K,(,(x), al variare di 2 € D formano un ricoprimento aperto di D. Essendo tale
insieme compatto & possibile estrarre un sottoricoprimento finito, esistono cioe N punti in D,
M W) tali che
DCKiU--- UKy, Kj=K,u)@"). (6.25)
Inoltre, se denotiamo K := K,y (z1)), e ij:=i(x(?), da (6.24) segue che
K;CK;CK,CV, . (6.26)

Usando le funzioni y dell’Esempio 5.50, possiamo costruire N funzioni ¢; € C§°(R™) tali che

0<y; <1, Yji=1su Kj , supp (¢;) :f; . (6.27)
Poniamo ora
fii=11,
Jar=(1—1)a
fvi=0 =) (L —h2) - (L= Yn_1)¥nN (6.28)

Da tale definizione segue immediatamente che f; € C5°(R™) e che supp (f;) C F; CVe
quindi valgono le prime due proprieta, 1) e 2), enunciate nella proposizione. Inoltre da un
elementare fatto algebrico segue che?’

ij —1—H 1 — ;) (6.29)

quindi se z € D, x appartiene a qualche K; e da (6.29) segue anche la proprieta 3). 1

Dimostrazione (del Teorema 6.9) In vista dell’Osservazione 6.10 punto (iii), dimostreremo
la (6.22) per una f € C'(A,R). Fissato 7 € E:=0A, siano j, g, K, , e K, come al punto
(ii) di (E ) § 1. Introduciamo anche le seguenti notazioni: Z:=(x1,..., &, ..., ;) cosicché
g:% e K, CR"! 5 R; G(&):= (21, ..., g(Z), ... zn) (qui ed in seguito useremo questa
notazione sottintendendo che la funzione g sta al posto di x;), dunque I'insieme 0ANK,. , =
{G(z) : & € KT} Infine, eventualmente diminuendo il valore di r possiamo assumere che

%(I) # 0 per ogni = € K, ,. Divideremo la dimostrazione in vari passi.

J
1) Calcoliamo la normale esterna v(x) per x € K., N OA in termini della funzione g(Z).
Prendendo la derivata parziale rispetto a z; per i # j nella relazione ¢(z1,...,g,...,2n) = 0
(valida in K,) si ottiene

o6 . ) N 96 96 g (. _ o .,
5 @)+ 5o (C@) gh@ =0 = FE=-gF 50 (xeKT,z;éj).

20Per induzione su N: per N = 1la(6.29) & vera. Assumiamo la (6. 29) vera per N —1 e dimostriamola per N:
N-1 N-1 N

N
S h=S g =1-11 (t=w)+( TT a—wp)en =1-( Tla ) (1—vn) = 1= [T (a—w).
j=1 =1

j=1 Jj=1 Jj=1 j=1
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Dunque, su 9AN K, ,, si ha®!

Vo 96 — 2L,
= 4@ <>>:segno(87j) (- T 2 ),

dove, naturalmente, 1’1 sta al j° posto e ¢’ := 0zg.

(6.30)

2) Calcoliamo la quantita in (6.10) su AN K, , (cosa necessaria per trovare un’espressione
“esplicita” di 0,,—; su 0A N K, ,). Qui, come gia detto, I'inclusione ¢ coincide con G e la
variabile (n — 1)—dimensionale u con & € K,.. In generale, nel caso k =n — 1, si ha

90117 ,Sﬁzk ’ ’ §017 ,Saia"'a@n) 2
d ti det . 31
1<i1 < <ig<n

Inoltre, nel caso presente (e con le solite convenzioni), la matrice g“’ & una matrice n x (n—1)
avente la seguente forma

O(P1, s On) _ 0G 8(x1,...,g,...,:17n):
ou ’ 97 0Ty ey By ey )

1 0 0 0 0

1 0 0 0

: 0 0 0

0O O 1 0 0

= | a2a dg a9 99 | > (6.32)

8$1 e sz,l (9:13j+1 e 8wn

0 0 0 1 0

0 0o ... 0 0 1

(la riga che contiene le derivate di g ¢ la j—esima). Quindi la matrice M}“”’“’") ¢ la

matrice identita ed ha determinante uguale ad uno, mentre se i # j, scambiando la i—ma riga
con la j—esima riga si trova

dg
8xi

8(@17 ey ()bia ceey SDn)

- (i#3).

‘ det

Dunque

. . 2
Z ‘det 8(<Pm~-~7%k)

ou
1< < <ixg<n

n oy 2
_ Z‘det 8(3017"'7¢Za"'7g0n)
; Ju

dg |2
- 1+ ‘%‘ =1+|g)? . (6.33)
£

3) Supponiamo che f € C1(A,R) abbia supporto contenuto in K, ,, rettangolo “centrato” in

Z € OA [come in 1)] e dimostriamo che vale (6.22). Vi sono due casi: o % >0 (su K, ,)

21Se a & un numero reale diverso da zero, segno (o) = a/|a|; naturalmente nella formula (6.30) v e ¢ sono
calcolate in G(Z) = (z1,...,9(Z), ..., Tm) € g & calcolata in Z € K,: quando non vi sia ambiguitd ometteremo
di indicare gli argomenti delle varie funzioni.
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oppure % < 0; i due casi si trattano in maniera simile e per fissare le idee assumeremo
667?; > 0. In tal caso v; > 0 [vedi (6.30)] il che significa®® che i punti interni di A si trovano
“sotto” il grafico di g o, pill precisamente, ANK,, = {x € R” : T, —p < z; < ¢(2),
I e K,.}. Dunque poiché stiamo assumendo che supp f C K. ,, integrando prima rispetto a

x;, troviamo
of B 9(%) af R
/axl /K(/ B da;) di . (6.34)

=P

Se i = j, dal Teorema fondamentale del calcolo (in una variabile) e dal fatto che
f(xh 71_7] - P 7$n) =0

per?® z € K,, si ha che

9(%)
/ij 6832 de; = f(x1,..,9(&),...,2zn) — f(T1, .., Tj — p, ..y Tn)
= flx1,.y 9(&), .0, n) - (6.35)

Poiché (per (6.30) e per le nostre ipotesi) v; = (1+ l9')~ 2, da (6.33), dalla definizione (6.12),
da (6.34) e (6.35) segue che

8f _ - -
axj - /Ih(rf(xlv"vg(x))"'vxn) dzr
= L1y ey G(T), ooy Tp) \/ + |g’'|2dx
= / f vy dO’n_l = / f vj dO’n_l . (636)
DANK,., DA
Sia ora i # j. In tal caso
9(2) 9 9(%) g
o, /ijpf(x)dfvj = F@109(), ) 5 (E) + / L@y G1)

D’altra parte, ancora per il Teorema fondamentale del calcolo e per il fatto che supp f C K, ,,
se denotiamo con x4, un punto x € K, , con la ¢—ma componente z; fissata ed uguale a z; £r

e con T4, un punto & :=(z1,..., L, ..., Tpy) € K con x; fissato ed uguale a Z; £ 7, si trova®*

/ o ([ rte) e )i = /g(ir)f(xr)dxj - /g(i_r)f(x-»dwj =0, (638)

Zi—T Zj—p i—P i—P
che, insieme a (6.37), implica
Ti4+r g9(z) 8f Ti4+r ~ 8g B
/Ii_r (/Ij_,, (o) da ) = _L_T R e L ()

22Gi ricordi la discussione nella nota 16.

23Si noti che punti della forma (x1, iy @j — Py, Tp) CON T E K, appartengono alla frontiera di K, e
dunque, poiché supp f C Ky p, f(z1,...,Z5 — p,...,Tn) = 0.

24Gi noti che la variabile z; appare nell’argomento di g e di f; inoltre i punti x4, appartengono alla frontiera
di K, e dunque la funzione f vi si annulla.
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Integrando su A prima rispetto a x;, poi rispetto a x; e poi rispetto alle altre componenti, da
(6.39) segue, per i # j, che®

8f _ 09 .. ..
8% = [4me 8.’& /fa:l,..., Z)y ey Tp) axi(x)dx

(-#)
ox;
= flx1,...,q, ., Tp + |g'|? dx
[ s ) S VI
= / f(@1, ey gy ) v /14 |g'|? dZ

K

= / fvidop_y :/ frvidop_1.
OANK,, DA

Dunque (6.22) vale quando il supporto di f ¢ contenuto in un rettangolo (con le proprieta
sopra elencate) centrato su un punto della frontiera di A.

4) Sia ora K un cubo aperto la cui chiusura é contenuta in A e dimostriamo (6.22) per
funzioni f € C*(A,R) che abbiano supporto contenuto in K. In questo caso f & nulla sul
bordo di A e quindi il secondo membro di (6.22) & nullo. Quanto al membro di sinistra,
se T ¢ il centro del cubo K e 2r il suo lato, e se, per i fissato, denotiamo con K il cubo
{(21, ey @4y ooy ) € RP™L 2 |2y, — 21| < 7, peX h#z} si ha

6f
83&1

af T-‘r'r’af -
31’2 /f((/x,-—r prs dx; )d$1~-~d$z-~-dxn

:/(f(gch...jri—r,...,xn)—f(ml,...,@—r,...xn)>dx1-~-d/3;¢~--dxn
74
=0.

5) Completiamo ora la dimostrazione di (6.22) per funzioni arbitrarie f € C1(A,R). Se z € A
sia K (z) un cubo chiuso (non degenere) centrato in x e contenuto in A (tali cubi esistono
perché A & aperto); se x € 9A sia K(z) un rettangolo che goda delle proprieta elencate
all’inizio della dimostrazione [prima del punto 1)]. L'unione di K (z) forma un ricoprimento
del compatto A e per il Lemma 6.11 esiste una partizione dell'unita {f; : 1 < j < N}
subordinata al ricoprimento {K (z) : © € A}. Per ogni j, il prodotto f;f & una funzione di
classe C'(A) e con supporto contenuto o in un rettangolo K (z) con z € 4 o in un cubo
K (z) contenuto in A. Dunque per i punti 3) e 4) si ha, per ogni 1 < j < N, che

o [
/A Ox; dx—/aA(f] f)vidon_1,

25Come gia osservato, su A N Ky, la variabile x; varia tra &; — p e g(Z), mentre le variabili x;, per i # j,
variano tra Z; — r € ; + r; si ricordino anche le osservazioni che precedono (6.36).
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e dunque (ricordando che Zjvzl fi(z) =1 per ogni x € A) troviamo

axz /5‘% foa dI—Z/a ffg
;/ijflfi alffnq:/8 ij) fvidon_1

j=1
/ f v; dO’nfl . I
0A

Come applicazione del Teorema della divergenza discutiamo brevemente ’integrazione in
coordinate polari in R™. Useremo le seguenti notazioni:

/—\

Dlp={zeR": r <|z| <R}, Bl'={xeR":|z| <1},
S ti={r cR":|z| =1}, (6.40)
dove 0 <7 < R e, come al solito, |-| denota la norma euclidea. Supponiamo ora che f sia una

funzione integrabile su D}! p, allora la funzione (p,y) € [r, R] x S"~' — f(py) & integrabile su
[r,R] x S"~1 e si ha

/D  f@) de = / Rp"*( [ Je) dou-r) dp . (6.41)

R

Dimostrazione (di (6.41) nel caso in cui f € C'(D}')) Per ogni p > 0, facendo il cambio
di variabile z = py, si ha che

/f Ydr=p" [ flpy) dy . (6.42)

1

e derivando rispetto a p si ha
0 n—1 n
P ( f(x) dm) = np floy) dy + p" [ (Vf)(py) -y dy
P Npn BT Br

= p"‘l/Bn (n floy) dy +py- (Vf)(py))dy : (6.43)

e la quantita nell’'ultimo integrale non ¢ altro che la divergenza della funzione vettoriale
y — yf(py). Dunque da (6.43) e dal Teorema della divergenza segue che”®

a _ n—1 _ n—1

o ( f( ) d ) =p /an (y f(py)) dy = p /Sn_lf(py) don-1 (6.44)
1

ed integrando tale relazione tra r e R si ottiene?” (6.41). |

Prendendo f:=1, (6.41) fornisce la relazione tra la misura n—dimensionale della sfera unitaria
con la misura (n — 1)-dimensionale della superficie sferica S™~1:

nm(By) =o,_1(S"1) . (6.45)

In 6.34 viene calcolato, per ogni n, il valore di m(B}).

26Gi noti che la normale esterna a S™~! nel punto y coincide con y.

27"Naturalmente: /B" f(x)dx — /an(w)dx = /,, f(x)dx.
R 7

DR.r
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4 1-forme differenziali

“

In questo paragrafo discuteremo alcune conseguenze del Teorema della divergenza e cioe “i
teoremi classici di Green e Stokes”; per far cio, generalizzando il concetto di differenziale di una
funzione (scalare) di n variabili, introdurremo le 1-forme differenziali su R™. Sia f € C'(4,R)
con A aperto in R™. Sappiamo che, per ogni = € A, il differenziale df & un’applicazione lineare
da R™ in R che agisce nel seguente modo

df (&) :=dfu(§) = Vf(z)- €, (6.46)

per ogni vettore £ € R™; pit concisamente®® df (£) = Vf - €. In particolare se f(z) = z; ¢ la
funzione lineare che ad z associa la sua i—esima coordinata, si ha

dri(§) = (Va;) - £ =€l £ = (6.47)

ovvero il differenziale della funzione z; non & altro che la proiezione sulla i—esima coordinata
di &.

Definizione 6.12 I differenziali dx; sono esempi di 1-forme differenziali (o in breve “I-
forme”) e verrano chiamati 1-forme elementari. Le 1—forme differenziali in A sono combi-
nazioni lineari (aventi funzioni per coefficienti) delle n 1-forme elementari. Pit precisamente

wl ¢ una 1-forma differenziale su A se

w! = Zgidxi (6.48)
i=1

con g; € C(A,R); se g; € C*(A,R) diremo che w' ¢ di classe C*.

Fissato x € A, Pazione di una 1-forma su vettori in & € R™ & definita (per linearita) nella

maniera ovvia:
n

wp(€) = 3 gi(w)dwi(§) = D gi(@)é - (6.49)

i=1

Come sopra, normalmente sottointenderemo la dipendenza (non lineare) della 1-forma dal
punto * € A e scriveremo semplicemente w'(¢) al posto di wl(¢). Chiaramente, poiche i
differenziali sono funzioni lineari su R™, anche le 1-forme lo sono:

w'(a16M + a2¢®) = a1w' (€M) + agw' (€?) (6.50)

Quindi una 1-forma &, per ogni x € A fissato, la piu generale applicazione lineare da R™ in R
ed inoltre la dipendenza da x é regolare. In particolare, se f & una funzione regolare su A il
suo differenziale df € una 1-forma su A:

df = fodui . (6.51)
=1

Dare una 1-forma in A C R™ (in cui penseremo sempre fissata la base standard e(l)) equi-
vale dunque ad assegnare n funzioni regolari, o, equivalentemente un “campo vettoriale”

28Non riportando esplicitamente nella notazione la dipendenza non lineare da = € A (cosa che faremo spesso
in seguito).
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F € C*(A,R"). Data F € C'(A,R") chiameremo wl, la 1-forma i cui coefficienti g; sono le
componenti di F:

n
w}p = Z Fidx; . (6.52)
i=1

Si noti che da (6.51) e (6.52) segue che
wy p=df . (6.53)

Osservazione 6.13 (i) Non si confonda il significato degli “indici” = ¢ F' in (6.49) e (6.52):
usando il simbolismo in (6.49) dovremmo scrivere wy, ,(€) = Y1 | Fi(2)dx;(£), ma normal-
mente ometteremo la x in tali scritture.

(ii) Una 1-forma w! “di classe C?(A)”, & per definizione una 1-forma in cui i coefficienti g;
sono funzioni C?(A) (anche nel caso A non sia aperto).

Nel caso n = 1 siamo abituati a vedere il simbolo “dz” all’interno di un integrale ed ora,
infatti, definiremo lintegrale di una 1-forma. Per far questo dobbiamo prima formalizzare il
concetto di orientamento su curve. Sia I' C R™ un elemento di curva e sia ¢ un’inclusione tale
che ¢((a,b)) =T, definiamo 'orientamento su I" indotto da ¢ come

Or (p):={¢ : ¢ & un'inclusione su I : %(dfl o) >0} . (6.54)

Da questa definizione segue che: (i) la relazione p € Or(p) definisce una relazione di
equivalenza; (i) se definiamo I'inclusione inversa di ¢ come

p(t):=p(=t),  te[=b—a (6.55)

allora @ ¢ Or (p); (iii) se ¢ & una inclusione su I" allora o ) € Or(¢) oppure ¢ € Or ().
L’orientamento Or (@) si chiama orientamento opposto (o inverso) di Or (¢) e scriveremo
Or (@) = —Or(p). Diremo anche che (T', Or (p)) ¢ la curva I' orientata nel verso che va
da p(a) a p(b). Allo stesso modo, prendendo un’inclusione continua e regolare a tratti??, si
definisce I'orientamento su curve regolari a tratti: naturalmente in questo caso la relazione
differenziale in (6.54) verra richiesta nei punti in cui ¢ & derivabile.

Sia I' un elemento di curva regolare orientato in A: I' = ¢((a, b)) e Or = Or (p) e sia w! :==wk

una 1-forma in A. Definiamo, allora, ’integrale di w' sulla curva orientata I come

b noob
/ w! ::/ Foop(t) ¢ (t)dt = Z/ F;op oldt (6.56)
T, Or a i—1 Ja

Dal punto (vii) dell’Osservazione 6.3 segue che tale integrale non dipende dalla particolare
inclusione ma solo da T' e dall’orientamento scelto. Si noti che (6.56) puod esere riscritta

come b
/ Wt = / W ()t (6.57)
I, Or a

dove la scrittura completa dell’integrando a destra & wp, o(t) (¢'(t)). Come ci si aspetta,
cambiando lorientamento 'integrale in (6.56) cambia segno:

/ wh = —/ wt (6.58)
T',— Or T, Or

298i ricordi il punto (iii) dell’Osservazione 6.5.
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Comunque, spesso, quando non vi siano ambiguita, ometteremo l'indicazione esplicita dell’o-
rientamento nel simbolo di integrale di 1-forme.

Tale definizione si generalizza in maniera ovvia al caso di curve chiuse o di curve regolari a
tratti contenute in A.

Nel caso n = 1 possiamo dunque interpretare l’integrale fabfdx come l'integrale della 1-forma
fdz suT = (a,b) (si ricordi 'esempio (E1) con n =1 della sezione 1).

Se w! = df ¢ il differenziale di una funzione f € C'(A) e T' = ¢((a,b)) & un elemento di curva
orientato in A di estremi zg = ¢(a) ed x = ¢(b), otteniamo (sottointendendo Or = Or (p))

::d[ijo¢ﬁ:f@%¢@®7 (6:59)

Integrando sui tratti di regolaritd di una curva regolare a tratti®, si vede subito che la (6.59)
vale anche per curve regolari a tratti. In particolare, se I' & una curva (regolare a tratti e)
chiusa (cioé xo = z) si ha

/ af =0, (T curva chiusa regolare a tratti) . (6.60)
T

Chiaramente, dire che una 1-forma w' ha integrale nullo su ogni curva chiusa é equivalente
a dire che Uintegrale (6.57) dipende solo dagli estremi di T'. Infatti vale anche il viceversa:

Proposizione 6.14 Sia A un aperto connesso di R™. Una 1-forma w' su A ¢ il differenziale
di una funzione f se e solo se per ogni curva chiusa I' regolare a tratti si ha

/le =0. (6.61)

Dimostrazione Il “solo se” lo abbiamo gia dimostrato. Assumiamo ora che valga (6.61) e
sia w! :=wk. Per l'osservazione fatta dopo (6.60), 'integrale di w' dipende solo dagli estremi
di una curva I'. Fissiamo un qualunque punto zg € A e, per ogni x € A, consideriamo una
qualunque curva I'(x) C A regolare a tratti con primo estremo in zy e secondo estremo®! in

x. Per ipotesi, risulta ben definita la funzione

flz):= /r( )wl . (6.62)

Facciamo ora vedere che f,, = Fj: sia h € R tale che il segmento P:= P(z,z + he®) sia
interamente contenuto in A. Sia P = {z = z(t):=x +t h @, ¢t €[0,1]}. Allora,

(Pathe® = r@) = [uh

Sl

1 1 . 1 ) )
= E/ F(x—i—the(’))-z’dt:/F(x—i—the(l))-e(’)dt
0 0

1
= /F,»(:c—i—the(i))dt (6.63)
0

30T valori nei punti interni dove I'inclusione non ¢ differenziabile si cancellano a due a due.
31Questo significa che se I' = ((a, b)), e Or = Or (p), o = ¢(a) e x = ©(b); si ricordi anche che un aperto
connesso & connesso per poligonali (ed una poligonale & una curva regolare a tratti).
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e tale quantita tende, quando h — 0, a F;(x). 1

Definizione 6.15 Sia w!':=w} una 1-forma su A C R"; w' si dice esatta se F = df per

qualche f € C?(A); tale f viene chiamata “primitiva di F. w}. si dice chiusa se
or;  OF;
8l‘j a 81), ’

YVi,j. (6.64)
Chiaramente, per il lemma di Schwarz, una 1—forma esatta é chiusa. In generale non & vero il
viceversa. Infatti, sia A = R?\{0} e sia
dy — yd
o= VY2 (6.65)
1'2 + y2

(cosicche w! € C*(A)). E immediato controllare che w' & chiusa ma d’altra parte ¢ anche
facile vedere che se I' & il cerchio unitario orientato in senso antiorario allora

/wl =27, (6.66)
r

e quindi, per la Proposizione 6.14 w! non ¢ esatta su®? A.

Un viceversa parziale si ottiene facendo opportune ipotesi sul dominio A. Un insieme A si
dice stellato se esiste un punto xy € A tale che per ogni z € A il segmento di estremi zg e x
¢ interamente contenuto in A; in tal caso si dira che A & stellato rispetto a®? zq. Vale allora
la seguente*

Proposizione 6.16 Sia A C R™ un insieme stellato. Una 1-forma su A é chiusa se e solo
se ¢ esatta.

Dimostrazione Assumiamo per semplicita che zo = 0 (caso a cui ci si pud sempre ridurre

tramite il cambio di variabili z = ¢ +y). Sia w! :=w} con F che verifichi (6.64) e si consideri

la funzione " .
f@y:E:m/nE@@ﬁ, (6.67)
i=1 70

che per le ipotesi su A & ben definita. Dai risultati noti sulla derivazione sotto segno di
integrale, da (6.64) e dal Teorema fondamentale del calcolo segue che

of 1 " L 9F;
= F. .
o /O ](tx)dt—i—;xl /0 t oz, (ta)dt
! - ' OF;
- /0 Fj(tx)dt—i—;xi /0 t o (tz)dt

.[iGEWﬂﬁ:ﬂ@y

¢ esatta. Il viceversa, come gia osservato, € conseguenza immediata

Ovvero F = Vf e cioe w!

del lemma di Schwarz.

328i noti perd che w! = (arctan(y/ac)) = d( — arctan(w/y)) in {(x,y) : y # 0} il che mostra che w! &
esatta su domini della forma RZ\P dove P & una qualunque semiretta chiusa che parte dall’origine (esercizio
6.39).

33 Ad esempio un insieme convesso & stellato rispetto ad un suo qualunque punto.

34Questo risultato e le sue generalizzazioni sono note come “Lemma di Poincaré”.
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Osservazione 6.17 Si noti che la formula (6.62) fornisce una ricetta per costruire una pri-

1

mitiva di una l-forma esatta. Ad esempio w':= (sen (zy) +axy cos(xy))dx +22 cos(zy)dy

¢ esatta su R? (come deriva dal Lemma di Poicare, essendo w! chiusa su R?). Dato (z,v)
scegliamo T'(z,y) come la poligonale orientata di vertici (in ordine) (0,0), (z,0) e (z,y):
Iz,y) =T1UTy con T’y = {(tx,0) : 0 < ¢t <1} e Ty = {(x,ty) : 0 < t < 1}. Si ha allora
Llwl =0e fILZwl = y12f01 cos(txy)dt = zsen (zy); quindi x sen (zy) & una primitiva di w?.

Nella definizione della divergenza di una funzione f € C1(A,R") (con A C R") il simbolo
V - f puo essere interpretato come il prodotto scalare tra I’ “operatore differenziale vettoriale”

(8%1, - %) e il campo vettoriale f. Nel caso n = 3 vi & un altro prodotto notevole, il prodotto
vettoriale, e il prodotto vettoriale tra 1’ “operatore differenziale vettoriale” (8%1, e %) e il

campo vettoriale f definisce un nuovo campo vettoriale che prende il nome di rotore di f:

0Fs 0F, 0Fy O0F; 0F, O0F
VxF=rotFi=(z——-+—,7+——-— 5, 7—— ) - 6.68
x ro (6332 61‘3 ’ 61‘3 8.’)31 ’ (91‘1 8952) ( )
Osservazione 6.18 (i) Si noti che la divergenza ¢ definita per n arbitrario al contrario del
rotore che & definito solo per n = 3.

(i) Un campo F € C'(A,R?) tale che V x F = 0 si chiama irrotazionale. Ricordando la
definizione di 1-forma chiusa si ha che F' € C'(4,R?) ¢ irrotazionale se e solo se w}. ¢ chiusa.

Proposizione 6.19 Sia A un aperto di R®. Allora
(i) Vx (Vf) =0,V f € C*(R%R);
(i) V- (VxG) =0,V G e C?AR?;

Sia ora A C R3 un aperto stellato e H, F € C(A,R3). Allora
(iii) Vx F =0 < 3 feC?*A,R) tale che F=Vf;
(iv) V-H=0 <= 3G eC?A,R? tale che H=V x G.

Dimostrazione La (i) e la (ii) seguono immediatamente dalle definizioni date e dal Lemma
di Schwarz.

La (iii), in vista del punto (ii) dell’Osservazione 6.18, non ¢ altro che la Proposizione 6.16 nel
caso n = 3.

(iv): Vimplicazione “ <=7 & un caso speciale del punto (ii). La dimostrazione dell’implicazio-
ne “ =" ¢ assai simile alla dimostrazione della Proposizione 6.16. Infatti, assumiamo (senza
perdita di generalita) che A sia stellato rispetto a 2o = 0 e definiamo la funzione H:A—R3
ponendo

1
Hi::/ ¢ Hi(te) dt .
0

Allora, una verifica diretta mostra che la funzione cercata G ¢ data dal prodotto vettoriale
tra H e la trasformazione identica x — x ovvero da

G5:(ﬁ2 x3 — H3 $27ﬁ3 Z1 —Eﬁ 963,[?1 T9 —ﬁg xl) .
Verifichiamo, a titolo di esempio, che (V x G); = H; ovvero che ‘gfj — ‘gf; = H;: dalle
definizioni date segue che

8Gs  9H, OH,
61‘2 - 61'2 T2 8,’B2
oH, [, 0H;
Oxj o t aTUJ

oG,  0H, OH,

= ] — z3 — Hy
65(}3 (91'3 61‘3 ’

xl+ﬁ17

(tx) dt .
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Quindi, poiché V- H = 0 (e quindi 382 + 28 — M) g ha
9Gs G L (OH, OH, OH, OH;
oGy 0%z _ I — 2y [ 2 %H.
8562 81‘3 / {t (3:1;‘2 r2 8x3 v [5$2 + 8x3 } } T2 2}d

_ 2 1 1
= / t (6$2 To + — O3 r3 + r1—=—— o, )+2tHl}dt

/1$(t2H1(m))dt:H1 B |

5 I teoremi classici di Green e Stokes

Per formulare i teoremi classici di Green e Stokes abbiamo ancora bisogno di alcune definizioni.
Dato un aperto regolare A C R?, si chiama orientamento positivo su A, (o anche “orienta-
mento antiorario”) P'orientamento Or ; indotto da una parametrizzazione ¢ : [a,b] — R? di
0A tale che

(1)

]~ ) .

dove v:=(v1,1) & la normale esterna a A nel punto z = ¢(t) € 9A; in tal caso la coppia
(0A, Or 4) si denota anche con 9A™. Una superficie elementare con bordo ed orienta-
bile in R? & un elemento di 2-varietd regolare S C R? dato dall’immagine di una inclusione
1 € C?(A,R3) con A aperto regolare di R?: S:=1(A); il bordo di S, denotato®® 4S8, ¢ la
curva regolare chiusa 1(0A). Ad una inclusione (1, A) che realizza una superficie elementare
con bordo ed orientabile S = 1)(A) possiamo associare un versore v normale a*® S definito,
per ogni z = ¢(u) € S, (u € A), da

0v o pu
= v (6.70)
oY % oY
6u1 6u2

ed un orientamento su AS definito da Or (1) o ¢) dove ¢ & tale che 9AT = (DA, Or(p));
la coppia (v,087T), con ST := (S, Or (¢ o )) viene detta orientata positivamente. Si
hanno allora i seguenti risultati

Teorema 6.20 (Teorema di Green) Sia A C R? un aperto regolare e sia F € C*(A,R?).

Allora 5 p
£ OF .
- = . 71
/,4(5961 8x2)daj /BA+WF (6.71)

Teorema 6.21 (Teorema classico di Stokes) Sia S una superficie elementare con bordo
ed orientabile in R® e F € C*(S,R3). Allora

/S(V x F)-vt doy = /8$+WI1? , (6.72)

T & un versore normale a S tale che la coppia (v+,08™) ¢ orientata positivamente.

dove v

358i noti che, in questo contesto, il simbolo “0S8” non denota la frontiera insiemistica di S, che, infatti,
coincide con S (essendo S=0).

36 “Versore” significa di norma unitaria (Jjvt| = 1) e “normale a S” significa “ortogonale ad ogni vettore
tangente a S” (vt - € = 0 per ogni & tangente a S nel punto x).
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Osservazione 6.22 (i) Il Teorema di Green puo essere utile per calcolare aree di figure
piane tramite integrali di 1-forme. Infatti, se applichiamo la (6.71), rispettivamente, ai campi
F:=(0,21), F:=(—22,0) oppure F:= %(—1‘2,.1‘1), (osservando che in tutti questi casi 2£2

8901
95 — 1) si ottiene la formula
T2

1
m(A):= Area(A) = / x1drg = —/ xodr = 7/ (x1dxg — xodxy) . (6.73)
DA+ DA+ 2 Joa+

(ii) L’integrale di una 1-forma wl su di una curva chiusa orientata I' prende il nome di
circuitazione del campo F su I'. Dunque il Teorema di Stokes pu® essere formulato
dicendo che il flusso totale del rotore di un campo F attraverso una superficie elementare S
con bordo orientabile, nel verso della normale v™, coincide con la circuitazione di F' su ST .
(iii) Non ¢ difficile mostrare che il Teorema della divergenza ed i teoremi di Green e Stokes
continuano a valere nel caso in cui le superfici su cui si integra siano solo regolari a tratti®’.
Ad esempio il Teorema della divergenza ¢ applicabile a cubi, coni, etc.

Dimostrazione (del Teorema di Green) Applicando il Teorema della divergenza su A al
campo vettoriale (Fy, —F}), se ¢ : [a,b] — R? ¢ tale che ¢([a,b]) = A e Or, = Or(p), si

ha
oF, O0F;
97 _ 9Ty
/A(axl 8302) o
b 90/
/ (F2,—F1) - v doy =/ Fo— ¢ dt
0A a 'l

_ / WL
OAT

Dimostrazione (del Teorema di Stokes) Sia & = 1(A) con A aperto regolare in R? e sia
¢ : [a,b] — R? tale che ¢([a,b]) = A e Or, = Or(yp). Sia

0 0
G(u)::(Fw-a—;/’1 7 Fow.a%;) ,

/V . (FQ, 7F1) dzx
A

con ¢:=v¢(u), ueA. (6.74)

Applicando il Teorema di Green a G, si ottiene

0Gs  0G, 1
/A( Ouyr  Oug ) du /6A+WG

3 2 b )
Y [PweaFtawa

i=1 j=1"0

b 3 ) .
[ rwon (g @ + gaer)

b 3
d
[ S Rwen muop= [ b ©.75)
a =1 +

37Bisogna, naturalmente, adattare (nella maniera ovvia) le varie definizioni date. La dimostrazione di questa
estensione del Teorema della divergenza puo essere fatta approssimando in modo regolare la frontiera 0A di
un dominio A “regolare a tratti” (usando, per esempio, la convoluzione con funzioni C§° con supporto in un

intorno opportuno delle “singolaritd” di dA): se HAU) denotano tali approssimazioni regolari, ¢ allora facile
vedere che limj o0 [4(»V - F = [,V - F e che (essendo la parte singolare di AU un “insieme di misura
(n — 1)—dimensionale nulla”) anche lim;_, o .j(:)A(j) F -vdop_1 = IE)AF cvdon—1.
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D’altra parte
_ oY
/S(v X F)-v* doy = /Av x F() - (am au2> u . (6.76)

Ed infine
G, 0G| D O 0 Oy
T T i_zlal(ﬂ‘“” 5es) " 90 7Y B,
_ OF; (0v; 0¢; Ot Ot
o ; (8ui Oug au; 8u1)

_ oF; ) (8% ;O 81/%‘)

5':zzj 6331 Ouy Oua B Ous Ouy

>

[

= (VxF)- (gf gf)

Mettendo assieme (6.75)=(6.77) si ha Iasserto. i

(6.77)

6 Esercizi e complementt

C 6.1 (Volumi di parallelepipedi k—dimensionali in R" con n > k)

Siano v ... v™® k vettori in R con n > k; sia Ilp:= H(v(l), ey v(k)) il parallelepipedo generato da
v<1),,..,v(k). Lo scopo di questo paragrafo ¢ di definire il volume (la misura) k—dimensionale di Il
(per le notazioni si veda § 3). Tale definizione & basata sui due seguenti lemmi (la cui dimostrazione
viene lasciata per esercizio). Sia V := V('u(l)7 ey v(k)) lo spazio vettoriale generato da 1)(1),...,1)(1“).

Lemma 6.23 Siano vV,... v™® vettori indipendenti in R™ con n > k; sia B:= {w(l),..., w(k)} una
base ortonormale in V. Denotiamo con u'” € RF il vettore delle coordinate di v rispetto a B (cioé
u = (ugi), ...,u,(:)) ev® = Z? u( w), e denotiamo con U e A le matrici U :=[u™,...,u®] e
A=W, .., v®]; U € Mat(k x k) e A € Mat(n x k). Allora UTU = AT A.

Lemma 6.24 Siano k,n, v® ed A come nel Lemma precedente e sta ¢ 1V — R? un isomorfismo
lineare che conservi il prodotto scalare. Allora

misy, (cp(H[vm, ...,v(k>])> = misg (H[L,D(’U(l)), ...,go(v(k))]) =VATA . (6.78)

Definizione 6.25 Se vV ,.... 0" sono vettori in R™ conn >k e se Ilp:=I(v®, ..., v®) denota il
parallelepido generato in R™ dai vettors w(l),...,v(k>, si defisce la misura euclidea k—dimensionale di
IIy come

misg (ITp) := misg (@(H[v(l), 4..,11(]6)})) , (6.79)

dove ¢ : V — RF ¢ un qualunque isomorfismo lineare che conservi il prodotto scalare.

Osservazione 6.26 (i) Un isomorfismo che conservi il prodotto scalare conserva anche gli angoli e
le lunghezze e quindi conserva la “geometria euclidea”.

(ii) In particolare da (6.78) mostra che la misura k—dimensionale di ¢(Ily) non dipende dal particolare
isomorfismo ¢ (purche, naturalmente ¢ conservi il prodotto scalare). Dunque la Definizione 6.25 &
ben posta.
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(iii) Per una nota formula di algebra lineare®® si ha che se A & una matrice n x k con k < n allora
il determinante di AT A & uguale alla somma dei quadrati dei determinanti di tutti i minori di rango
massimo (ossia k). Dunque 1'oggetto formale “doj” che appare in (6.12) (e cioé nella definizione della
misura di una varietd k—dimensionale in R™) puo essere interpretata come la misura k—dimensionale

0 i . . .0 3]
a;Z du; (e si ricordi che i vettori a—i,...,a—i

del parallelepipedo “infinitesimo” generato dai vettori
generano lo spazio tangente alla varietd).

Esercizio 6.2 Se qualcuna delle affermazioni fatte in (E1)=+(E7) di § 1 non fosse completamente
chiara, la si dimostri con cura!

Esercizio 6.3 Dire se le seguenti funzioni definiscono delle inclusioni differenziabili e, in caso
affermativo, si disegni la traccia dei relativi elementi di curva e se ne calcoli la lunghezza:
=r(t— sent,1 —cost), te€lg,1—¢],(r>0,1>e>0),
(ii) p(t) = t(cost, sent) , te€la,b, (0<a<b),
(iii) ¢ come in (i) ma con t € [0, 1].
[L’elemento di curva in (i) prende il nome di “elemento di cicloide”; quello in (ii) “elemento di
spirale” .

Esercizio 6.4 Trovare un’inclusione, nell’intorno di zo = (1,10, 2,0), che realizzi {¢ = 0} con
(x) = x? +x§(x3 —2)4cosxa —2 .

Esercizio 6.5 Si diano i dettagli della dimostrazione relativa all’affermazione fatta nel punto (i)
dell’Osservazione 6.7.

6.6 Si dimostri che se S & una n—varieta con bordo in R™ allora il suo bordo coincide con la sua
frontiera (nella topologia usuale di R™).

6.7 Si dimostri che le varieta descritte in (S3) e (S4) hanno bordo vuoto.

6.8 Sia S:=¢(U) un elemento di k—varietd in R™. Si trovi una inclusione (¢, V') tale che S = (V)
e tale che V sia un aperto di R* contenuto in {uy > 0}.

[Risposta nel caso in cui U N {ur < 0} # 0: Sia m:= infucy uk e sia up:=(0,...,0,1 — m); si pud
allora prendere V :=ug + U e ¥(v) := (v — uo).]

6.9 Sia S = {¢ > 0} un insieme regolare in R” (si veda (S7)) e sia v la normale esterna in zo € 9S
cioe
__ V¢
Vol -
Si dimostri che “muovendosi” da xo nella direzione v si “esce” da S, mentre “muovendosi” nella
direzione opposta si “entra” in S, piu precisamente, si dimostri che esiste € > 0 tale che
{ro+vt:0<t<e} CR"\S, {wo—rvt:0<t<e}CS. (6.80)

C 6.10 (Prodotto vettoriale) Il prodotto vettoriale in R* & una operazione bilineare ed antisim-
metrica che associa ad una coppia di vettori v, w € R® un terzo vettore v x w € R® di coordinate™’

(v x w); := det[e?, v, w] , (6.81)
ovvero

3
VX W= Ze@ det[e(i>,v,w] , (e;” = ij) . (6.82)
i=1

38Tale formula & una generalizzazione della formula per il determinante del prodotto di due matrici quadrate
ed in alcuni testi &€ nota come “Teorema di Binet”; si veda, ad esempio, “E. Sernesi Geometria 1, ed. Boringhieri.
39Tn alcuni testi (soprattutto di fisica) il prodotto vettoriale tra v e w viene denotato con il simbolo “v Aw”.
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Si noti che, per definizione di i—esima coordinata, si ha

e (v x w) = detfe™, v, w] . (6.83)

Dati due vettori linearmente indipendenti v e w definiamo 7, ., il piano generato da v e w

Tow:=V(w,w):={y €R®: y=av+bwcon a,b €R} . (6.84)
Ed infine, dati tre vettori indipendenti v(? € R®, definiamo
Or (v, 0@ @) = {(y<1>7y<2>’y(3>) cR*xR®xR?:
det[y™, y@, 4y detfp™, v @] > O} . (6.85)

E facile vedere che®” I’appartenenza a Or (v(l),v(z),v(3)) e una relazione d’equivalenza; una base

(ordinata) (y™,3®,y®) in Or (v, 0@ v®) si dice che definisce lo stesso orientamento di (o
anche che ¢ equiorientata con) (vP, v v®).

Si verificano facilmente le seguenti proprieta del prodotto vettoriale v X w, di m, ., e dell’“orienta-
mento” Or(v(l),v@),v@));

Proprieta del prodotto vettoriale
v X w = (vows — vng)e( ) — (nws — U3w1)6(2) + (viwe — vzwl)e(g).
2) L’operazione (v, w) — v X w & bilineare*' ed antisimmetrica®’

1)
)
3) el = g,€(72) x e(?3) | dove ¢ & una permutazione di {1,2,3} e &, ¢ il segno di tale permutazione®®
4) w- v x v® = det[w, v, v?] e quindi w- v x v =D V@ xw =@ . w x D,

)

5)vxw Lv,vxw L w.

6) v X w # 0 se e solo se rango[v, w] = 2 se e solo se v e w sono linearmente indipendenti (cioé “non
appartengono alla stessa retta” o equivalentemente “non sono paralleli”).

7) Jox w* = [o]*lwl* — (v-w)*.
8) Se U & una matrice ortogonale (3 x 3), [Uv x Uw| = |v X w|.
9) Se U € SO(3), allora Uv x Uw = U(v X w).
10) (v x w,v,w) € Or (e @ @),
11) Se v e w sono indipendenti, allora Ty,.w = Toxw-

12) |v X w| coincide con D'area del parallelogramma generato da v e w (per una formulazione pil
precisa si veda 6.11).
Dimostrazione della 9): usando la 4) e la (6.83), per ogni 4 si ha:

eV Uwxw) = UTe™ . (vxw)=det[lU e, v, w] = det[lU e, v, w]
det (U*l[e“% Uv, Uw}) = det[e®, U, Uw] = e - (Uv x Uw) . |

La definizione del prodotto vettoriale puo essere facilmente ricordata se si nota che la seguente identita

formale:
D 2

v X w = det V1 V2 V3 (686)
w1 w2 w3

dove il determinante formale verra pensato sviluppato secondo la prima “riga”.

40Esercizio 6.12.

41Cioe lineare sia in v che in w.
12Cioe v X w = —w X .

43Gi ricordi la nota 14 di §3.
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Esercizio 6.11 (i) Siano v e w due vettori in R® indipendenti. Si dimostri che esiste U € SO(3)
tale che U(v x w) = Ae® con A > 0.

(i) Si dimostri che Uv, Uw € 7 1) (2)-
Sia Uv = (,0), Uw = (0,0) con 9,w € R®. Definiamo I’area del parallelogramma P := {a1v + asw
con a; € [0,1]} come la misura (bidimensionale) di II(7, @).

(iii)* Si dimostri che la definizione in (ii) non dipende dalla particolare scelta di U (che non ¢ unica).

(iv) Si dimostri che |v x w| coincide con 'area del parallelogramma P.

T 6.12 Si dimostri che Or (v, v, v®)) ¢ una classe di equivalenza nell’insieme delle triple ordi-
nate di vettori indipendenti in R®.

T 6.13 Dimostrare che se (v(l),v(2),v<3)) € Or (e(l),e@),e(?’)) allora

v oM @ >0, (6.87)

Ora si mediti sulla “regola della mano destra”.

C 6.14 (Ascissa curvilinea) Se I' ¢ un elemento di curva regolare, esiste una parametrizzazione
“canonica” in termini della lunghezza. Se I' = ¢((a, b)) definiamo la seguente funzione, chiamata
ascissa curvilinea:

s(t) = / I (w)|du (6.88)

ovvero s(t) & la lunghezza dell’elemento di curva di estremi p(a) e ¢(t): in particolare s(a) = 0 e
s(b) = L(T). Essendo s'(t) = |¢'(t)| # 0 tale funzione & strettamente crescente in [a,b] e quindi
invertibile. Sia t(s) la funzione inversa. Poniamo allora

B(s) :=p(t(s)) - (6.89)

E chiaro che tale inclusione non dipende da ¢**. Dato un elemento di curva regolare I e fissato un suo
estremo xo si chiama parametrizzazione secondo ’ascissa curvilinea con punto iniziale x¢ la
parametrizzazione y(s) := @(s) dove @ : [a,b] — I' & una qualunque inclusione su I tale che ¢(a) = zo
e ¢(s) & definita in (6.89).

C 6.15 (Rette e versori tangenti)
Sia I':=¢(I) un elemento di curva regolare in R™ (I = (a,b) e ¢ & una inclusione di [a,b] in R™).
Ricordiamo che una qualunque retta in R™ passante per un punto zo ¢ data da

L:={ze€R": x=x0+t& cont€R}, (6.90)

dove ¢ & un vettore non nullo di R™. Non & restrittivo assumere che®” |¢| = 1 cosa che d’ora in avanti
faremo. Ricordiamo anche che dato un punto z € R"™ ed un sottoinsieme X C R" si definisce la
distanza di © da X (rispetto alla norma euclidea | - |) come

dist (z, X) := 1g§( |z —y| . (6.91)
y

Si ha allora la seguente semplice

Proposizione 6.27 Dato un punto x € R™ ed una retta passante per xo € R™, £:={xzo + t&} (con
|€] = 1), si consideri il sequente punto su ¢

pe(z) =x0+ (x —x0)- £ & . (6.92)

Allora pe(x) verifica
dist (z,€) = |z — pe(x)| (6.93)
ed & l'unico punto di £ per cui (6.93) valga.

44Ciok se ¥ : [c,d] — R™ & un’altra inclusione su I tale che 1(c) = ¢(a) allora @(s) = ¥(s).
45Basta infatti cambiare il paramero t con s = |¢[t.
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Il punto p¢(z) si chiama proiezione di x su /.

Dimostrazione Per trovare la distanza di x da £ bisogna minimizzare la funzione t — |z — xo — t£|
0, equivalentemente, la funzione |z — xo — t£|?. Tale quantita, per (D.4), & uguale a

|z — zo|® +t* — 2t(x — o) - £ (6.94)

che raggiunge il suo minimo per 'unico valore ¢ = (x — z9) - &. |

Definizione 6.28 Sia xo € T' elemento di curva regolare in R™. Una retta £ passante per xo si
dice tangente a T (nel punto xo) se per ogni successione di punti 9 e 1, 20 # o, tali che
limj o0 2() = To st ha
dist (2 ¢
im SSEE0 (6.95)
j—o0 |l‘<]) — 270|
dist (z(j) )

Si noti che la quantita 2 o]

non ¢ altro che il seno dell’angolo tra la retta ¢ e la retta passante

per i punti zg e W,

Proposizione 6.29 Sia T':=¢((a,b)) un elemento di curva regolare® in R™ e sia xo € T. Allora
esiste un’unica retta tangente a ' in xo data da

L:={z=¢(to)+sT:s€R}, dove 7:= ¥ (to) . (6.96)

11 versore 7 definito in (6.96) si chiama versore tangente alla curva T" nel punto zo mentre ¢’ (to) & un
vettore tangente a I' in zg.

Osservazione 6.30 Il versore tangente 7 definito in (6.96) & definito a meno del segno®”. Il verso
scelto in (6.96) fissa un verso (cioé un “orientamento”) sulla retta tangente che corrisponde al verso
in cui ¢(t) “percorre” l’elemento I'.

Dimostrazione (della Proposizione 6.29) Assumiamo, per semplicita di notazione che top = 0 e che
xo = 0 (situazione che pud sempre essere raggiunta tramite traslazioni in ¢ e z). Dimostriamo prima
che £ & tangente a I' in zp = 0. Sia 29) € I" una successione convergente a 0 (con @) £ 0); questo
equivale a dire che ) = ¢(t;) con t; — 0, (t; # 0), e ¢(0) = 0. Dalla Proposizione 6.27 si ha che

dist (2, 0) _ |o(t;) = o(t;) -7 7]
|29 o ()] '

D’altra parte per la formula di Taylor al prim’ordine si ha che esiste una funzione (vettoriale) §(¢)
tale che

(6.97)

() = ¢'(0)t+6(t), con }g% &;)' =0. (6.98)

Inoltre, dalla definizione di 7, segue che
©'(0)-77=¢(0). (6.99)
Sostituendo (6.98) in (6.97) ed usando (6.99) otteniamo

dist (x(j),ﬁ) _|o(ty) —o(ty) - T T
DTl e 0) + 52

(6.100)

46 Come al solito ¢ & una inclusione dell’intervallo [a,b] in R™.
47In effetti, la Proposizione 6.29 asserisce 1’unicita della retta tangente e ad una retta corrispondono due
versori.
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e tale quantita tende a 0, quando j — oo, in virtu di (6.98)(ed essendo |¢’(0)| # 0).

Dimostriamo ora I'unicita della retta tangente. Supponiamo che esista un’altra retta tangente ¢ :=
{zo+s7": s €R} con |7'| =1 e 7" # +7 (il che equivale a dire che le rette £ e £ sono distinte). Sia
) # 0 una succesione di punti in I" che tendono a 0. Essendo le due rette tangenti a I" si ha che

@ — 20 7 7| @) — @) |

Jim P = i B <o, 101
Sia y) = ‘ﬁj;‘ Tale successione appartiene a S" ':={z € R" : |z| = 1}. Tale insieme & com-

patto, quindi esiste una sottosuccessione y(jk> convergente ad un punto § di S™~!. Inserendo tale
sottosuccessione in (6.101) e prendendo il limite per k — oo, otteniamo che

-y rr=0=y—-4-7 7 (6.102)

ovvero j =% -7 7 =1%-7 7. Prendendo la norma di tali relazioni e ricordando che |jj| = 1, vediamo
_ ’
-

che -7 =41 e g -7 = +1, il che implica 7 = +7’ (essendo 3 -7 7 = 5 - 7’ 7') producendo una

contraddizione. I

Esercizio 6.16 Sia T' C R? I'unione dei due segmenti {x € R? : 25 = 0,0 < 21 < 1} e {x € R?:
z1 = 0,0 < z2 < 1}. Si dimostri che ' & una 1-varieta regolare a tratti ma non & un elemento di
1-varietd regolare in R?.

6.17 Verificare che i vettori tangenti alla cicloide (6.3) nei punti (z,y) = ¢(n7) sono paralleli
all’asse delle x.

Esercizio 6.18 * Sia S la porzione cilindrica in R® data da {(z,y,2) €R*: 0 <z < 1,22 +¢*> =1,
e y > 0}. Si dimostri che per ogni M > 0 (comunque grande) e per ogni § > 0 (comunque piccolo)
esistono N triangoli con interni a due a due disgiunti e con vertici su S tali che la somma delle loro
aree supera M.

Esercizio 6.19 Si verifichi che se definiamo i numeri L, M, N tramite la relazione

8% x g—;’; i=Le" — Me® 4 Ne® (6.103)
ed i numeri F, F, G tramite
7'%" F::|§—;’02|, G::%.%’ (6.104)
atlora Op  Op |2 2 2 2 2 2 2
G X | =M NT =BRGP (6.105)

(Tali notazioni sono usate in vari testi).

Esercizio 6.20 Dimostrare che se S:={(z, f(x)) : « € U}, con U aperto limitato di R?, ¢ il grafico
di una funzione f € C*(U,R), allora

Area (S) = /U\/l + |V f|2du . (6.106)

Esercizio 6.21 (Superfici di rotazione in R®) Sia I':= {(u(t),v(t) : t € (a,b)} un elemento di
curva regolare (eventualmente chiusa) in (0,00) X R e a un numero in (0, 27]. Si dimostri che

S:={(z,y,2) €R®: z=u(t)cosl, y = u(t)send, z=uv(t) cont e (a,b), e e (0,a)}

& un elemento di superficie regolare in R? e se ne calcoli I’area in termini di un integrale su (a,b).
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Esercizio 6.22 Sia T':=¢((a,b)) un elemento di curva regolare in R?, sia f € C(T, (0,00)) e sia
S:= {(z,y,2) €R®: (x,y) €T e 0 < 2z < f(x,y)}. Si dimostri che S & un elemento di superficie
regolare in R? e si dimostri che

Area (S) = /fdm .
r

Esercizio 6.23 Calcolare I’area superficiale dell’ellissoide di rotazione

() G (2 = o
dove R # r sono due numeri positivi.

Esercizio 6.24 Si calcoli I'area della superficie del toro T? ottenuto ruotando una circonferenza di
raggio r attorno ad un asse a distanza R > r dal centro della circonferenza.
Si noti che 7% ammette la parametrizzazione:

T? = {x = (R+rcost)cosf, y = (R+rcost)senf, z=rsent,con 0 <t,60 <27} .

T 6.25 (Orientamento su superfici) Fissare una particolare inclusione ¢ che realizza S, elemento
di superficie, equivale a fissare un orientamento su S: si definisce Or (p) la classe di equivalenza
costituita da tutte le inclusioni ¢ : V — R® con ¢(V') = S tali che det g—z > 0, dove v(u) ;= L op(u).
Dimostrare che I'orientamento Or = Or (¢) ¢ una classe di equivalenza.

Esercizio 6.26 Sia Or = Or(¢) un orientamento fissato su S = (U). Trovare l'orientamento
opposto.

Esercizio 6.27 Dimostrare che su ogni elemento di superficie S = ¢(U) si hanno due soli orien-
tamenti, ovvero ogni inclusione ¢ che realizza S o appartiene a Or (¢) o appartiene a Or (@) =

= Or ().

T 6.28 (Orientamento su elementi di k—varieta) Le definizione date nel caso di curve e superfici
in R® si estendono immediatamente al caso generale. Sia S = (U) un elemento di k-superficie in
R™. Si definisce 'orientamento indotto da ¢ su S la classe di equivalenza costituita da tutte le
inclusioni ¢ : V' : R" con 1(V) = S tali che det 3% > 0 dove v(u) :=1"" 0 p(u).

Si generalizzino gli esercizi 6.25, 6.26 e 6.27.

C 6.29 (Spazio tangente ad una varieta)

Sia § = ¢(U) un elemento di k—varieta in R™ e zo:=p(ug) € S.

Definizione 6.31 Si chiama spazio tangente a S in xo, e si denota T'Sy,, l'insieme dei vettori & € R™
tali che € = 2/ (to) per una qualche z : (a,b) — S di classe C* tale che z(to) = xo con a < to < b.

Si noti che se 2’(to) # 0, 'immagine di un intorno sufficientemente piccolo di ¢y ¢ un elemento di
curva regolare in S passante per xo; d’altra parte prendendo z : t € (0,1) — 2(¢):=z¢ € S si vede
che 0 € T'S,,. Per ogni zo = p(uo) € S = ¢(U) passano k—curve speciali, dette curve coordinate,
date da

YD (1) :=p(uo + te) 1= p(uor, ..., uoi + t, ..., uok ) (6.108)
dove {eV} ¢ la base standard in R* e ¢ varia in [—4, d] per § sufficientemente piccolo®. Quindi i k

vettori

€9 . (7Y (0) = STZ(“O) (6.109)

appartengono a T'Sy,. Infatti, vale la seguente

48 “Sufficientemente piccolo” significa che () ([—§,d]) & contenuto in S.
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Proposizione 6.32 Lo spazio TS;, € un sottospazio vettoriale di dimensione k di R™ ed una base
di tale spazio vettoriale ¢ data dai k vettori €V, i = 1,..., k definiti in (6.109).

Dimostrazione Tramite una traslazione (t = to + s) possiamo assumere che gli elementi di TSy,
siano realizzati da applicazioni differenziabili z definite in un intorno di 0 tali che z(0) = x¢. Dato
£ € TS,,, facciamo vedere che € puo scriversi come combinazione lineare dei vettori £ () Sia ¢ = 2'(0).
Definiamo v(t): =@~ " o z(t). Tale funzione (per il punto (vii) dell’Osservazione 6.3) appartiene a
C*({0},R¥) ed inoltre p(v(t)) = z(t) e uo:=v(0). Derivando p(v(t)) = z(t) si ottiene che, per ogni

7=1..,n
k
Op;
2o

cio¢ £ = Zf:l ai€™ con a; :=v}(0). Mostriamo che T'S,, & uno spazio vettoriale. Se £ := 2'(0) € T'Sy,
e a € R allora a§ = w'(0) dove w(t):=z(at) e quindi af € T'S,,. Se &,n € TS,, per quanto visto

precedentemente si ha che £ = Zle ait® en= Zle bW e quindi 41 =<|  p(uo + (a1 +
t=0

v;(0) = 25(0) , (6.110)

dt
b1)t, ..., uok + (ar + by)t) ovvero & +n € TS,,. Infine che i vettori £ siano linearmente indipendenti
derlva immediatamente dalla definizione di inclusione (in particolare dal fatto che lo jacobiano ‘g (uo)

ha rango massimo). i

Si noti che se k = 1, TSy, non ¢ la retta ¢ tangente definita in 6.15 ma & la retta parallela a ¢
passante per 'origine.

Esercizio 6.30 (i) Si trovi una inclusione ¢ : U C R? — R® tale che p(U) = S N{z3 > e} :={z €

R:|jzP=1lexs>e} (0<e<)

(ii) Si determinino gli spazi tangenti a ¢(U) (¢ come in (i) con € = %) nei punti zo = (0,0,1) e
1 1

(750, 75)-

Esercizio 6.31 (i) Se S ¢ un elemento di (n — 1)-superficie in R® dato da {¢ = 0} N B con
¢ € C'(B,R) e B sfera aperta in R™, si dimostri che

Vo(z) LTS, (6.111)

per ogni z € S.
(ii) Si trovino i versori (cioé “i vettori di norma 1”) normali a S in z.

Esercizio 6.32 (Versori normali in R?) Sia S = cp(U) un elemento di 2-superficie in R®. Dalle
proprieta del prodotto vettoriale deriva che il vettore n = 6:; X =% & ortogonale ai vettori tangenti
5’% 887:’;, e, poiché tali vettori formano una base per lo spazio tangente a S in ¢(u), segue che il

vettore n & ortogonale all’intero spazio T'S,(y). Il vettore unitario (“versore”)
Op x Oy
vi= S Ous (6.112)

1) D¢
|8u1 X Oug

verra chiamato la normale “positiva” a S in z = ¢(u) e verifica

v =1, v LTS, (v, 57('0 88—;;) € Or (e, e® @)y (6.113)

La parola “positiva” si riferisce all’ultima proprieta in (6.113).
C 6.33 Una conseguenza immediata del lemma della partizione dell’'unita ¢ il seguente

Corollario 6.33 (“Lemma di Urysohn”) Siano D C U C R" con D compatto e U aperto. Allora
esiste una funzione f € C§°(R™) a valori in [0,1] con supporto contenuto in U tale che f(x) =1 per
ogni x € D.



140 Cap. 6 — Integrazione su varieta

Dimostrazione Per ogni = € D, sia B(z) una sfera centrata in z e la cui chiusura & contenuta in
U. Allora {B(z) : # € D} & un ricoprimento di D e, se {f; : 1 < j < N} & una partizione dell’unita
di D subordinata a tale ricoprimento, possiamo prendere f:= Zjv:l fi-

C 6.34 (Calcolo del volume della sfera euclidea in R™) Denotiamo con 2, il volume della sfera
euclidea in R™ ovvero £, :=m(B7). Applicando la (6.41) a f(x) :=e 1" con r = 0 e R arbitrario e
mandando R ad infinito, ricordando (4.91), si trova

T2 :/ e dz = nQ, p"716792 dp = nédy t2 et dt = nédy INE
- b 2 J, 2 2
dove I'(2) := fowtzfl e~ tdt & la “funzione I' di Eulero” (si veda 6.35), da cui
2 7%
Qp = ———= . 6.114
nIT'(n/2) ( )

tZ71

Esercizio 6.35 (La funzione I" di Eulero) Sia I'(z) := e~ 'dt. Si dimostrino le seguenti

s~
8

proprieta:

P(z4+1)=2I'(2), (V2); I'(1/2) = V7 ;

1. (2n—1)

'n+1)=n!, (neN); F(n+§)— on Vi, (nezy).

Da queste relazioni e da (6.114) segue che il volume della sfera unitaria in R” & dato da

71'% N .
—_ se n & pari ,
(n/2)!
Q, =
n—1
202m) 2
(71-7)” , sen e dispari .
n!!

Esercizio 6.36 Siano
g:x€ ACR" = g(x)eR, f:ye€ BCR" = (fi(y),., faly)) € A,

funzioni C* sui rispettivi domini. Dimostrare che

d(go f) = ; (6361- o f) dfi . (6.115)

Esercizio 6.37 (i) Si trovino tutti i vettori £ € R? tali che (dx1 + dx2)(€) = 0.

(ii) Sia w' = wp una 1-forma in A C R™ e si fissi 2o € A. Si dimostri che {¢€ € R" : wp,, (§) = 0} &

uno spazio vettoriale. Qual & la dimensione di tale spazio vettoriale?

(iii) Sia F(z,y):=(z,y). Si trovi una curva I' = ¢((0,1)) in R® tale che wp (') = 0 per ogni
€ (0,1).

Esercizio 6.38 Far vedere che w = zdy + ydz & esatta in R? e verificare direttamente che fr w =
sz w= st w, dove I'y & il segmento di estremi (0,0) e (1,1); I'2 & la poligonale di vertici (in ordine)
(0,0), (1,0) e (1,1); I's & I’arco di circonferenza di raggio unitario, centro (0, 1), estremi (0,0) e (1,1)

e lunghezza 7 [e in tutti e tre e casi orientamento ¢ quello corrispondente al verso che va da (0, 0)

a (1,1)].

Esercizio 6.39 (i) Si dimostri che la forma w' definita in (6.65) & chiusa su R*\{0} e che vale (6.66).
(ii) Si dimostri che w! & esatta su un qualunque dominio della forma RQ\P con P una qualunque
semiretta chiusa con estremo nell’origine.
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Esercizio 6.40 Si dimostri (6.58).

Esercizio 6.41 Sia A C R™ un dominio stellato che non contenga l’origine e sia f una funzione
continua su [0, 00). Si dica se w' := f(|z|) 31, zidx; & esatta su A ed in caso affermativo se ne calcoli
una primitiva.

Esercizio 6.42* Sia A:=R*\{0} e sia w' una 1-forma chiusa su A. Dimostrare che se I' & un
cerchio centrato nell’origine e se wal =0 allora w' & esatta in A.

Esercizio 6.43 Sia T il triangolo in R? con vertici in (0, 0), (0,1) e (2,0) e sia w:= senh (z+1)dz +

.Z'dy Sl CalCOh
/ +
oT

sia direttamente che usando la formula di Green.

Esercizio 6.44 Si dimostri che una k-varietd regolare a tratti in R™ con k < n & un insieme di
misura nulla.

(z + 2y)dz + ydy
(z+y)?
(i) Dire se w' ¢ esatta su A ed in caso affermativo, calcolare la primitiva U(z, y) tale che U(0,¢) =

U(0,—e) = 1. (ii) Calcolare /wl dove T:={(z,y) = e(cos'®¢, sen'%t) : 0 <t < 7/2} orientata

Esercizio 6.45 Sia w' = definita su A:={(z,y) €R*: z +y # 0}.

r
nel verso che va da (e, 0) a (0, e).
6.46 Si dimostri 'affermazione fatta dopo (6.60).

6.47 Sia w' = ydz + xdy; sia T; C R? il segmento orientato che va da (2,0) a (1,1) e sia I'y arco
orientato della circonferenza unitaria di centro (1,0) che va da (2,0) a (1,1). Si calcoli f. w'. Si trovi

poi una funzione f tale che df = w?.

[Risposta: f = zy.]

6.48 Sia A =R*\{0} e
wh = % (6.116)

cosicche w! € C*(A). Sia T' la circonferenza di raggio R centrata nell’origine orientata in senso
antiorario e si calcoli frwl.
[Risposta: 27.]

6.49 Si calcoli il flusso esterno di F(z) = = (z € R*) attraverso la calotta sferica S:={z € R* :
|z| =1 e 23 > £} dove l'orientamento & quello indotto da ¢(u) = (u, /1 — [ul?), u = (u1, u2).

6.50 Generalizzando ’esempio 5.50, si dimostri che, comunque si scelgano r < R e 2o € R", esiste
una funzione f € C§°(R™) con supporto contenuto in Br(zo) e che vale 1 su B, (zo).

6.51 Siamo aj, j = 1,..., N numeri complessi. Si dimostri (per induzione su N) che vale

ar+(1—a)a+-+1-a)(1—av1)ay=1-[[]1-a)) . (6.117)

j=1
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6.52 (Integrali curvilinei e superficiali su varieta) Analogamente a come si & fatto per definire
I'integrale di una k—forma su di una k—varieta con bordo, & possibile definire gli integrali curvilinei
e superficiali su, rispettivamente, 1 e 2—-varietd. Se F' € C(S,R") con § C R™ k—varieta con bordo
(k =1,2) e se poniamo F; := f; F dove {f;} & una partizione dell’unita come sopra (e cio¢ subordinata
ad un atlante di S) definiamo

/F(s)ds:z

s
F(o)do:=

S j=1

H‘Mz

/ CFys)ds,  (k=1)
w(U'T)

j=1

M=

/ CB(o)de, (k=2 (6.118)

)

(si ricordi il punto (i) dell’Osservazione 6.13).

Esercizio 6.53 Sia f:=0su [0,1\Q e f(z):=1/nsez = m/ncon 0 < m <n <1 (medn
relativamente primi). (i) Dimostrare che I'insieme di discontinuita di f & Q N [0,1]. (ii) Dimostrare
direttamente (senza usare il Teorema di Vitali-Lebesgue) che f € R([0,1]).

Esercizio 6.54 Sia f € S(E) e sia C il suo supporto. Si dimostri che per ogni & > 0 esiste g € S(E)
con supp (g) C C tale che [,|f —g| <e.

Esercizio 6.55 Sia B, (zo) la sfera (euclidea) aperta in R™ centrata in o e di raggio r. Dimostrare
che esiste Tp € Q" e 0 < 7 € Q tali che il cubo aperto di centro Zy e lato 7 sia contenuto in B, (z0) e
contenga xo.

T 6.56 (L’insieme ternario di Cantor) L’insieme ternario di Cantor K & un sottoinsieme di
[0, 1] con le seguenti proprieta: (a) K é chiuso, non ha punti isolati ed é totalmente sconnesso (ovvero
non contiene nessun intervallo); (b) K ha la potenza del continuo (ovvero esiste un’applicazione 1-1
da K in R); (¢) la misura di Lebesgue di K ¢é zero.

Costruzione di K: (i) ad un qualunque intervallo chiuso (limitato e di lunghezza positiva) I associamo
due intervalli chiusi I e I} ottenuti rimuovendo da I Iintervallo aperto che ha lo stesso centro di I
e lunghezza uguale ad un terzo di quella di I.

(ii) Definiamo ora intervalli If perk>0el <j<2°T1{:=[0,1] eperk>1gl If sono gli intervalli
(ordinati) ottenuti dagli I Jk ~! come descritto nel punto (i). Per costruzione gli intervalli I} sono, per
ogni k fissato, chiusi, disgiunti e di lunghezza 1/3* cosicché Z?; mis(I}) = (2/3)".

(iii) Sia I*:= U?k:l I¥. Chiaramente I*™' C I*. Definiamo K := Ny>o I".

Si dimostrino le proprieta (a), (b) e (c) sopra enunciate.

Esercizio 6.57 Dare un esempio di insieme @ C [0,1]? di misura nulla (in R?) tale che per ogni
z,y € QN0,1], Qs e QY non sono di misura nulla in R.

Esercizio 6.58 (tratto da M. Reed, B. Simon Functional Analysis) Sia f : R> — R cosi definita:
f=1lsu{z>0,y>0,0<z—y<1}, f=-1suf{z>0,y>0,0<y—=z<1}e f=0 altrimenti.
Si calcolino gli integrali iterati di f e si spieghi il risultato.

C 6.59 Un numero w € R si dice diofanteo se esistono v > 0 e 7 > 1 tali che

|o.1q—p|2ﬁ7 Vp,gqeZ con q#0. (6.119)

Si noti che numeri diofantei sono irrazionali e che la (6.119) da una stima sulla “velocitd” con cui &
possibile approssimare un numero diofanteo w con dei numeri razionali (si divida la (6.119) per q).

Sia D,, I'insieme dei numeri diofantei per cui vale (6.119) e sia D l'insieme di tutti numeri diofantei
con 7 > 1 (ovvero D:= . U~ Dy.r)-
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D, - € misurabile: infatti

D%T:ﬂﬂ{xeR:kcq—p\z"y‘T}.
pEZqEZ q
q#0

D & misurabile: D coincide con I'unione di D, , fatta su tuttii v e 7 razionali con v >0e 7 > 1.
D¢ coincide con l'intersezione su tutti i~y > 0 e 7 > 1 razionali di D5 .

Se v < 1 allora (D5 . N [-R, R]) C Uy gz0lp,q dove I 4 & Pintervallo aperto di centro p/q € [-R —
1, R + 1] di lunghezza 2v/|q|"*. Dunque

CIC Y R A URHED DD DR

P,q#0 q7#0 |p|<(R+1)|q|

IN

1
2(R+ Z)VZ T =7 ¢(T,R) .
q#0
Da questo segue che D¢ é un insieme di misura nulla.
Esercizio 6.60 Per ogni k € Z, sia aj:= 2?21 1. Se {z} denota la funzione “parte frazionaria
di #” [ovvero {z} & l'unico numero in [0, 1) tale che x = n + {z} con n € Z], sia Ay :={z = {y} :
ar <y < ag41}. Dimostrare che A & un insieme elementare e che

1
1

=m(Ax) = —— , limsu r)=1, Vaxel0,1].

/OxAk (Ae) = 777 k_mpr,C() [0, 1]

Esercizio 6.61 Sia A, come nell’esercizio precedente e fj := Xa,- Trovare (esplicitamente) una
sottosuccessione fx; tale che fy; — 0 g.o. in [0, 1].

Esercizio 6.62 Trovare una successione di funzioni a scalini e non negative in [0, 1] tale che folfk =
1 per ogni k e lim fx(x) = 0 per ogni z € [0, 1].
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Capitolo 7

Introduzioni agli spazi funzionali

Nel precedente capitolo abbiamo visto come sia possibile estendere molti dei risultati validi
per funzioni da R — R a funzioni da R™ — R™ tramite I'introduzione del concetto di norma
euclidea (che estende il concetto di modulo per numeri reali). Generalizzando ulteriormente il
concetto di norma ¢ possibile studiare sistematicamente spazi vettoriali pitt complicati quali,
ad esempio, gli spazi di funzioni. La teoria che tratta lo studio dell’analisi matematica su tali
spazi va sotto il nome di “analisi funzionale”. In questo capitolo discuteremo brevissimamente
alcuni elementi di questa teoria.

1 Esempi

Sia X uno spazio vettoriale'. Come gia menzionato nel capitolo § 1, una funzione, || - ||, che
ad ogni € X associ un numero non negativo ||z, e tale che soddisfi le proprieta:

(i) |lz]|=0 <= x=0, (non degenerazione)
(ii) ||[Az]l = |\l ||=|| , per ogni scalare A, (omogeneita)
(i) x4yl <|z|+ ]yl ,¥Yz,ye X, (disuguaglianza triangolare),
(7.1)

si chiama norma su X ed in tal caso X prende il nome di spazio normato [spesso, con
leggero abuso di linguaggio, chiameremo spazio normato la coppia (X, || - ||)]; se || - || verifica
solo (ii) e (iil) ma non necessariamente (i) prende il nome di seminorma. Come abbiamo gia
notato nel caso di R™ la disuguaglianza triangolare in (7.1) & equivalente a

lo =yl = [lzl =l . VaeyeX. (7.2)
Esempi di spazi normati?
(1) R™ oppure C™ con la norma euclidea, | - | [definita in (1.2)], o con la norma 1, | - |, o con

la norma oo, | - |5 [definite in (1.23)]. Come gia detto, la norma euclidea | - | a volte si denota

1Su R o su C, cioé con scalari reali o complessi.

2Nella maggior parte degli esempi che seguono la verifica della omogeneita e della non degenerazione
delle varie norme introdotte sara ovvia mentre la disuguaglianza triangolare sara basata sulle disuguaglianze
discusse nel Prologo. E comunque necessario che la lettrice o il lettore verifichino con cura le proprieta (i), (ii)
e (iii) per ciascuna delle norme introdotte.

145
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| - |2. Pilt in generale, per ogni 1 < p < oo, si definisce la “norma p”

1

2l = (i CIONE (7.3)

i=1
(la validita della disuguaglianza triangolare per | - ||, € dimostrata in 7.23).

(2) Mat(n x m), lo spazio vettoriale delle matrici con elementi di matrice reali (o complessi)
con n righe ed m colonne, con una delle seguenti norme: se A € Mat(n x m) e A;;, per
1<i<mel<j<mdenotano gli elementi della matrice A,

[All = sup [Az[,  [Allpg= sup |Azlg,  [[Allo =max|A;], (7.4)
{z:|z|=1} {z:|z|p=1 %]
dove z € R™ (0 z € C™), 1 < p,q < o0; si noti che ||A|| = ||A|2,2. Si osservi che se x & un
vettore non nullo, il vettore N ha norma uno, quindi la norma ||A||, 4 & anche uguale a
Zlp
|Az|
[Allp.g = sup =— . (7.5)
z#0 ‘xlp

Da quest’ultima osservazione segue immediatamente che
|[Az|g < [ Allp,q [2lp » VeeX (7.6)

e che ||A||p,q ¢ la costante migliore per cui tale disugualianza vale. Le norme || - ||, 4 in (7.4)
vengono, a volte, chiamate “norme operatoriali”.

(3) Pn., lo spazio vettoriale dei polinomi (reali o complessi) di grado al pitt n con la seguente
norma: se u € P, e u= Y ,_, apz",

ull == lax| - (7.7)
k=0

(4) Spazi di successioni: Se = & una successione a valori reali (o complessi) z : 4 € N — z; € R
(o € C) definiamo

o0 o0 1
2
o= led . lale= (D k)’ leli=swplad . (78)
i=0 i=0 ieN

Allora (P := {successioni z tali che ||z||, < oo}, (p =1,2,00), & uno spazio normato.

(5) Lo spazio R(zg,) delle funzioni reali analitiche della forma u(z):= > 7 ax(z — x0)*
tali che Y7, - [ax|r* < oo dotato della norma®

fullr =" laglr® ; (7.9)
k=0

Lo spazio R per (§) delle funzioni v € C%;, tali che Y |G |eI™€ < 00 dotato della norma

fulle == it e . (7.10)

nezZ

3Si osservi che, poiché |ag|r* — 0, definitivamente si ha che |ag|rF < 1 e quindi limsupj,_, o, lag|t/F <t
ovvero il raggio di convergenza di u & maggiore od uguale a r; si veda anche 7.2.
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(6) C(I), lo spazio delle funzioni continue u : ¢t € I — u(t) € R, con I = [a,b], intervallo
chiuso, con la norma “uniforme”

[tllo,r = sup u(t)] ; (7.11)
tel

qualora non vi sia ambiguita, tale norma si denota semplicemente con || - ||co-

(7) Lo spazio vettoriale, C''(I), delle funzioni continue in un intervallo chiuso I con derivata
continua in* I con la norma

llullerry = lulloo,r + U/ oo,1 - (7.12)

(8)* C(I) con la “norma L'” o la “norma L?”:
3
fullor = [laol de e = ([ futo)? at)” (713)
I 1

(9) C(E,R™), lo spazio delle funzioni continue su un compatto E di R™ a valori in R™, con
la “norma uniforme”

[tlloo, 2 = sup [lu(z)]] , (7.14)
zel

qui || - || & una norma prefissata in R™ (tipicamente sara || - || = | - | ;== norma euclidea).

Naturalmente, per il teorema di Weierstrass possiamo sostituire in (7.11),(7.12) e (7.14)
I’estremo superiore con il massimo.

(e

Osservazione 7.1 (i) Il simbolo nell’esempio (8) sta a segnalare una differenza sostan-
ziale fra questo esempio e gli altri (si veda la Proposizione 7.4 piu sotto).

(ii) Spesso il calcolo esatto di una norma non ¢ immediato e dal punto di vista “pratico” alcune
norme sono pitt convenienti di altre. Ad esempio, sulle matrici, tra le “norme operatoriali”,
¢ assal piu facile calcolare la norma || - ||oo,00, Si veda (4.3), che non, ad esempio, la norma

Ricordiamo alcune definizioni fondamentali date precedentemente:

2,2.

Definizione 7.2 Siano u e uy, elementi di uno spazio normato X dotato di norma ||-||. St dice
che la successione {u, } tende a u, e si scrive lim, o, u, = u, se tende a zero la successione
di numeri non negativi ||[u — uy,l|, cioé se lim, o ||u — uy,|| = 0. Una successione {u,} di
elementi di uno spazio normato X, si chiama successione di Cauchy (o “fondamentale”)
se¥ e>03 N tale che ||up — upl|| < e per ogni n,m > N.

Ricordiamo che uno spazio normato completo si chiama spazio di Banach.
In alcuni degli esempi dati, sono state introdotte pitt di una norma; € dunque naturale chiedersi
cosa comporti I'uso di una norma rispetto ad un’altra.

Sia X uno spazio vettoriale e consideriamo, su di esso, due norme che indicheremo con || - ||,
e || - ||p. Dalla Definizione 7.2 & chiaro che se esistono due costanti ¢; e co positive tali che®

cillulla < lulls < collulla,  VueX, (7.15)

una successione {u,} converge ad u nella norma || - ||, se e solo se converge ad u nella norma
- llo-

4In particolare, se u € C1([a,b]), esistono i limiti (rispettivamente, da destra e da sinistra) dei rapporti
incrementali in a e b di u e tali limiti sono uguali (rispettivamente) a v’(a+) ed a u/(b—).
5Ricordiamo che due norme || - ||q e || - || che soddisfino (7.15) si dicono equivalenti.
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Osservazione 7.3 (i) Gli spazi vettoriali degli esempi (1), (2) e (3) sono finito dimensionali
(ovvero hanno una base finita) al contrario degli spazi vettoriali (4)+(9). In realtd in uno
spazio vettoriale (su R o su C) finito dimensionale tutte le norme sono equivalenti. Tale
affermazione deriva dal fatto che due spazi vettoriali di dimensione uguale finita sono isomorfi
e dall’equivalenza delle norme in R™ (Proposizione 1.21). La situazione ¢ diversa in spazi
vettoriali infinito dimensionali:

(iv) £* & un sottoinsieme proprio di £2 che a sua volta & un sottoinsieme proprio di £>°. Infatti,
se x € /1, 2; — 0 quando i — oo e dunque |z;|, a partire da un certo ig, & pitt grande di |z;|?
e dunque = € ¢2; ragionando analogamente si ha che se z € £2 allora x € £>°. D’altra parte
la successione costante (1,1,...) € /> ma non appartiene a ¢?, mentre x con x; = (i +1)~!

appartiene a £2 ma non a ¢. Si noti che || - |1, || - |2 € || - || sono delle norme su ¢! ma || - ||
non & una norma su £2 (vi sono elementi z € ¢ tali che ||z]|; = oco); analogamente | - |2 e
| - [loo sono delle norme su £2 ma || - || non & una norma su /... Osserviamo anche che su ¢!
le norme || - [|1, || - |]2 € || - [lo nON sOno equivalenti tra loro® cosi come non lo sono || - |2 e
|- |loo su £2.

(v) Lo stesso fenomeno accade in C(I): la norma || - ||co,1, (7.11), non é equivalente alla norma
Il - llzy, (7.13), (sullo spazio C(I)). Per verificare tale asserzione, facciamo vedere che esiste
una successione u,, € C([—1,1]) che non ¢ di Cauchy rispetto alla norma || - ||o,(—1,1] mentre lo
& rispetto alla norma || - |1 (e quindi le norme ||+ || € || - ||+ non possono essere equivalenti).
Consideriamo la successione di funzioni continue sull’intervallo [—1,1] cosi definita: ug:=0 e
per n > 1 sia

0, se —1<x<0,
0< <1
u(z) = nr, se _x_ﬁ
1
1, se —<zxr<l1.
n

Osserviamo che u,, converge puntualmente a
0, se—-1<z<L0,
x(z) = (7.16)
1, se0<ax<1.

Inoltre, u,, >0, e

1
’un—xHle%—H), per n — oo ; (7.17)
quindi u,, & una successione di Cauchy (rispetto alla norma || - ||z essendo
1 1
o= i llze < i = Xl + =l = 5+ 5 (7.18)

D’altra parte

1 1 1
ltn — Un2|loo,(—1,1) = |Un(ﬁ) - Urﬂ(ﬁ)\ =1- ot

quindi {u,} non é una successione di Cauchy rispetto alla norma || - ||co.

(vi) Una successione di funzioni converge uniformemente su E C R™ se e solo se é una
successione di Cauchy rispetto alla norma || - || o, -

6Ad esempio, se xgk) = (1 +44)"171/k allora ||z(%) | = 1 ma supy, ||z(¥)||; = oo; si veda anche 7.29.
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Passiamo a studiare la completezza dei vari esempi considerati. L’esempio fondamentale di
spazio normato non completo & I'insieme, Q, dei numeri razionali” (prendendo come norma
. . . . . . n 1 s . .

il modulo): la successione crescente di numeri razionali z, =27, 51 ¢ di Cauchy, ma il suo
limite, il numero di Nepero e, non & un numero razionale. A proposito degli esempi (1)=(9)
si ha

Proposizione 7.4 Tutti gli esempi in (1)+=(9) sono spazi di Banach con l’eccezione degli
esempi in (8) che non lo sono.

Dimostrazione (1): Il risultato & noto dal § 1; ne riportiamo comunque la dimostrazione
(nel caso di R™). Per l'equivalenza delle norme in R™, basta dimostrare 'affermazione per
|- [loo- Se z*) = (acgk)7 ...,xglk)) sono vettori di R™ che formano una successione di Cauchy,
segue immediatamente che sono di Cauchy in R le n successioni {xgk)}, per la completezza
di R segue che esistono n numeri reali, z;, tali che z; = limg_ xz(-k) ed e facile verificare che
limy o0 || — 2]|so = 0, che & quanto volevasi dimostrare.

(2): Si puo procedere esattamente come nella dimostrazione precedente: usando la norma
| - |lo € facendo vedere che se Ay € Mat(n x m) ha elementi di matrice agf) e {Ar} & una
successione di Cauchy, allora lo sono le nm successioni {ag)}, etc.

(3): L’asserto ¢ immediato se si nota che ad ogni u = Y ,_, axxz® € P,, possiamo associare il
vettore v:=(ag,ai, ..., a,) € R"™* e che |v]; = ||ul.

(4): Consideriamo il caso di ¢! (il caso di £? si tratta in maniera del tutto analoga ed il caso
di £°° & piu semplice). Sia 2(®) € ¢! una successione di Cauchy. Questo significa che per ogni
e > 0 esiste kg tale che se h, k > kg allora

Je® — 2@y =3 2l -2V <. (7.19)
=0

Quindi, per ogni ¢ > 0, ognuna delle successioni numeriche {xz(-k)} e di Cauchy in R e dunque
(k)

esiste x; € R tale che limg_,oo ;' = z;. D’altra parte, da (7.19) segue che, per ogni N > 0,

N
ol -2 <e, (7.20)
i=0

e prendendo il limite per h che tende ad co in tale relazione si ha (per k > ko)

N
ST ja — i <e. (7.21)
i=0
Prendendo infine 'estremo superiore per N > 0 si ottiene che
|z®) —z|y <e, VEk>k. (7.22)
Quindi, per ogni intero N > 0,

N N N N
Slail = Y+ (=2l < 3 @)+ 3 - 2]
=0 =0 i=0

i=0

IA

21 + flz = 2% 1 < )+ < oo

7Q & uno spazio vettoriale con scalari in Q.
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Dunque x € ¢* che, insieme a (7.22) implica I’asserto.

(5): Se ul) = >77° a,(cj)(x — 19)* € R(zo,7) & una successione di Cauchy, allora la succes-
(4

sione y@) con Y; )= |a§j )|ri ¢ una successione di Cauchy in £! e 'asserto deriva dal punto

precedente.

(6): L’affermazione deriva immediatamente dal punto (vi) dell’Osservazione 7.3 e dalla Pro-
posizione 5.23.

(7): Sia {u,} una successione di Cauchy in C*(I) (rispetto alla norma (7.12)). Per il risultato
precedente esistono due funzioni continue, u, v, in I tali che ||u, —u| oo € ||ul, —v||oo tendono a0
quando n tende ad co. Dobbiamo far vedere che u & derivabile e che /' = v in I. Siano t e ty due
punti in I, allora, per il teorema fondamentale del calcolo, u, (t) — u, (o) = ftz ul; prendendo
il limite per n che tende ad infinito in tale relazione e passando il segno di limite dentro al
segno di integrale (lo possiamo fare per la Proposizione 5.26), otteniamo u(t) — u(tp) = J;év
Quindi, ancora per il teorema fondamentale del calcolo, si ha che u & derivabile in ¢ e che
u'(t) = v(t), che & quanto si voleva dimostrare®.

(9): la dimostrazione ¢ una ripetizione della dimostrazione di (6) e viene lasciata per esercizio.

(8)®: Dimostriamo infine che C(I), con I compatto di R, non é uno spazio di Banach rispetto
alla norma | - ||z1 (la dimostrazione nel caso della norma || - |12 & del tutto analoga). Sia
uy, la successione definita nel punto (v) dell’Osservazione 7.3 che abbiamo visto essere una
successione di Cauchy rispetto alla norma || - ||z:1. Assumiamo per assurdo che esista u €
C([-1,1]) tale che u, — w in norma || - ||z1. Siano I; = (—1,0) e Is = (0, 1). Poiché stiamo
assumendo che u, — u in norma || - ||z1, da (7.16), (7.17) segue che

lw = xllzr < llu = wnllr + lun = X[l =0,

0 1
/|u|dac—&—/|1—u\al:1c:07
-1 0

e quimdi9 u=0in-1<2x<0eu=1in0 <z <1 contraddicendo I’assunzione che u sia
continua in x = 0.

cioe

2 Serie di potenze di matrici

Il concetto di norma permette di estendere il “calcolo funzionale” ad insiemi piu complicati di
R™: in questo paragrafo vediamo come sia possibile estendere il concetto di funzione analitica
di una variabile al concetto di funzioni analitiche di matrici.

Se || - || denota la “norma operatoriale” (7.5) su spazi di matrici, allora
Il =15 IAB|| < |A|J|B| ,V A € Mat(n x m) ,¥V B € Mat(m x p) , (7.23)
(il fatto che la norma operatoriale della matrice identita sia 1 deriva immediatamente dal-

le definizioni; se x € RP e |z| = 1, da (7.6) segue che |(AB)z| = |A(Bz)| < ||A|||Bz| <
IAINIBIl= = [[AllIBI])-

8Si noti che I’argomento dato funziona anche se ¢ & uno degli estremi dell’intervallo.
9Essendo u e 1 — u continue su [—1,1].



Universita “Roma Tre” — L. Chierchia 151

In particolare, se A € Mat(n x n), iterando la (7.23), si ottiene'’

A5 < lAlF, VEk>0. (7.24)

Sia ora X lo spazio di Banach delle matrici Mat(n x n) con la norma (7.5) e sia f(x) =
Y k>0 arz® una serie di potenze con raggio di convergenza R > 0. Sia A € Mat(n x n) con
| A|[ < R e si consideri la successione di matrici

N
AN .= ZakAk .
k=0

La successione AY) ¢ di Cauchy: se M > N, da (7.24), segue che

M M

JACD —AM| = 37 @A < D el AIF
k=N+1 k=N+1
< Y lal [AIF =0, (per N — o0).
k=N+1

Quindi la serie ), -, arpA* converge (ovvero la successione AN) converge) ad una unica
matrice che verra denotata simbolicamente f(A).

. Y . . . . k N
Un esempio ¢ dato dall’esponenziale di una matrice: la funzione e* = )7, . 77 € una
serie di potenze con raggio di convergenza oo e dunque, per ogni matrice A, la serie k>0 FT

converge in X ed il suo limite definisce una matrice chiamata esponenziale di A:
A._ -
et = o (7.25)
k=0
Estendiamo alcune proprieta dell’esponenziale al caso matriciale. Se A, B sono due matrici in
Mat(n x n), si definisce il commutatore di A e B la matrice [A4, B] € Mat(n x n) definita
da
[A,B]:=AB — BA . (7.26)

Si dice che due matrici quadrate commutano se il loro commutatore € nullo. Osserviamo che
per due matrici che commutino vale la formula del binomio di Newton cioe:

k
[A,B]=0 = (A+BF=>" (’;) AIBEI (7.27)
j=0

Ad esempio (A + B)? = A% + AB + BA + B? ma poiché AB = BA (essendo [A, B] = 0) si
ottiene la formula nota del quadrato di un binomio A% + 2AB + B2?. Naturalmente se A e B
non commutano la formula di Newton &, in generale, falsa: ad esempio

() w0 = wan( )

A2=DB?=0, A2+2AB+BZ(§ 8>¢(A+B)21. (7.28)

10Come per i numeri A% & uguale, per definizione, a I,, per ogni matrice quadrata A.
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Il fatto che per due matrici che commutano valga la formula del binomio di Newton permette
di adattare in maniera ovvia la dimostrazione di (A.16) e di ottenere il seguente “teorema di
addizione per esponenziali di matrici”:

[A,B]=0 = eATB = e B = Beh (7.29)

In particolare tale relazione implica che: se A e B commutano allora commutano anche le
matrici e* e eP. Si noti anche che, poiché A e —A commutano, si ha che

eted=e e = =T

ovvero la matrice exp(A) é sempre invertibile e la sua matrice inversa é exp(—A).

Calcoliamo ora la derivata di e4* dove A & una matrice quadrata assegnata e ¢ & una variabile

reale'!. Consideriamo dunque il rapporto incrementale in ¢y € R: poiché e* e e commutano
per ogni t ed s in R, si ha, per ogni numero h # 0,
A(to+h A Ah Ah
e (to+ )—6 to _ eAtO € -1 _ e -1 €At0 . (730)
h h h
Inoltre!?
Ah o
e — 1T (Ah)7
— = Z = A+ hB(h),
j=1
Jj+2 00 ; . N
ove B(h):= 3272 W (’;‘+2 ;- Per |[h| < 1siha [|B(h)|| < 32520 [JAI7T2/(5 4 2)! < oo che & un
numero indipendente da h; quindi k|| B(h)|| — 0 per h — 0 e questo ¢ equivalente a dire che
Ah _ I
lim &~ 2 — A, dunque, da (7.30) segue che
h—0  h
/ A(tot+h) _ ,Ato
(eAt> = lim S = AeAto = eAtog (7.31)
t=to h—0 h

Osservazione 7.5 (Equazioni differenziali ordinarie a coefficienti costanti)
Dalla (7.31) segue che, per ogni A € Mat(n x n) e per ogni x € R", si ha'?

d d
— (eAt:E) = (—6At)z = Ay, (7.32)
dt dt

11 In generale, se X e Y sono spazi normati dotati di norme, rispettivamente, || - ||x e || - ||y, si possono

considerare funzioni f : z € E C X — f(z) € Y ovvero funzioni con variabile in X e a valori nello spazio
normato Y. Le varie nozioni di topologia, continuita, limiti etc. sono gia state date nei Capitoli 1 e 2 nel
contesto piu particolare dello spazio normato R™. Ricordiamo comunque che: f ¢ continua in zg9 € E se V
€ > 036 > 0 tale che || f(z) — f(zo)|ly < e per ogni z € E con ||z — zo||x < J; f(z) tende a yo per x che
tende a xo, e si denota yg = limz 4, f(x), se Ve > 0 3 6 > 0 tale che ||f(z) — yolly < € per ogni z € E
con 0 < ||z — zo||lx < &. Se lo spazio “di partenza” X & R (e Y ha R come spazio degli scalari) anche la
nozione di derivata di f(¢) si da nel solito modo: ovvero f’(tg) & la derivata di f in to se esiste il limite del
rapporto incrementale (che & un elemento dello spazio normato Y') (f(t) — f(to))/(t — to) per t che tende a
to. La nozione di derivata si estende al caso generale di funzioni tra spazi normati generalizzando la nozione

di differenziale introdotta nel capitolo § 2: f ¢ differenziabile in zg € E, con E aperto di X, se esiste
un’applicazione lineare e continua df : X — Y tale che per ogni h € X con ||h|| sufficientemente piccolo, si ha

Jim [ f(zo + k) — f(@o) — df (A)lly /lIkllx =0 .

12Gj osservi che se A¥) € Mat(n x m) & una successione di matrici convergente alla matrice A (ovvero
|A®) — A|| — 0) allora per ogni scalare a si ha che aA*®) — aA: infatti [|[aA®) — aA| = |a] ||AKR) — A].

13Gi osservi che se t € I C R — B(t) € Mat(n x m) tende, per ¢t — tg, a Bg (ovvero ||B(t) — Bo| — 0 per
t — to) allora per ogni z € R™, |B(t)x — Boz| < ||B(t) — Bo|||z| — 0 per t — tg ovvero B(t)x — Boz in R™.
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e quindi la funzione vettoriale t € R — wu(t):=e4*x € R™ risolve il seguente sistema di

equazioni differenziali ordinarie in R™ a coeflicienti costanti con dato iniziale assegnato:

d
ul) =Au(t),  u(0)=x. (7.33)

Pit1 in generale da (7.32) segue che, per ogni tg, t € R — u(t) := etz € R™ & soluzione
di

d
Jru(t)=Au(t), ulto) == (7.34)

Per maggiori informazione sulle equazioni differenziali si veda § 8.

Un altro esempio notevole di funzione di matrice si ottiene considerando la serie geometrica
f(z) =3, 52" che ha raggio di convergenza 1 e che, per |z| < 1, converge a (1 —z)~!. Se
allora A € Mat(n x n) ¢ tale che ||A]| < 1, la serie Y, -, A" converge alla matrice denotata
simbolicamente (1 — A)~! (“simbolicamente” perché non ha senso, se n > 1, addizionare un
numero con una matrice). In effetti perd si ha il seguente risultato: la matrice (1 — A)~!
(definita per ||A]| < 1) coincide con l'inversa di (I — A) ovvero:

(- Ay = (1A
Infatti, poiché || Al < 1, [[A¥|| < [|A||* = 0 e dunque'*

N

N
(1= I —4) =(Jim Y A~ A)= lim » (A - 4))
k=0

= lim [— ANt =T.

N—o00

Osservazione 7.6 Da quanto detto segue che : se A € Mat(n x n) é una matrice con norma
(operatoriale) | A|| < 1 allora la matrice B:=1I + A & invertibile e la sua inversa ¢ data dalla

serie
oo

B™h=(I+A)" =) (-1)kA"r. (7.35)

k=0

3 Esercizi e complementt

Esercizio 7.1 (i) Si trovino delle basi per gli spazi vettoriali (1)+(3).
(ii) Si dimostri che gli spazi vettoriali in (4)=-(9) non sono finito dimensionali.

Esercizio 7.2 Sia || - || come in (7.9). (i) Dimostrare che se una serie di potenze u =Y, -, ar(z —

20)* ha raggio di convergenza R > r > 0 allora ||ul|, < oo.
(ii) Trovare due serie di potenze u e v con raggio di convergenza r ma con |ul|» < oo e ||v||» = oco.

148i noti che se A e B sono due matrici quadrate e AB = I allora A = B~1: infatti da AB = I segue
che (det A)(det B) = 1 e quindi sia A che B sono invertibili e moltiplicando a destra ambo i membri della
relazione AB = I si ottiene A = B~! (e, invertendo ambo i membri di tale relazione, A~! = B).
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Esercizio 7.3 Sia V uno spazio vettoriale (su R o su C) di dimensione n e sia {v1, ..., v, } una sua
base.

(i) Dato v € V esiste ed & unico z € R™ (o C" a seconda se V sia uno spazio vettoriale reale o
complesso) tale che v = >°7 | x;v;; si definisca [|v|| :=|z| e si dimostri che || - || definisce una norma
su V.

(i) Sia || - || una norma su V' e per x € R (rispettivamente, x € C") si definisca [|z[|:= || >27_, zivil e
si dimostri che || - || € una norma su R™.

T 7.4 Si dimosti che tutte le norme su di un qualunque spazio vettoriale (su R o su C) finito
dimensionale sono equivalenti.

Esercizio 7.5 Si dimostri che se || - || ¢ una norma su R allora esiste ¢ > 0 tale che ||z| = ¢|z| per
ogni xz € R.

s . . . . -1 1
Esercizio 7.6 Si calcoli la norma || - || :=| - ||2,2 della matrice 0 _2)

Esercizio 7.7 (i) Dimostrare che per ogni matrice A € Mat(n x n), ||A|| > max |\;| dove il massimo
& preso sugli n autovalori di A.

(ii) Dimostrare che se A = diag (A1, ..., An), con A\; € C, allora ||A|| = max |\;].

(iii) Dimostare che se U & una matrice reale ortogonale (cioé UT := trasposta di U = U™!), allora
U] = 1.

(iv) Dimostrare che se A & (reale e) simmetrica allora ||A|| = max |A;| (:= massimo modulo degli
autovalori di A).

(v) Sia A = (8 i) dove € > 0. Dimostrare che gli autovalori di A sono 0 e € (e quindi A &
diagonalizzabile) e che ||A|| = 1+ €2 > 1. Questo dimostra che anche se A & diagonalizzabile (ma
non simmetrica) puo accadere che ||A| > max |\;].

Esercizio 7.8 Si verifichi che una successione di funzioni converge uniformemente su £ C R" se e
solo se & una successione di Cauchy rispetto alla norma || - ||, 5.

Esercizio 7.9 Sia uy(z):= arctan(kz). Dimostrare che {ux} & una successione di Cauchy nello
spazio normato (C[—a,al,R),| - ||z1) (con a > 0) e far vedere che non esiste alcuna funzione u €
C([—a,a],R) tale che |Jux — ul[1 — 0.

Esercizio 7.10 Si dimostri che gli spazi di successioni £? e £*° sono spazi di Banach.
Esercizio 7.11 Si dimostri che lo spazio normato dell’esempio (9) & uno spazio di Banach.

T 7.12 (Lo spazio Lip(E,R™)) Sia £ C R™ un insieme compatto e si definisca il seguente
sottoinsieme di C'(E,R™):

Lip(E, Rm);:{ feCER™ : [Iflup:= sup TGOl ()] I If(2)] < oo } . (7.36)

z,yEE,x#y |z — yl z€E

(i) Si dimostri che l'insieme Lip(E,R™) & strettamente contenuto in C'(E,R™).
(ii) Si dimostri che (Lip(E,R™), || - ||Lip) € uno spazio di Banach.

Sinoti che se f € Lip(E,R™) allora f & uniformemente lipschitziana su E ovvero (per definizione)
esiste una costante positiva C' tale che

[f(@) = fWI<Cle—yl, Vayek, (7.37)

inoltre la costante pilt piccola per cui vale (7.37) & data da sup, ,cp 4zy %
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T 7.13 (Spazi hélderiani C“(E,R™) con 0 < a < 1) Sia £ C R" un insieme compatto e si
definisca il seguente sottoinsieme di C(E,R™):

C*(E,R™) ::{ feCER™): ||fllce:= sup @) = 1)l + sup |f(z)] < o0 } i (7.38)
z,yeEE,x#y |£L‘ - y|& zeE
una funzione f tale che 3 C > 0e 0 < a < 1 per cui |f(z) — f(y)| < C|z — y|® per ogni z,y € A si
dice holderiana in A con esponente «.
(i) Si dimostri che l'insieme C*(E,R™)e strettamente contenuto in Lip(E,R™).
(ii) Si dimostri che (C*(E,R™), || - [|c~) & uno spazio di Banach.

Esercizio 7.14 (Gli spazi C*(E,R™)) Sia E C R™ compatto e k un intero positivo. La classe
C*(E,R™) ¢ stata definita in § 2. Se f € C*(E,R™), definiamo

Iflles:= > supldif]. (7.39)
BEN,|B|<k
(i) Si dimostri che
C*E,R")CCME,R"YCCE,R"), Vk>h>1>a>0.

(i) Si dimostri che (C*(E,R™),|| - ||cx) & uno spazio di Banach.

T 7.15 (Spazi C*(E,R™) con a > 0) Sia F un compatto di R"; sia @ un numero positivo, sia
k:=[a] la sua parte intera ed r:={a} la sua parte frazionaria cosicché o = k + r con k intero non
negativo e 0 < r < 1. Se k =0 o r = 0 gli spazi C%(E,R™) sono stati definiti, rispettivamente, in
7.13e7.14. Sek > 1 er > 0 poniamo

C*(E,R™) = {f € CH(E,R™): 00 f € C"(B,R™),Y B € N", || = k} ,
(con a:==k+r, keZ,,0<r<1). (7.40)
Per f € C*(E,R™) [con « come in (7.40)] poniamo
Ifllee = llex + > 1102 fllor - (7.41)
BEN,|B|=k
Si dimostri che (anche in tal caso) (C*(E,R™), || - ||ce) & uno spazio di Banach.

Esercizio 7.16 Sia E un intervallo compatto di R e sia
x:={rec=mRr: Ifl:= Z i ”°°E < oo} (7.42)

Dimostrare che (X, | - ||) & uno spazio di Banach ma che X & un sottoinsieme proprio di C*°(E,R).

Esercizio 7.17 Ripetere I’esercizio 7.16 sostituendo 2* con una qualunque successione {ax} di
numeri strettamente positivi.

T 7.18 (Lo spazio C*°(E,R™)) (i) (caso n = m = 1) Sia E un intervallo compatto di R. Su
C*°(E,R) si consideri la seguente metrica

9" oo,

) _ 2719 ||f(k) - s (7 43)
- k) _ q(k : :
22 T — g s

Dimostrare che (C°°,d) é uno spazio metrico completo.

(ii) Sia E un compatto di R™. Su COO(E7 R™) si consideri la seguente metrica:

k B I ’ ’
k>0 2 5€N” |8|=k 1+ ||89€f - axgHoo,E

Dimostrare che (C*°(E,R™),d) & uno spazio metrico completo.
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Esercizio 7.19 Dimostrare che su C(E,R™), E compatto di R™, la norma || - ||,z € la norma || f|
= sup, yep |f(%) — f(y)| + supg |f| sono equivalenti (si noti che la norma || - || & formalmente la
norma || - [[ce definita in (7.13) con a = 0).

Esercizio 7.20 Sia E un intervallo compatto di R. Dimostrare che su C*(E,R) la norma ||-||c: e la

norma || f|| := sup, ,cp % +supg | f| sono equivalenti (si noti che la norma ||-|| & formalmente
la norma || - ||ce definita in (7.13) con o = 1).

Esercizio 7.21 Dimostrare che C'(E,R™), E compatto di R™, & un sottospazio chiuso e proprio
di Lip(E,R™) (dotato della topologia indotta dalla norma || - ||Lip)-

Esercizio 7.22 Sia F un intervallo compatto di R, a > 1 e sia

X={secwRry: = swp DO qppp <o}

z,yEE,x#y |$ - yla
Dimostrare che (X, | - ||) & uno spazio di Banach e che tale spazio, infatti, non & altro che R.

C 7.23 (Disuguaglianze di Holder e Minkowski)

La disuguaglianza di Holder ¢ una generalizzazione della disuguaglianza di Schwarz: siano z; e
Yi, © = 1,...,n numeri reali o complessi, e siano p e ¢ due numeri reali maggiori di 1 e coniugati cioé

+-=1, p.g>1, (7.45)

=
Q| =

allora
n n 1 n 1
Dl < (Do lail”) " (X luel?) " =l Iyl (7.46)
i=1 i=1 i=1

dove © = (1, .oy Zn), Y = (Y1, oy Yn) -

La dimostrazione di tale diseguaglianza & basata sulla convessita della funzione esponenziale, come
si evince dal seguente

Lemma 7.7 Siano p e g come in (7.45). Allora per ogni s e t in [0,00) si ha

p q
st < ‘% + % . (7.47)

Dimostrazione Assumiamo che st > 0 altrimenti la disuguaglianza ¢ ovvia. Dalla convessita della
funzione = — exp(x) segue

1 1
st = exp (logs+logt> = exp (; plogs—|—6 qlogt)

IN

P 4
1 exp(plogs) + 1 exp(qlogt) = oy L A |
p q p q

E facile ora dimostrare la disuguaglianza di Holder: se ||, o |y|4 sono nulli significa che z = 0 0 y = 0,
nel qual caso la disuguaglianza & vera (col segno =). Assumiamo dunque che |z|, # 0 e |y|q # 0.
Definiamo

Bl

el e

cosicché (7.46) risulti equivalente a

iaibi <1, con iaf = ib? =1. (7.48)
i—1 i—1 i—1
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Usando n volte la (7.47), si ha
Sas LS Sar 15 -
i=1 p =1 q =1

che & quanto volevasi dimostrare. |

=1,

SEE

1
p

Una conseguenza importante della disuguaglianza di Holder ¢ la seguente disuguaglianza di Min-
kowski (che non & altro che la disuguaglianza triangolare per la norma | - |,):

lz+ylp <lzlp +1ylp, Va,yeC”. (7.49)

Dimostrazione Se p = 1 sappiamo che la disuguaglianza & vera. Assumiamo dunque che p sia un
numero reale p > 1. Assumiamo anche che sia x che y non siano nulli (cioé che |z|, # 0 e |y|p, #0) e
definiamo i vettori a,b € R} come i vettori le cui componenti siano

ai:=lzil, b=yl .
E evidente che
|z +ylp <la+0bp, lzlp = lalp ,  |ylp = b - (7.50)
Infine sia ¢:=p(p — 1), cosicché % + % = 1. Allora, essendo (p — 1)q = p, si ha

n

Z(ai +b)F = Z(ai + bi)(a; + bi)p_l

i=1 =1

la + 0|5

= Z ai(a; + bz’)pfl + Zbi(ai + bi)pf1
i=1

=1
n 1
< (lalp +101p) (D (@i + by 07)
=1
P
= (lalp+ blp) (Ja+b],)"
cioe .
(la+bl)" " < laly + [olg

ed essendo p — 5 =1 si ha D’asserto. |

Esercizio 7.24 Dimostrare che per ogni x € C" si ha

pliglo |z]p = |Z]oo - (7.51)
Tale relazione giustifica il simbolo | - |« per la norma del massimo sui moduli delle componenti.

Esercizio 7.25 Si dimostrino le seguenti proprieta del diametro'®: (i) diam A = 0 se e solo se A &
costituito da un solo punto. (ii) Se A C B allora diam A < diam B. (iii) A ¢ limitato se e solo il suo
diametro ¢ finito. (iv) diam A = diam A. (vi) Se Ag+1 C Ag e lim diam A, = 0 allora Nk Ax contiene
al pitt un punto.

Esercizio 7.26 Si calcoli il diametro di A:={x € R" : |x — zo|p <7} per 1 < p < oco.

T 7.27 Si dimostri che gli spazi di successioni £? := insieme delle successioni reali (o complesse)
tali che

(oo}

el i= (3 fail”)” < oo}

i=0
sono spazi di Banach per ogni 1 < p < co.

158i ricorda che se A & un sottoinsieme di R™ il diametro di A & dato da diam A = SUPg yea |Z — Yyl
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Esercizio 7.28 Si dica qual ¢ la relazione (come insiemi) di £ e £9 con 1 < p < ¢ < 0.

Esercizio 7.29 (i) Si dimostri che su £' le norme || ||1, || - ||2 € || - ||cc nON s0N0 equivalenti tra loro;
si dimostri che su £2 le norme || - ||2 e || - ||oo NON sono equivalenti.
(ii) Si dimostri che per ogni p > ¢, || - ||, &€ una norma su ¢? e che le norme || - || e || - ||, non sono

equivalenti su £9.

C 7.30 (Norme || - ||zr) Sia E:=][a,b] un intervallo. Se f € C(E,R), definiamo

Il = ([ @) (7.52)

Allora || - ||L» & una norma su C(E,R).
Dimostrazione || - ||z» soddisfa chiaramente ’omogeneita e la non degenerazione. Per dimostrare la
disuguaglianza triangolare siano f,g € C'(E,R), si ha che

N—o0

1 N 1
([1t@+a@ras)” = Jim (S17") +a)ron)”

D=

(6 XNJ F@) + 9@ @)

lim
N — oo

dove 6y = (b — a)/N e ' = a + idx; quindi da (7.49) segue che

N— o0

1, N , ) 1

If +gllr = Jim 6§ (D 17@) +g@®)P)”
=1
N

]Vlgrlood]% {(> \f(x“))l”)% + (i Ig(m(“)'p)%}

=1

= Jim_ (i_vjlf(m(“)V’&N)' +(i_vj|g(x(">)|P6N)

= |Ifllze +llglze . N

IA

=
o =

j

Esercizio 7.31 Sia 1 < p < co. Si Dimostri che C([a,b],R) con la norma L? non & uno spazio di
Banach.

Esercizio 7.32 Siano {as}, {A®}, {B®}, {z®)} successioni in, rispettivamente, R, Mat(n x m),
Mat(m x p), R? convergenti a, rispettivamente a, A, B, x. Dimostrare che akA(k)B(k) — aAB e che
akA(k>B(k)x(k) — aABzx.

T 7.33 Siano (X, | - ||x e (Y,]| - ||v) due spazi normati e sia £(X,Y’) I'insieme delle applicazioni

lineari e continue A : X — Y.

(i) Si dimostri che £(X,Y") ¢ (in modo naturale) uno spazio vettoriale.

(i) Si dimostri che ||A]|:= sup [|Az|y/|lz||x (per A € L(X,Y)) definisce una norma (“norma
zeX,x#0

operatoriale”) su L(X,Y).

(iii) Si dimostri che se X e Y sono di Banach, lo & anche £(X,Y).

(iv) Sia A : X — Y un’applicazione lineare (a priori non necessariamente continua) e supponiamo

che [|A|| := sup,¢ x 40 [Az|ly /|lz][x < oo. Si dimostri che A & continua.

Esercizio 7.34 Sia X lo spazio di Banach C([0, 1],R) con la norma || ||, [0,1) € sia A I’ “operatore”

1
che a f € X associa la funzione (Af)(z) ::/ f(y)e_(z_y)zdy. Dimostrare che A € £(X, X) e stimare

0
la norma operatoriale di A (si veda 7.33 per le definizioni).
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Esercizio 7.35 Sia X lo spazio di Banach ¢°° (con la norma ||z||co := sup,cy |@i]) € sia
S x:={zo,z1,22,...} = Sz:={x1,22,23,....} .

(i) Si dimostri che S € L£(£°°,£°) e se ne calcoli la norma (operatoriale).

(ii) Dimostrare che esiste un “inverso destro” ovvero esiste T' € L(£>°,£°°) tale che ST = I (ove
I:0%° — £ & identita) ma che non esiste alcun “inverso sinistro” (ovvero R tale che RS = I).
(iii) Trovare un sottospazio di £°° su cui S sia invertibile.

Esercizio 7.36 Si calcoli la matrice esponenziale e, con: (i) A = (8 g), (a € R); (i1) A =

b a 0 a . 0 a c a
(0 b>’ (a,b € R); (iil)) A = (b O>’ (ab > 0); (iv) A = (b 0), (ab < 0); (v) A = (b c>’
(a,b,c € R).

Esercizio 7.37 (i) Dimostrare che se la matrice A = diag (A1, ..., \») & diagonale allora si ha che
et = diag (e, ..., ).
(ii) Dimostrare che se v € R™ & un autovettore per A € Mat(n x n) con autovalore A (cioé v # 0 e

Av = \v), allora eAv = eMv, ciod v & autovettore per e? con autovalore e.
(iii) Dimostrare che se A € Mat(n x n) e T' € Mat(n x n) & invertibile allora

T AT = T AT (7.53)

Da (7.53) segue che se A & matrice diagonalizzabile (cioé T™'AT = A:= diag (A1, ..., \)), allora
et =TTt (7.54)
A+B

Esercizio 7.38 Siano A e B le matrici di (7.28) e si dimostri che le tre matrici e?e?, ePe? e e
sono tutte diverse tra di loro.

Esercizio 7.39 (i) Sia t € (a,b) — A(t) € Mat(n x m). Dimostrare che A(t) ¢ derivabile in
to € (a,b) (ossia 3 limp g (A(to +h) — A(to))/h) se e solo se sono derivabili in ¢y gli elementi di
matrice A;; per ogni i, j, e che, in tal caso, si ha (A");; = (4;;)’.

(ii) Dimostrare che, se A(t) € Mat(n x m), B(t) € Mat(m X p), v(t) € R™ sono derivabili, allora
valgono le seguenti regole di derivazione

(AB) = A'B+ AB' | (Av) = A'v+ Av' . (7.55)

(iii) Dimostrare che se A(t) € Mat(n x n) & derivabile in to e se A(to) & invertibile allora A™*(t) &
derivabile in ¢g e si ha

(A’l)/(to) — A (to) A'(to) A" (to) . (7.56)

(iv) I punti precedenti si generalizzano al caso di funzioni regolari da R™ in Mat(n x m): se U ¢ un
aperto di R" e x € U — A(z) € Mat(n x m), A(z) ha derivata parziale rispetto a zx in zo € U se e
solo se ammettono derivata parziale rispetto a x gli elementi di matrice A;; per ogni i, j, e che, in

tal caso, si ha (%)ij = %‘:’;; se A(z) € Mat(n x m), B(z) € Mat(m X p), v(z) € R™ ammettono

derivata parziale rispetto a xx in xo, allora 3(8%5) = %B + AgTBk, %f) = %v + A(,?T”k; se

A(z) € Mat(n x n) ha derivata parziale rispetto a xx in zo € R™ e se A(xo) & invertibile allora
— N . . . . -1 — —

A™*(x) & derivabile in o e si ha 85‘% (x0) = —A l(xo)%(xo)A H(xo).

Esercizio 7.40 Sia X7 lo spazio di Banach delle funzioni delle funzioni continue su [T, 7] con
norma uniforme [|u|oo := supj, <1 [u(t)| e sia @4 : X7 — X definita come

(Pou)(t) :=a+t° +/0 senu(s) ds .

Trovare T > 0 tale che ®, sia una contrazione da X7 in se stesso.
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Esercizio 7.41 Sia 0 < ¢ e sia X.:={u € C([~1,1],R) : supj, < [u(t)| < €} e sia P(u) =u® +
cosu — 1.
(i) Trovare g9 > O tale che ® sia una contrazione su X-..

(ii) Calcolare il limite lim ®o---0® (tz + t3)
n— 00 N~ — 100 '

n

Esercizio 7.42 Sia X uno spazio di Banach esiaz : ¢ € [a,b] — z(t) € X una funzione continua. Si
dimostri che z(t) & uniformemente continua (ossia che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che comunque
si scelgano ¢, o € [a,b] con |t — to| < ¢ allora ||z(t) — z(to)]| < €).

Esercizio 7.43 (Integrazione in spazi di Banach) Sia X uno spazio di Banach e sia x : ¢ €
[a,b] = z(t) € X una funzione continua.

(i) Si dimostri che ) := Z?:o 5kx(t§k)), con t;k> :=a + jor e 0k :=(b— a)/k, & una successione di
Cauchy in X.

b
Si deﬁnisca/ z(t)dt = lim z.
o k— o0

(ii) Si dimostri la linearitd dell’integrale e che

II/ z(t)dt|| s/ ()| dt .



Capitolo 8

Introduzione alle equazioni
differenziali ordinarie

Una equazione differenziale ordinaria ¢ una equazione che coinvolge una funzione (eventual-
mente vettoriale) di una variabile e le sue derivate.

Esempio 8.1 Un caso semplice & dato dall’equazione

u'(t) = f(t) (8.1)

ed il problema &: “assegnata f : R — R, trovare funzioni u (derivabili) che soddisfino (8.1)”.
Se f & una funzione continua su di un intervallo I, f € C(I), troviamo immediatamente, dal
teorema fondamentale del calcolo, che tutte le soluzioni di (8.1) sono date da

u(t):c+/tf(7)dr, (8.2)

dove ¢ & una costante arbitraria e t e g sono punti in I. In particolare, se si richiede che
prenda un valore assegnato ug all'istante' ¢ = to, P'unica soluzione di (8.1) ¢ data da (8.2)
con ¢ = uyg.

Esempio 8.2 (Sistemi lineari a coefficienti costanti) Tutte e sole le soluzioni C*(R,R™)
dell’equazione differenziale
v = Au (8.3)

con A matrice reale n x n sono date da u(t) = e**ug (con ug € R™). Che tali funzioni risolvano
(8.3) ¢ stato gia osservato nel § 2 [si vedano (7.32) e (7.33)]. Dimostriamo che non vi sono
altre soluzioni (in altre parole ogni soluzione derivabile u(t) di (8.3) ha la forma e4*uq per
un opportuno ug € R"). Sia F un intervallo aperto di R e sia u € C*(E,R"™) una soluzione
arbitraria di (8.3). Sia top € E e definiamo v(t) = e4tc con c¢:=e"4tu(ty) (in modo tale che
u(to) = v(to)). Facciamo vedere che u e v debbono coincidere su E. Supponiamo, infatti, per
assurdo, che u e v siano diverse cioe che, se chiamiamo w:=wu — v, w non sia identicamente

nulla in F. Sia I C F il piu grande intervallo contenente ¢y per cui w(t) = 0 per ogni ¢ € I.

ISpesso, nella teora delle equazioni differenziali ordinarie, la variabile indipendente viene indicata con t,
essendo interpretata come una variabile temporale.

161
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Secondo la nostra ipotesi I non coincide con E e quindi almeno uno dei suoi estremi ¢ un
punto 7 € E. Poiche w(t) & continua, w(r) = 0. La funzione w soddisfa w’ = Aw e w(r) = 0.
Supponendo che 7 sia lestremo destro di I (il ragionamento nell’altro caso & perfettamente
analogo), integriamo la relazione w’ = Aw tra 7 e t > 7 con t < 7+ € ed ¢ sufficientemente
piccolo. Allora?

ot = [ wte)is| < s < .0

T,7+¢€]
ovvero (prendendo 'estremo superiore su t € [7,7 + €])
sup |w| <[[Alle sup [w]
[7,7+¢€] [r,7+¢€]
il che, se scegliamo ¢ tale che [[Alle < 1, ¢ assurdo a meno che supy, ., [w| = 0; ma in tal

caso si contraddice la definizione di I e dunque I ed E debbono coincidere.
Da questa discussione segue anche che il problema “ai valori iniziali”

d
%u(t) = Au(t) , u(to) = ug , (8.5)

(dove ty € R, up € R™ e A € Mat(n x n) sono assegnati) ammette I'unica soluzione derivabile
u(t) = elt=to) Ay,

Esempio 8.3 Troviamo ora tutte le funzioni u (derivabili) che soddisfino 1’equazione diffe-
renziale
u = . (8.6)

Innanzitutto, la funzione identicamente nulla u:=0 soddisfa (8.6). Cerchiamo, quindi, altre
soluzioni che ad un certo istante ¢y, assumano un valore uy # 0. Poiché cerchiamo v € C!, u
sara in particolare continua; esistera dunque un intorno di ¢y in cui la u # 0 e mantiene il
segno di ug; dividendo per u? (per t in tale intorno) ed integrando tra ty e ¢, otteniamo da

(8.6)
tq t
/ —u'dr = / dr =t —tg . (8.7)
to U to

Ma da (8.6), vediamo che v’ > 0 quindi la funzione ¢ — u(t) € invertibile, e possiamo cambiare
variabile di integrazione nell’integrale a sinistra di (8.7), e se u denota il valore u(t) e ug il
valore di u(t) al tempo tg, otteniamo

t u
/ %u'dT = / i?dv _ 1.1 (8.8)
o U o U uy U
e cioe
1\-1
ult) = (to it —) . (8.9)
g

Si ha, di nuovo, che se il valore ug # 0 ¢ stato assegnato, (8.9) & I'unica soluzione di (8.6) che
soddisfi anche u(tg) = up. Si noti inoltre che (8.9) & definita per ¢ # t con t = to+ ul—o; e quindi
I'unica soluzione di (8.6) con “valore iniziale” u(top) = ug & definita per ¢ < ¢, se ug > 0, e per
t > 1, se ug < 0; come abbiamo gia osservato, se ug = 0 la soluzione non ¢ del tipo (8.9) ma
e la soluzione identicamente nulla.

28i ricordi 3.13 [in particolare la (3.70)] e si osservi che, dalla definizione di integrale di funzione vettoriale,

segue che A/bf(t)dt = /bAf(t)dt (con A € Mat(n x n) e t — f(t) € C([a,b],R™).
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1

Esempio 8.4 Abbiamo visto negli esempi precedenti che, assegnato un “valore iniziale” ov-
vero assegnato ug tale che u(tg) :=wug, si ha un’unica soluzione delle equazioni differenziale
(8.1), (8.3) e (8.6). Consideriamo ora il seguente esempio:

u = uf w(0)=0. (8.10)
Si verifica immediatamente che u(t):=0 e v(t) = ;—37 sono entrambe soluzioni di (8.10): in

questo esempio dunque non basta assegnare il dato iniziale per avere una unica soluzione.
Notiamo che la funzione f(z) = 23 non & lipschitziana in 0, ma solo hélderiana con esponente
2/3.

Esempio 8.5 Si consideri ’equazione differenziale che regola ’evoluzione di un “oscillatore
armonico”, cioé di un punto materiale di massa m, vincolato a muoversi su una retta, e
collegato, tramite una molla perfettamente elastica ad un certo punto prefissato O. Se x = z(t)
denota la coordinata del punto al tempo ¢ (e = 0 corrisponde al “polo” O), dalla “legge
della dinamica di Newton” (forza = massa x accelerazione) e dalla “legge di Hooke” sulle
forze elastiche si ottiene®

mi = —kx (8.11)

dove k > 0 denota la costante di elasticita della molla. Si vede immediatamente che, per ogni
a e b (costanti), la funzione z(t) = acoswt 4+ bsenwt, con w = /k/m, & soluzione di (8.11).
Se assegniamo, la posizione xg e la velocita vy dell’oscillatore al tempo t = 0, otteniamo la
soluzione x(t) = xg cos wt + 22 sen wt. Rimane, per ora, in sospeso la questione se tali soluzioni
siano tutte le soluzioni di (8.11).

Esempio 8.6 Un altro esempio, assai pit complicato del precedente, tratto dalla meccanica,
¢ dato da un sistema di “due pendoli piani accoppiati” la cui evoluzione e regolata dal sistema
di equazioni differenziali

Z1 4 senzy = e[sen (z1 + x2) + cos(x1 — z2)]

Fo + senwg = g[sen (z1 + x2) — cos(xa — x1)] . (8.12)

Il moto dei pendoli si svolge all’interno di un piano verticale prefissato e x1(t), z2(t) misurano,
in radianti, lo spostamento, al tempo t, dei pendoli dalla posizione dell’“ equilibrio stabile”
(ossia del punto pit basso che il pendolo possa raggiungere); i parametri dimensionali (accele-
razione di gravita, masse dei pendoli, etc. ) sono stati posti uguali ad 1; € > 0 & un parametro
che misura la taglia di una certa forza di interazione tra i due pendoli. In questo caso non é
possibile descrivere in maniera semplice tutte le soluzioni di (8.12) anche per € molto piccoli:
la descrizione qualitativa, per tempi lunghi, delle soluzioni di equazioni differenziali del tipo
(8.12) ¢ un interessante ed attivo campo di ricerca della analisi matematica.

Si definisce ordine di una equazione differenziale (o di un sistema di equazioni differenziali),
Pordine massimo con cui appare la derivata della funzione incognita (o di una delle funzioni
incognite, nel caso di sistemi). Gli esempi 8.1, 8.2, 8.3 sono dunque esempi di una equazione
differenziale del primo ordine; (8.11) & una equazione del secondo ordine, mentre (8.12) & un
sistema di due equazioni del secondo ordine.

Una differenza sostanziale fra gli esempi discussi sopra ¢ che 8.1, 8.2, 8.5 sono esempi lineari*

al contrario di 8.3 e 8.6 che sono non linearsi.

3Useremo indifferentemente le notazioni u, u’, ‘fl—’:, per indicare la derivata di u(t) rispetto a t.
4Le funzioni incognite e le loro derivate appaiono linearmente nelle equazioni; inoltre la (8.3) & lineare ed
omogenea, cioé non vi & compare un “termine noto”.
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E utile notare che tutti gli esempi sopra considerati (e tutti gli esempi che considereremo
in seguito) possono essere descritti da un sistema di equazioni differenziali ordinarie® del
prim’ordine della forma

u = f(u,t) (8.13)

dove u ed f saranno, in generale, funzioni di, rispettivamente, 1 ed n + 1 variabili ed a valori
in R™. Ad esempio, il sistema (8.12), assume la forma (8.13) se poniamo: u = (uy, U2, ug, Us)
ed f = (f1, fo, f3, fa) conuy = @1, ug = &1, ug = Ta, ug = L3 € f1(u) = ug, fo(u) = —senwu; +
e[sen (u1 + uz) + cos(us — ug)], f3 = ua, fa(u) = —senwug + €[sen (u; + us) — cos(uz — uy)].
Come secondo importante esempio si consideri ’equazione scalare, lineare ed omogenea di
ordine n per la funzione incognita ¢t — x(t) € R

2™+ a1 (2™ 4 ag () + ao(t)z =0 (8.14)

dove (-)®) denota %() e le a;(t) sono funzioni continue di ¢ assegnate. Ponendo u =

(n—1)

(U1, eey Up ), CON UL =T, Ug =2 Uy =T si verifica subito che (8.14) puo essere riscritta

come il sistema in R™ dato da

0 1 0 0
0 0 1 .. 0
u = A(t)u , con A= | : : . (8.15)
0 0 0 e 1
—ap —a; —ay ... —ap_1

Abbiamo visto, negli esempi 8.1+8.3 che se assegnamo il valore iniziale u(¢() della funzione in-
cognita si ottiene una unica soluzione. In generale, il problema di trovare una u € C*({to},R")
che verifichi, per ¢ in un intorno di ¢y il sistema

u' = f(u,t), u(to) = uo (8.16)

per una data® f : R®*! — R" ed un dato vettore uy in R™, prende il nome problema di
Cauchy o problema ai valori iniziali per la funzione incognita u.

1 Un teorema “generale” di esistenza ed unicita

Abbiamo visto nell’Esempio 8.4 che se la funzione f non € abbastanza regolare si possono tro-
vare pitl soluzione del problema di Cauchy v’ = f(u), u(0) = ug. La classe funzionale “giusta”
nel nostro contesto & la classe delle funzioni lipschitziane” di cui ricordiamo la definizione:

Definizione 8.7 Una funzione f : A C R™ — R™ si dice lipschitziana in y € A, se esistono
due numeri positivi L e 6 tali che

|f(x) = f(y)l < Lz =yl , (8.17)

per ogni x € A con |x —y| < §. Una funzione f : A C R™ — R™ si dice uniformemente
lipschitziana in A se esiste L > 0 tale che (8.17) valga per ogni x e y in A.

5L’aggettivo “ordinarie” si riferisce al fatto che la variabile indipendente & una, cosicché compaiono solo
le derivate “ordinarie” delle funzioni incognite. Al contrario, un’equazione per la funzione incognita u(z1,x2)

2
del tipo: '2772‘ + gx2 = senwu €& un esempio di equazione differenziale alle derivate parziali.
1 2
SIpotesi opportune sulla f, che garantiscano la risolubilita di (8.16), verranno date in seguito.
"Per informazioni sulle funzioni lipschitziane dal punto di vista degli spazi di Banach si veda 7.12.

2y
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Naturalmente una funzione lipschitziana su A ¢ ivi continua® Esempi di funzioni uniforme-
mente lipschitziane su una m-—sfera chiusa, D = {& € R™ : |z — x| < r}, sono tutte le funzioni
CY(D,R"™), e come costante di Lipschitz si pud prendere L = max,¢p ||%(x)|| Possiamo ora
enunciare il seguente teorema di esistenza ed unicita per soluzioni di sistemi di equazioni dif-
ferenziali la cui dimostrazione sara una immediata conseguenza del teorema di punto fisso del

§ 7.

Teorema 8.8 Siano r,Ty due numeri positivi e sia f € C(D x I,R™), dove D = {z € R™ :
|x —uo| <1} eI =[tg— To,to+ To]. Assumiamo che esista L > 0 tale che

|f(z,t) — f(y,t)| < Llxz —y| , Ve,yeD, Vtel. (8.18)
Sia M > maxpxr |f(z,t)| e sia T < Ty tale che
TL <1, TM <r | (8.19)
allora esiste una ed una sola soluzione u € C([to — T, to + T], D) che soddisfi (8.16).

Si noti che l'ipotesi (8.18) dice che f(-,t) ¢ uniformemente lipschitziana in D e che la costante
di Lipschitz puo essere scelta indipendente da t in I.

Dimostrazione Innanzittutto osserviamo che il problema di Cauchy (8.16) ovvero il proble-
ma di trovare una funzione v di classe C! in un intorno I di to che soddisfi (8.16) & equivalente
al problema di trovare una funzione v € C(I) che verifichi la seguente equazione integrale

w(t) = uo + [ Fu(r),7) dr . (8.20)

Infatti (8.20) si ottiene immediatamente da (8.16) integrando ambo i membri di (8.16) tra tg e
t, mentre se vale (8.20) si ha che u(tyg) = ug e dal teorema fondamentale del calcolo (applicato
componente per componente) segue che u € C! e che u' = f(u(t),t).

Sia ora E:=C(Iy, D) con Iy := [to—T, to+T]. Come osservato nel corso della dimostrazione del
teorema delle funzioni implicite, E & un sottoinsieme chiuso e non vuoto dello spazio di Banach

C(Ip,R™) dotato della norma uniforme || - |oo. Su E definiamo la seguente trasformazione
t
VEESO0):  SW)t)imut [ fulr).r) dr . (5.21)
to

Per il teorema fondamentale del calcolo ¢(v) € C(Ip,R™). Inoltre da (8.18) segue che, per
ogni v,w € FE e per ogni t € I,

o))~ 9w 0] = | [ [re)m) - s )]

< [ [ 1)) = ), dr
< LT|v—we - (8.22)

Prendendo 'estremo superiore su I di tale relazione, si ottiene

[¢(v) = d(w)lloe < LT||v — w]los - (8.23)

8Ovviamente non & vero il viceversa: © € R — |z|®, con 0 < o < 1 & continua in 0 ma non & ivi lipschitziana.
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Quindi, poiché per definizione di T', LT < 1, ¢ € una contrazione. Inoltre per come ¢ stato
definito M, per ogni v € F e per ogni ¢t € Iy si ha v(t) € D e

60)(0) — ol < | [ 1007 ar| < MT <1 (8.24)

Prendendo estremo superiore su ¢t € I si ha che ||¢(v) — uglloo < 7, il che significa che ¢
manda FE in sé stesso. L’asserto segue ora dal teorema delle contrazioni e dall’osservazione
iniziale.

Osservazione 8.9 Usando direttamente lo schema iterativo descritto nella dimostrazione del
teorema di punto fisso (ma senza usare I’enunciato di tale teorema) si ottengono stime migliori
sui tempi di esistenza locale. Si puo infatti dimostrare® che il Teorema 8.8 vale senza l'ipotesi
TL < 1. Dunque il tempo (locale) di esistenza pud essere definito come T := min{Ty, r/M}.

2 Dipendenza dai dati iniziali

Il Teorema 8.8 fornisce un’unica soluzione (locale nel tempo) di (8.16). L’unicita deriva dal-
Paver fissato il valore iniziale ug = u(tp). Quindi la soluzione dipende da ug; per sottolineare
tale dipendenza, chiameremo ¢(t; ug) la soluzione di (8.16). Quindi'®

@(to;uo) = uo , o = fp,t) . (8.25)

Una questione assai importante, anche dal punto di vista pratico, & come dipendono le so-
Iuzioni di (8.16) dai dati iniziali. E infatti augurabile che se il dato iniziale uo & vicino ad
un certo valore @, cosl siano anche le relative soluzioni, ¢(t;ug) e ¢(¢; @), almeno per tempi
brevi. Infatti si ha il seguente risultato.

Proposizione 8.10 Data f come nel Teorema 8.8, siano s > 0 e Dy C D una sfera chiusa
tali che per ogni i € Dy esista una funzione C([tg — s,to + 8], D) t — p(t;u), che soddisfi
O = fo;t) e p(to;a) = a. Allora la funzione @ € D — @(t;@) é lipschitziana con costante
di Lipschitz elt—tol ;

lp(t; ) — @t ug)| < eXt=la —wug| ,  Vitel, Vi,uge Dy, (8.26)
dove I:=[ty — s,t0 + 3.

In particolare ¢(¢; @) & continua come funzione di 4. Infatti & facile vedere che ¢ & uniforme-
mente lipschitziana (e quindi continua) come funzione di (1 + n) variabili'!.

Per dimostrare la proposizione abbiamo bisogno del seguente risultato.

9Esercizio 8.14.

10Si noti che, sebbene in (8.25) appaia il segno di derivata parziale 9; = %, essendo ¢ una funzione di (1+n)
variabili, ’equazione differenziale in (8.25), & naturalmente una equazione ordinaria e non una equazione alle
derivate parziali, (perché le altre derivate parziali di ¢ non appaiono nell’equazione differenziale).

11Da (8.26), se M = supp |fl, si ha

t
lp(tsu) —pEa)] < et u) — e )| + et u) — e a)| = ‘/tf%swﬁ; w)dr| + e"*|a — u]

t
|| st myar] +ebla =l < e AM + ol ul
t
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Lemma 8.11 (Gronwall) Sia I un intervallo, 6,a0 € (0,00) e g € C(I) una funzione
continua e positiva tale che, per un qualche tg € 1,

t
g(t) < 6+a|/ g(T)dr]| , Vtel. (8.27)
to

Allora, per ognit € I, si ha
g(t) < geclt=tol | (8.28)

Dimostrazione Supponiamo prima che ¢t > ¢y. Sia G(t) ::ftzg(T)dT; allora G € CL(I) e
G(to) = 0 ed, in pin, dal teorema fondamentale del calcolo e da (8.27), consegue

G'=g<di+aG. (8.29)

—at

Moltiplicando tale relazione per e~*", vediamo che essa ¢ equivalente alla diseguaglianza

(Gemot)' < et (8.30)

Integrando (8.30) tra tg e t e ricordando che G(tg) = 0 si ottiene

—atg _ ,—at
G(t)e ™t < 5% : (8.31)
ovvero G < da~!(e*(*=t) —1). Ricordando che g < §+aG, si ottiene 'asserto (quando t > t).
Nel caso t < tg, si ha che g(t) < 6—|—aftt°g(7) dr, e ponendo, come prima, G(t) := ftzg(T)dT =
—fttog(T)dT, si ottiene che G’ = g < §—aG che & equivalente a (Ge®")’ < §e!. Integrando tale

relazione tra t e to, si ottiene —Ga < §[e®(*0~) —1] da cui segue che g < de®(to—t) = gealt—tol,

Dimostrazione (della Proposizione 8.10) Ricordando che risolvere (8.16) ¢ equivalente a
risolvere

w(t) = uo + /t Fu(r),7) dr (8.32)

e per l'ipotesi di lipschitzianeita di f, si ha, per ogni @, ug € Dy,

o(t: 7) — p(t; uo)| :|a—w+/ﬁﬂanmnafﬂﬂnw»ﬂwﬂ

to
¢
< Ja—wol + L] [ le(ri@) - p(riue)l dr (8.33)
to
La (8.26) segue immediatamente dal lemma di Gronwall. i

Da (8.26) segue che due soluzioni inizialmente vicine potrebbero allontanarsi 'una dall’altra,
per t > tg, ad un tasso esponenziale. Ed in effetti tale fenomeno puo realmente accadere: basti
pensare al caso scalare v’ = au con a > 0. Allora ¢(t; ug) = e ug e |@(t; uo) —@(t; 0)| = e |ug.
Questa semplice osservazione mostra anche che la costante lipschitziana in (8.26) ¢ ottimale.

Osservazione 8.12 La Proposizione 8.10 pud essere estesa in vari modi; ad esempio si ha!?

Se f & continua in un intorno di (ug,t) e se & x — f(x,t) € C*({ug}) allora ¢ & C*(ug, o).

12Esercizio 8.15.
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3 Intervalli di esistenza

Consideriamo una funzione f : A C R"™! — R™ ed un punto (ug,to) € A. Se, in un intorno
di (ug,to), f risulta continua (come funzione di (z,t)) e lipschitziana (in z uniformemente in
t), sappiamo che esiste una ed una sola soluzione u(t) di (8.16). A priori tale funzione w(t)
¢ definita solo localmente in ¢ cioe in un intorno sufficientemente piccolo di to. E naturale
chiedersi “quanto” possiamo estendere tale soluzione. Piu precisamente poniamo la seguente

Definizione 8.13 Data una funzione f definita su di un insieme A C R™*! ed a valori in
R™, definiamo Dy linsieme (aperto) dei punti (Z,t) € A tali che esista una sfera chiusa
D C A centrata in T ed un intervallo chiuso I centrato'® in t, per cui f € C(D x I) e per cui
valga (8.18). Sia (uo,to) € Dy e sia u(t), cont € [to — s,to + s] (per un qualche s > 0) una
soluzione C1 di (8.16); definiamo I (to;uo) come il pit grande intervallo aperto contenente to
tale che: (i) esista una estensione C* di u(t) a tutto™ I¢(to;uo); (ii) per ogni T € I¢(to;uo),
(u(r),7) € Dy.

Se (ug,to) € Dy, per il Teorema 8.8 esiste una ed una sola soluzione v € C'(I), quindi il
fatto che per ogni T € Iy(to;ug) si abbia (u(7),7) € Dy implica che u soddisfa I’equazione
differenziale v’ = f(u,t) su tutto l'intervallo Iy(to;uo). Quindi Iy(to;uo) € il pit grande
intervallo per cui esista una (ed una sola) soluzione di (8.16). La soluzione u(t) di (8.16)
definita per t € I¢(to;uo) viene a volte chiamata la soluzione massimale (rispetto al dato
iniziale assegnato).

La seguente proposizione da un criterio sufficiente su f affinché I¢(to;uo) coincida con tutto
R.

Proposizione 8.14 Sia f € C1(R"*1,R") e supponiamo che esista una costante ¢ > 0 per

cut
[f(z,t) <ec(l+|z]), Y (z,t) € R (8.34)

Allora per ogni (ug,ty) € R esiste una ed una sola soluzione u € C1(R,R™) del sistema
(8.16).

Dimostrazione Si osservi che poiché f € C*(R"*1) R"™) si ha che Dy = R"*!. Fissiamo
(ug,to) € R™™! e, procedendo per assurdo, supponiamo che If(to;ug) = (a,b) # R cioe
che 0 a > —0c0 0 b < 00. Consideriamo il caso b < oo (I'altro caso si tratta in maniera del
tutto analoga). Sia u(t) la soluzione massimale su I¢(to;uo). Facciamo innanzitutto vedere
che u(t) rimane limitata quando ¢ — b. Poiché u(t) verifica (8.20), dalla (8.34) segue che |u(t)]
soddisfa, per tg <t < b,

()] < 6+ c/t|u(7') ar (8.35)
to
con ¢ :=|ug| + (b — tp)c. Quindi, dal Lemma di Gronwall (con a = ¢) segue che
sup |u(t)] < delPtol.= R < o0 . (8.36)
to<t<b
Sia ora 3
To:=b—ty, L:= sup ‘a—i(x,t)‘ ) (8.37)

Bar x[to—To,to+70]

13Cioe esistono r,s > 0 taliche D = {z: |z —Z| <r},e I = [t — s,L + s].
14 Questo significa che esiste una funzione @ € C(If(to;uo)) tale che @(t) = u(t) per ogni ¢ in (to—s,to+s);
per semplicita indicheremo tale estensione ancora con la lettera w.
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Fissiamo ¢y < t < b e @:=wu(t). Si noti che se
D:i={zeR": |z —a| <R}, (8.38)
da (8.36) segue che D C Bag e quindi che

sup |f(z,t)] <c(1+2R):=M . (8.39)
Dx [{7TO ,{+T0]

Inoltre, con L definito in (8.37) vale la (8.18). Se scegliamo

. 1 R
T := min{ 57 70(1_’_2}%)} ,

vediamo che le condizioni (8.19) del Teorema 8.8 (con dati iniziali ¢ e u(f) = %) sono verificate
e che T non dipende da @ e t. Prendendo # tale che b—t < T'/2 arriviamo ad una contraddizione
(perché potremmo estendere la soluzione per valori di ¢ > b contraddicendo la definizione di

If(to;uo)).
Come applicazione consideriamo ’equazione lineare non omogenea

u = A(t)u+b(t) , u(to) = uo (8.40)
dove A € C(R,Mat(n x n)) e b € C(R,R") con'®

sup [A(t)| <o, sup[b(t)[ <5, (8.41)
teR teR
per qualche costante « e 3. Naturalmente f(z,t) := A(t)z+b(t) & uniformemente lipschitziana
in = con costante di Lipschitz a: |f(x,t) — f(y,t)| = |A@®#)(x —y)| < || AQ)| |z —y| < a|z—y|.
Inoltre, se definiamo ¢ = max{c, 8}, otteniamo

|A(t)z + b(t)] < A =] + [b(t)] < efz| + B < (1 + |z]) - (8.42)
Quindi, per la Proposizione 8.14, esiste per tutti i tempi una ed una sola soluzione u(t) di
(8.40) di classe C1(R).

In particolare, se A ¢ indipendente dal tempo e b = 0, (8.41) ¢ sempre verificata e possiamo
prendere o = ||A||, 8 =0, ¢ = ||A]|.

Osservazione 8.15 Si noti che la Proposizione 8.14 puo essere facilmente estesa al caso
in cui f non sia definita su tutto R"*!. Ad esempio, consideriamo (8.40) con A(t) e b(t)
continue su di un intervallo aperto (a,b). Allora per ogni € > 0 sufficientemente piccolo A(t)
e b(t) saranno continue e limitate su [a + &,b — £]. Con ragionamenti analoghi a quelli usati
nella dimostrazione della Proposizione 8.14 si vede facilmente che le soluzioni di (8.40) sono
estendibili a tutto [a 4 €,b — €] e, quindi, per l'arbitrarieta di €, esse sono estendibili a (a, b).

4 Sistemi lineari
Consideriamo il sistema lineare omogeneo

u = A(t)u, (8.43)

15 Cioe A & una matrice n X n i cui elementi di matrice sono funzioni continue su R e b & un vettore le cui
componenti sono funzione continue su R.
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con A(t) matrice (n x n) con elementi a;; che siano funzioni continue su di un intervallo'® I.
In virth dell’Osservazione 8.15 sappiamo che le soluzioni di (8.43) sono definite (ed uniche)
in tutto l'intervallo I. Sebbene, in generale, non sia possibile risolvere esplicitamente sistemi
lineari (a coefficienti variabili), non ¢ difficile descrivere la struttura della classe delle soluzioni
di tali sistemi.

Se u e v sono due soluzioni di (8.43), lo & anche la combinazione lineare au(t) + bv(t) per ogni
valore complesso delle costanti'”a e b.

Definizione 8.16 k soluzioni di (8.43), uW u®@ ) s dicono linearmente dipendenti
in I se esistono k numert complessi non tutti nulli, aq, as,...,a tali che la funzione vettoriale
t— Z§:1 a;ut(t) ¢ identicamente nulla in I.

Osservazione 8.17 Nel caso in cui (8.43) descriva un’equazione scalare di grado n, si ve-
de subito che la Definizione 8.16 ¢ equivalente a richiedere che la funzione scalare ¢ —

E?Zl ajugj )(t) (con ul )(t) soluzione dell’equazione scalare) & identicamente nulla in I.

2) k)

Osservazione 8.18 Supponiamo che u, u® . u®) siano k soluzioni di (8.43), tali che

Z?Zl aju(j)(to) = 0 per un tg € I e per qualche scelta di costanti aq,...,ax non tutte nulle.

Allora la funzione t — wv(t):= Z?:l a;ju?(t) & soluzione di (8.43) con dato iniziale nullo,
v(tp) = 0. Quindi, poiché anche la funzione identicamente nulla soddisfa il medesimo problema
di Cauchy'®, per 'unicita delle soluzioni del problema di Cauchy si ha che v:=0 in I, cioe
uD, u®@ . u*) sono linearmente dipendenti.

11 prossimo risultato ci dice che non ci possono essere pill di n soluzioni indipendenti'?.

Proposizione 8.19 Siano vV, u® ... u(, n soluzioni indipen_denti di (8.43). Allora per
ogni soluzione u di (8.43) esistono a; € C tali che u =37, ajuld),

Prima di dimostrare questa affermazione, facciamo delle osservazioni notazionali. Date n
soluzioni v, u® ... .u(™ di (8.43), formiamo la matrice che ha come colonne le componenti
delle u): _

Ut) = [u®,..,u™] cioe' U= u? (8.44)

Allora
AU = A, .., u™] = [AuV), ..., Au(™)] (8.45)

infatti, se A = (a;;): (AU)ij = > p_; aixUpj = Zaiku,(g) = (Au));. Quindi la matrice U (t)
soddisfa . ,
sy ul™ = [Au(l), ...,Au(")} = AU .

Inoltre, det U # 0 se e solo le soluzioni u™), ..., u(™ sono linearmente indipendenti e per
I’Osservazione 8.18 questo accade se e solo se det U(tg) # 0 per un qualche ty € I. Infine
notiamo che se ¢ € C™ allora

U = [u®

U(t)e = f:cju@(t) (8.46)
Jj=1

16 Tcasi I =R o I =(—00,b), I =(a,o00) sono ammissibili.

17 La funzione complessa z(t) = u(t) + iv(t) (con u e v funzioni C1(I,R™), I intervallo di R) & soluzione di
(8.43) se lo sono sia u(t) che v(t) (il che & equivalente a definire 2’(¢t) = u’ + v’ che, a sua volta, coincide con
e . . . z(t+h)—z(t)
il limite del rapporto incrementale limy,_, o S

18Cioe (8.43) e u(to) = 0.

19 soluzioni di (8.43), {u(?)}, saranno linearmente indipendenti in I se Z§:1 ajul)(t) = 0 implica che
a; =ag =..=a =0.

con h reale).
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come si vede subito calcolando la i—esima componente dei vettori a sinistra e a destra di tale
relazione.

Dimostrazione (della Proposizione 8.19) Poiché uM ..., u™ sono linearmente indipendenti,
per una delle osservazioni fatte sopra, segue che la matrice U(t) ¢ invertibile per ogni ¢ € I.
Sia u(t) soluzione di (8.43) con u(tog) = ug e sia v(t) = U(t)c con ¢ = U(tg) tug. Allora per
(8.46) v(t) ¢ soluzione di (8.43) e v(ty) = ug. Quindi per I'unicita delle soluzioni del problema
di Cauchy si ha che v(t) = u(t) per ogni ¢t € I.

Definizione 8.20 Una matrice U(t) := [u'V), ...,u™)] non singolare®® che soddisfi U’ = AU si
chiama matrice fondamentale (per il sistema (8.43)); la funzione w(t) := det U prende il nome
di “wronskiano” (della matrice U o delle soluzioni u(l),,..,p(")); una matrice fondamentale per
(8.43) tale che Ul(ty) = I, (dove I, é la matrice identita) si chiama soluzione fondamentale
di (8.43) (relativa al tempo tg).

Dunque se U & una matrice fondamentale, la soluzione fondamentale di (8.43) rispetto al
tempo to ¢ data da V(t) = U(t)U(tp)"* ed in termini della soluzione fondamentale V, la
soluzione di (8.43) con u(tg) = ug, ¢ data semplicemente da V (t)ug.

Osservazione 8.21 Matrici fondamentali, ovvero n soluzioni indipendenti di (8.43), esistono
sempre: siano u(?) (t) le soluzioni di

W =At)u,  u(ty) = eV (8.47)

dove e9) ¢ il versore in R” che ha come componenti tutti 0 tranne la j-esima componente
che e 1. L’esistenza e 1’ unicita su tutto I di tali soluzioni ¢ garantito dal Teorema 8.8 e dalla
Osservazione 8.15. Allora V (t) := [u), ...,u(™)] & la soluzione fondamentale di (8.43).

Osservazione 8.22 Dalla Proposizione 8.19 e dall’osservazione precedente segue che [’insie-
me di tutte le soluzioni di (8.43) formano uno spazio vettoriale di dimensione n ed una base
di tale spazio vettoriale & data da n soluzioni indipendenti u(",...,u(™ (per esempio dalle
soluzioni di (8.47)).

L’analisi fatta per i sistemi omogenei puo essere usata per discutere i sistemi lineari non
omogenei

u = A(t)u + b(t) (8.48)

con A(-) e b(-) funzioni continue su I a valori, rispettivamente, in Mat(n x n) ed in R”™. Ancora
per I’Osservazione 8.15, sappiamo che, per ogni ug esiste una ed una sola soluzione in tutto
I'intervallo I di (8.48) con u(ty) = ug. Per risolvere il problema di Cauchy per (8.48) (cioe
(8.40)) dobbiamo conoscere la soluzione fondamentale*' del problema omogeneo u' = A(t)u
ed una qualunque soluzione particolare di (8.48). Supponiamo infatti che V sia la soluzione
fondamentale di v’ = Au e che p(t) sia una qualunque soluzione di (8.48), allora si verifica
immediatamente che

u(t) = p(t) + V(t)(uo — p(to)) (8.49)

e la soluzione di (8.40).

20Cioe con det U # 0.
21Si ricordi che conoscere la soluzione fondamentale V' di (8.43) & equivalente a conoscere una qualunque
matrice fondamentale U essendo queste legate da V() = U(t)U(to) ~*.



172 Cap. 8 — Introduzione alle equazioni differenziali ordinarie

Nel caso particolare in cui A sia indipendente dal tempo, la soluzione fondamentale (relativa
aty) e V(t) = eAt=t) e la soluzione di

u = Au+b(t) , u(to) = ug
e data da
t
u(t) = eAt/ e~ ATh(r) dr + ety (8.50)
to

5 Alcune classi di equazioni risolubili

Equazioni lineari a coefficienti costanti

Si consideri 'equazione differenziale scalare di ordine n a coefficienti costanti
Le:=2" +an_12" Y 4. 4 a12' +apz =0 ; (8.51)

con a; € R (o anche?? a; € C).
(i) Se
PO :=A"+a, A" '+ adtag, (8.52)

e facile vedere che P(\) = det(A — A) dove A & la matrice definita in (8.15). P(X) prende il
nome di polinomio caratteristico dell’equazione (8.51).

(ii) Poiche ;T]je)‘t = MeM si ha che, se \p & una radice (in generale complessa) di P = 0
(ovvero se P(\g) = 0) allora e*o! & soluzione di (8.51). Infatti L(e0?) = P(\g)e*! = 0.

(iii) Si dice che A¢ € una radice di ordine m di P = 0 se esiste un polinomio (a coefficienti
complessi) g(A) tale che P(X) = (A — Xg)™g(N) e g(Ag) # 0.

Allora, se Ao & una radice di ordine m di P = 0, t/e*o? & soluzione di (8.51) per ogni 0 < j < m.
Infatti, se z(t; A) := e allora

Lz=2zPA) =z (A—=X)mg(N),

e lasserto si ottiene derivando rispetto a A (e calcolando in Ag) tale relazione.

Da (ii), (iii) e dal teorema fondamentale dell’algebra®® segue che vi sono n soluzioni distinte
della forma t/e* di (8.51) dove se A & una radice semplice di P(\) = 0 allora j = 0, mentre
se \ é una radice di ordine m < n, allora 0 < j < m.

Se A & una radice di ordine m di P = 0 e se i coefficienti a; sono reali allora anche \ & una
radice di ordine m. Dunque®* L(t/e*) = 0 ovvero anche t/e’ & soluzione di (8.51). Poiché
'equazione (8.51) ¢ lineare si che, se z :=tJe* anche (2+2)/2:= Re (2) e (z—2)/(2i) := Im (2)
sono soluzioni. In altri termini, se A:=a+if (con a, B € R) é una radice di ordinem di P = 0,
sono soluzioni di (8.51) le 2m funzioni reali t/e® cos(t) e t/e* sen (Bt) per 0 < j < m.

(iv) Poiche le soluzioni t/e* (al variare di j e A) sono tra loro indipendenti, da § 4 segue
che tutte le soluzioni di (8.51) sono delle combinazioni lineari delle funzioni t/e** (ovvero, nel
caso a; € R, sono delle combinazioni lineari di t/e** cos(St) e t/e*" sen (Bt)).

228 ricordi la nota 17.

23Se P(z) & un polinomio complesso di ordine n, I'equazione P(z) = 0 ha n soluzioni in C (contando le
molteplicita).

248 ricordi che (e®) = e%.
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Sistemi lineari a coefficienti costanti

Dall’Osservazione 7.5 segue che se A ¢ una matrice (indipendente dal tempo), b € C(I,R™),
con I intervallo in R, allora il vettore u(t) definito come

u(t) = eAt/tteATb(T) dr (8.53)

soddisfa
u=Au+b, u(ty) =0 . (8.54)

Equazioni scalari, lineari del prim’ordine

Si dimostra che se a(t) e b(t) sono due funzioni continue sull’intervallo I e ¢ty € I, I'unica
soluzione u € C(I) di

u = a(t)u+b(t) , u(to) = uo (8.55)
e data da

u(t) = e9® (/teg(T)b(T)dT + uo) (8.56)

to

dove g(t):= fzoa(T)dT.

Equazioni a variabili separabili
Si consideri 'equazione differenziale (scalare)
!
u' = f(u)g(t),  ulto) =uo, (8.57)
dove f € una funzione continua in un intorno di ug e g &€ una funzione continua in un intorno
di to.

(i) Se f(ug) =0, u(t) :=wug ¢ soluzione di (8.57) e se assumiamo in piu che f sia lipschitziana
in ug, allora u(t) :=ug & {"unica soluzione di (8.57).

(ii) Assumiamo ora che f(ug) # 0. Poiché la funzione f & continua e la funzione u & C, esiste
un intorno di ¢o tale che f(u(t)) # 0 e mantiene il segno di ug. Dividendo, in (8.57) per f(u)
otteniamo

2~ =9() (8.58)

integrando fra tg e t, usando il teorema del cambio di variabili per integrali in R, e ricordando
che u(tg) = ug, otteniamo

oo u(t) t
u'(7) dT:/uo %dv:/g(T)dT. (8.59)

to S (u(T)) (v) o
D’altra parte la funzione F(u):= [’ f(lv)dv e Cle F'(up) = ﬁ # 0 dunque F ¢ invertibile.

Quindi 'unica soluzione di (8.57) & data da G ¢ g(7)dr) dove G denota la funzione inversa
to
di F.
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Equazioni scalari conservative del second’ordine

Sia V € C(I,R), I intervallo di R e si consideri, per zg € I, la seguente equazione differenziale
del secondo ordine (e non lineare):

T+ V’(x) =0, x(to) =, j?(to) =1 . (860)

(i) Si dimostri che se
E(t):= %:’r(t)2 + V(x(t))

denota 1’ “energia al tempo ¢” della funzione z(t) e se t € (a,b) — = € I & soluzione di (8.60),
allora

E(t) = E(ty) := %vg +V(zo), Vte(ab).

(ii) Si riconduca la soluzione dell’equazione (8.60) alla soluzione di un’equazione a variabili
separabili (si veda § 5).

6 Stabilita in sistemi lineari a coefficienti costanti

Consideriamo il sistema (omogeneo) di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti
v = Au (8.61)
con A € Mat(n X n) matrice indipendente dal tempo.

Definizione 8.23 Un punto o € R™ si dice punto di equilibrio per (8.61), se la funzione
costante u(t) : =z €& soluzione di (8.61).

Quindi z ¢ un punto di equilibrio per (8.61) se e solo se Azg = 0; dunque 0 & sempre un
punto d’equilibrio per (8.61) e z¢ # 0 & un equilibrio se e solo se 2y & un autovettore di A con
autovalore nullo. Il problema che ora ci poniamo € come evolvono dati iniziali vicini ad un
punto di equilibrio, ossia come si comportano, per ¢ > 1, le soluzioni ez di (8.61), quando
il dato iniziale x € vicino ad xg.

Definizione 8.24 Un punto di equilibrio xo per (8.61) si dice stabile (secondo Liapunov) se
Ve>0,36>0 tale che |e?tx — x| < e per ogni t > 0 e per ogni |x — xo| < 8. Un punto di
equilibrio stabile xq si dice asintoticamente stabile se 3 § > 0 tale che limy_, o ez = xq, per
ogni |x — xo| < 6. Un punto di equilibrio asintoticamente stabile si chiama anche “attrattore”
per (8.61).

Se zp & un autovettore con autovalore nullo, allora tutta la retta £y, :={sxzq : s € R} & formata
da punti di equilibrio essendo A(szg) = sAxg = 0. Quindi se esiste un autovettore xg con
autovalore nullo, non ci puo essere alcun punto di equilibrio asintoticamente stabile.

Se xg € un punto di equilibrio asintoticamente stabile, necessariamente g = 0 e A non ha alcun
autovettore con autovalore nullo. Inoltre se 0 ¢ asintoticamente stabile, allora lim;_, o, etz =
0, per ogni x € R™. Sia infatti 6 > 0 quello della definizione di stabilita asintotica, e sia = # 0
un qualunque vettore di R™, allora se poniamo a = ﬁ, il vettore ax ha norma uguale a g ede
quindi all'interno della sfera di raggio ¢ centrata nell’origine. Allora, |e?tz| = a=!|et(az)| —
0, se t — oo.

Si noti che, facendo un eventuale cambio di coordinate (y = x — xg), possiamo sempre ridurci
al caso in cui il punto di equilibrio sia I'origine.
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Se A possiede un autovettore con autovalore avente parte reale strettamente positiva, allora
0 & un punto di equilibrio instabile: infatti & facile vedere che se Av = \v, allora ety = e M.
Dunque se Av = Av e ReX > 0, allora per ogni § > 0, possiamo trovare, all’interno della
sfera di raggio § attorno all’origine, un vettore w tale che lim; ., |e*w| = co: basta prendere
w = av con a = ﬁ. In tal caso |etw| = aleAtv| = aleMv| = a|v]e!R** = oo quando t — oo.
E questo dimostra che ’origine ¢ instabile.

Concludiamo questa discussione con un criterio sufficiente affinché 0 sia un punto di equilibrio
stabile o asintoticamente stabile.

Proposizione 8.25 Supponiamo che A sia diagonalizzabile e che tutti gli autovalori abbiano
parte reale minore o uguale a 0. Allora lorigine x = 0 ¢ un punto di equilibrio stabile. Se A
e diagonalizzabile e tutti gli autovalori hanno parte reale strettamente negativa, allora x = 0
e asintoticamente stabile.

Dimostrazione Sappiamo che se T' € Mat(n x n) & una matrice invertibile, allora T~ 'eAT =
eT_lAT; inoltre se D = diag (ds, ..., d,,) € la matrice diagonale avente sulla diagonale i numeri
complessi di,...,d,, allora ||D|| = max|d;|. Sia, dunque, T la matrice che diagonalizza A:

T~YAT = A = diag (A1, ..., \n). Dalle osservazioni appena fatte segue che

leAol = [TTeAMTT || = [Te" AT || = [TeMT |
Aty (- - i
< AT T el = ITIHIT = o] max elReA,
<i<n
Da tale stima segue subito 1’asserto. 1

In effetti, utilizzando la forma canonica di Jordan, si dimostra in maniera del tutto analoga
la stessa affermazione senza lipotesi di diagonalizzabilita per A.

7 FEsercizi e complementi

Esercizio 8.1 Si dimostri che se se u & soluzione di (8.5) allora vale la stima |u(t)| < |ug|e! ! 1*]]
per ogni t € R.

Esercizio 8.2 Si dimostri ’affermazione fatta nell’Osservazione 8.17.

Esercizio 8.3 Dimostrare che se f € C'(D,R™) con D sfera chiusa in R™, allora f & uniformemente
lipschitziana in D e come costante di Lipschitz puo prendersi

of
L= - . 8.62
sup | 5L =1 (5.62)
Esercizio 8.4 Si dimostri che le funzioni
0, set <0, 2/27, set<O0,
ui(t):= uz(t) == (8.63)
227, set>0, 0, set>0,

sono (altre) soluzioni di (8.10).

Esercizio 8.5 Perché la (8.53) non fornisce, in generale, una soluzione nel caso A = A(t)?
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Esercizio 8.6 (i) Sia A:= (2 :r) e si calcoli e

0
(ii) Si verifichi che se G(t) = fot (S Seélr
(iii) Si faccia vedere tramite un esempio che la formula (8.56) pud non valere per sistemi lineari in

R™ con n > 2.

) dr, allora GG’ # G'G e G'e€ # (e€) # G

Esercizio 8.7 Siat¢ € I — A(t) una funzione continua dall’intervallo I a valori matrici (n x n) e sia
G(t):= szA(T)dT con to,t € I. Assumendo che G ¢ A commutino, cio¢ che AG = GA, si dimostri

che T'unica soluzione u € C*(I) di
u = A(t)u + b(t) , u(to) = uo (8.64)
dove b : I — R™ & una funzione continua assegnata ¢ data da
t
u(t) = %O (/ e COb(r)dr + uo) . (8.65)
to
Esercizio 8.8 Si consideri I’equazione differenziale
u’ +a(t)u +bt)u = f(t), tel, (8.66)

dove I ¢ un intervallo aperto di R e a, b e f sono funzioni continue su 1.
(i) Si trovi una soluzione di (8.66) assumendo che si conoscano le soluzioni dell’equazione omogenea
associata

' +a(t)u +bt)u=0. (8.67)

(ii) Si dimostri che tutte le soluzioni di (8.66) hanno la forma
u = ciul + couz +p (8.68)

dove u1 e u2 sono soluzioni indipendenti di (8.67) e p(¢) ¢ una qualunque soluzione di (8.66).
(iii) Si scrivano esplicitamente (in termini di f) tutte le soluzioni di (8.66) nel caso in cui i coefficienti
a(t) e b(t) siano costanti: a(t):=a e b(t) :=b.

Esercizio 8.9 Sia z(¢) la soluzione del seguente problema di Cauchy
iti4z=ft), 20)=1,  &0)=-1, (8.69)
dove f & una funzione continua su R con [|f|dt < co e si trovi, se esiste, il lim; oo z(t).

Esercizio 8.10 Sia u il punto fisso della contrazione ®, definita in 7.40. Quale equazione differen-
ziale soddisfa u?

Esercizio 8.11 Si consideri I’equazione differenziale
i4+a°+senhz =0, #0)=0, z(0)=a. (8.70)

(i) Si trovi T' > 0 tale che esista un’unica soluzione di (8.70) per [¢| < T

(ii) Si denoti con z(¢; ) la soluzione di (8.70) per |¢| < T e si calcoli il limite limq—0 z(¢; @) per ogni
<.

(iii) Il limite definito al punto (ii) & uniforme in ¢t € [-T,T]?

Esercizio 8.12 Sia y(z) la soluzione di (1 — z)y’ = 1+ x — y, y(0) = 0. Usando ’equazione
differenziale si calcolino tutte le derivate di y(x) in = 0; determinare il raggio di convergenza della
serie di Taylor di y(x) e si concluda che in un intorno di x = 0 la soluzione y(z) ¢ analitica.

Esercizio 8.13 SiaT > 0esia f € C'(AxR,R™), con A aperto di R" e f T-periodica: f(z,t+T) =
f(x,t) per ogni (z,t) € A x R. Dimostrare che se z(t) & soluzione di ¢ = f(z,t), z(0) = xo e se
z(T) = xo allora z & T—periodica ovvero z(t + T) = z(t) per ogni t.
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Esercizio 8.14 (Teorema di Picard) Iterando direttamente la mappa ¢ in (8.21), si dia una
dimostrazione del Teorema 8.8 senza usare il teorema di punto fisso. Si dimostri che, in tal modo,
il Teorema 8.8 vale senza I'ipotesi TL < 1. Dunque il tempo di esistenza puo essere definito come
T := min{To,r/M}.

Esercizio 8.15 (Dipendenza C* dai dati iniziali) Si dimostrino i seguenti risultati sulla di-
pendenza regolare dai dati iniziali delle soluzioni di equazioni differenziali. Usando le notazioni del
Teorema 8.8 si ha:

(i) Se f e fs sono continue su D x I allora la soluzione u(t) := ¢(t; x) di (8.16) con up:=z & di classe
C'({z,uo}).

(ii) Se tutte le derivate di f rispetto a x; di ordine k > 1 sono continue su D x I allora la soluzione
u(t) :=@(t;z) di (8.16) con ug:== & di classe C* ({z,uo}).
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Capitolo 9

Introduzione alla teoria di
Fourier

Osservazione 9.1 In questo capitolo, “f integrabile su I” con I intervallo reale, significa che
f ¢ integrabile su I\{z1,...,xx} con z; € I, in senso di Riemann generalizzato (o improprio).

1 Serie di Fourier

Funzioni periodiche e polinomi trigonometrici

Una funzione f di variabile reale si dice periodica di periodo T' > 0 se f(z+T) = f(x)
ogni z € R. Se f & una funzione periodica di periodo T', la funzione f definita da f(z):= f(z
¢ periodica di periodo 27; pertanto consideremo solo funzioni di periodo' 2.

per
2)
Definizione 9.2 C%, :={f € C?(R): f(x+2m) = f(z), Vaz€cR}

Esempi naturali di funzioni Cpg, (o meglio Cf,,,) sono le costanti, senz, cos z, sen 2z, cos 2z,...

e loro combinazioni lineari:
“ N
sny(x) = ?O—FZancosnx—i—bnsennx , an,by, €R; (9.1)
—

(il ruolo, del tutto formale, del fattore 1/2 davanti alla costante ay apparira chiaro in seguito).
Una tale espressione si chiama polinomio trigonometrico (reale) di grado N. Una classe assai
piu vasta di funzioni periodiche si ottiene considerando limiti, per N che tende ad infinito, di
polinomi trigonometrici:

Proposizione 9.3 Siano {a,}n>0, {bn}tn>1 due successioni di numeri reali tali che
oo
Z |an| + |bn|) NP < 00 . (9.2)

Allora, sy(x) (definito in (9.1)) converge, per N che tende ad infinito, uniformemente su R
ad una funzione f € CP,,

1Per le formule relative al caso generale si veda 9.11.

179
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Il limite di polinomi trigonometrici ossia un’espressione della forma
(oo}
204 Z(an cosnx + by, sennx) (9.3)
2
n=1
prende il nome di serie di Fourier; dunque il risultato appena esposto puo essere riformulato
dicendo: “se i numeri a,, e b, soddisfano (9.2) allora la serie di Fourier (9.3) ad essi associata
converge uniformemente su R e definisce una funzione di classe Cf,.”.
Dimostrazione (della Proposizione 9.3) Grazie a (9.2), per ogni 0 < k < p, la serie delle
derivate ) u;k), con ug:=ap/2 e (per n > 1) u, :=a, cosnx + b, sen nz, converge totalmente
in R e la Proposizione 5.27 implica che Y u, converge ad una funzione f € CP(R). La
periodicita di f deriva dalla periodicita di sy:

flx+2m) = ]\}im sn(z+27m) = A}im sy(z) = f(z) . i

L’ipotesi (9.2) implica, in particolare, che max{|a,|, |bn|} < M/n?.

o, trovare una successione

Pili interessante ¢ la questione inversa: data una funzione f € CJ
di polinomi trigonometrici che converga ad f.

Prima di analizzare tale questione, si noti che cosnx e sennx sono, rispettivamente, la parte
reale ed immaginaria di e'™*: questa osservazione suggerisce una riscrittura pit compatta, in
forma complessa, dei polinomi trigonometrici (9.1). Ponendo

ag an + an

€0 =5 Ctn +

; =2 Vn>1), (9.4)

ed osservando che la “trasformazione inversa” di tale relazione (ossia la relazione che da gli
an, e by in termini dei cy,,) € data da

ag=2c, epern>1, ap=cp+c_,, by, =rtdc,—ic_y,, (9.5)
si ha che?
N
Z e €M = co+ Z(cn +c_p)cosnx + (ic, —ic_y,)sennz
nez n=1
[n|<N
u N
= 50 —|—n§;1an cosnx + by sennz = sy(x) . (9.7)

Osservazione 9.4 (i) Nel caso che stiamo considerando a,, e b, sono numeri reali e quindi
¢—n = &y, (dove, come al solito al barra denota “complesso coniugato”). Naturalmente avrebbe

2Se zn, per n € Z, sono numeri complessi, i simboli

N N
> 2, S, Y (9.6)
n=—N —N

nez

[n|<N
denotano, per IV intero positivo, la somma z_ y+2z_ N1+ - -+2N5—1+2nN; naturalmente il simbolo EQ/I:_N Zn
o (qualora non vi sia ambiguita) Z{/IN Zn, denotera la somma z_ N + 2_N41 + -+ 2p—1 + 2pr; 1 simbolo

D onez Zns Dome oo Zn O 2 zn denotano il limite, qualora esista, imy 00 D, _n 2n [per le definizione
sulla convergenza di successioni o serie complesse si veda Sezione 2].
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senso considerare il caso (apparentemente piu generale) in cui a,, e b, sono numeri complessi,
nel qual caso i polinomi trigonometrici sy (x) sarebbero delle funzioni complesse di variabile
reale. In questo capitolo considereremo polinomi trigonometrici e serie di Fourier reali anche se
useremo spesso la notazione complessa che presenta dei vantaggi dal punto di vista algebrico®

(ii) Si noti che per ogni coppia di numeri reali « e 3 si ha?

Va2 + 82 <lal+ |8 < V2 Va2 + 5. (9-8)

Si noti anche che, se ay, b, e ¢, sono legati da (9.4) (e bp:=0), si ha

1
el = le—nl =5 Vai +07,  ¥n=0. (9.9)

Dunque (se an,, b, e ¢, sono legati da (9.4)) la condizione (9.2) & equivalente a

> leal InfP < oo (9.10)

nez

e la Proposizione 9.3 puo essere riformulata come segue

S€ Cn =Cn €Y., o7 len||nP < oo allora f(z):= 3, 5 cae’™ € CE..

Coefficienti di Fourier

Sia f(z) = Y, cz cn€™” una serie di Fourier con Y |¢,| < 0o [cosicché f € Cpe]. E possibile
calcolare i numeri ¢, (o, equivalentemente, i numeri a, e b,) dalla sola conoscenza della
funzione f(x)? La risposta (affermativa) & contenuta nella seguente

Proposizione 9.5 Siano c,, pern € Z, numeri complessi tali che ), |cn| < 00 e sia f(x)

= Znez cne™®. Allora
1 27 .
Cn = 5o 0 (x)e " dx . (9.11)

Dalle relazioni (9.4) ne consegue che i numeri a,, e b, sono dati da

™ 1 0
Gy = 1 f(x)cosnz dx (n>0), b,=—=[ f(z)sennzdr (n>1). (9.12)
TJ)_r T -7

Dimostrazione (della Proposizione 9.5) Dalla Proposizione 5.26 segue che’

1 27 . 1 27 . .
— (x)e™"™dx = — lim E cme M e M dx
2T 0 27 N—oo o

|m|<N

I
x|
=)
2
=

o

3
S—0_
QN

3

3

5

=y

S

|

o

3

]

Motivati da questa discussione (e cambiando punto di vista!) diamo la seguente

3Per le definizioni e proprietd fondamentali relative a funzioni complesse di variabile reale ossia a funzioni
f:+E CR — C si veda Sezione 2.

4La prima disuguaglianza si verifica elevando al quadrato e la seconda deriva dalla disuguaglianza di Cauchy
(1.5) con y; = 1.

5 (i) Qui stiamo usando la versione della Proposizione 5.26 per funzioni complesse di variabile reali: si veda
Sezione 2.(ii) Si ricordi anche che f02ﬂe“””d:c e nullo se 0 # k € Z ed & uguale a 27 se k = 0. (iii) Qui ed in

seguito espressioni quali 37,,,|< 5 #m sono abbreviazioni per 3_ ez Zm.
- [m|<N
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Definizione 9.6 Sia f una funzione periodica di periodo 2w ed integrabile su [0,27]. Si
chiamano coefficienti di Fourier di f i numeri complessi

1

27
o)) f(x)e ™ dz | VneZ (9.13)

fn =
Osservazione 9.7 (i) Anche i numeri a,, e b, definiti in (9.12) (per f una funzione periodica
di periodo 27 ed integrabile su [0, 27]) vengono, a volte, chiamati coefficienti di Fourier di f
(o coefficienti “reali” di Fourier di f).

(ii) Naturalmente il ruolo dell’intervallo [0, 27] pud esser giocato da un qualunque intervallo
lungo 27 poiché la conoscenza di f su di un qualunque intervallo lungo quanto il suo periodo
permettere di ricostruire f su tutto R. Ad esempio si ha: se f(x) & una funzione periodica
ed integrabile su [0,2n] allora l'integrale su un qualunque intervallo lungo 2w coincide con
lintegrale tra 0 e 27. Infatti, per ogni a < b e per ogni k € Z, fl:fkl:r (z)dx = fabf(t)dt si
ponga t = x + 2kmw), dunque, per ogni xg,

To+2m 27 To+2m
[ s = [ et [ f@a
o IOQTr 7;0 27
= f(z)dz + / flz)dz = f(z)dz
o 0 0

—inc

In particolare, se f & periodica ed integrabile su [0, 27] tale & f(x)e e dunque il calcolo
dei coefficienti di Fourier di f puo essere fatto sostituendo [0, 27] con un qualunque intervallo
lungo 27. Ad esempio, €, a volte, utile usare la formula

1

o | f( Je~inTdz | (9.14)

fn=
Alcune proprieta dei coefficienti di Fourier sono contenute nella seguente

Proposizione 9.8 Sia f : R — R una funzione periodica di periodo 2w a quadrato sommabile
(o0ssia, con |f|? integrabile) su [0,2n]. Allora
2

O Ihl<g [ W@l (nez);

() fo=/n, (Vnez)

27 o 2 2m N
(iii) % | flz) — Z fne™® 7%/0 f(z)|2dw — Z 1ful? ;

In|<N In|<N
2m
) LIhf < g [ @k
nezZ
@ A@®MJf0

Vi) (f®),, = (i) fu , (per f € CBy, VO <k <p, ¥ n);
per
(vii)  se f € Ch,,, allora: Z |ful? |n|?* < ! / |f ¥ (x)|?dz ,YO<k<p, Vn.

27
nezZ

Dimostrazione (della Proposizione 9.8)
La (i) & conseguenza immediata di (3.35) e del fatto che |e™*| = 1.
La (ii) & conseguenza immediata delle definizioni date.
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(iii): Espandendo I'integrando si trovano, oltre - fozw 7)|%dx, i seguenti due termini®
2m o — )
’ S fuem| dr = (X foem) (XS e ) da
[n|<N 0 [n|<N |m|<N

SN o) ey

|n|<N |m|<N

= Z ‘fn|2 )

[n|<N

% OZWQRG f(x) Z fnemz)dl‘ = QRe( Z fn;[r/ozﬂf(x)emxdx>

VoS

|n|<N [n|<N
= QRG( Z fAanfn) =2 Z |fAn|2 :
In|<N In|<N

Mettendo assieme tali termini si ottiene ’asserto.

(iv): La relazione in (iii) mostra, tra laltro, che } .y |fnl? < %fozqf(x)\Qdm per ogni N
e prendendo il limite per N — oo si ottiene la (iv).

La (v) ¢ implicata dalla convergenza della serie in (iv).

(vi): Si noti che se f € O}, allora® f’ € Cper. Dunque

— 1 2m 27 . 1

(PMo=gz | 1= 5[ 1]

= (f@2m) — J(0) =0,

0'27r

che & la (vi) per k = 1 e n = 0; poiché tale relazione pud essere iterata, la (vi) & vera per
n =0 e per ogni k < p. Sia ora n # 0. Essendo f € C!_., integrando per parti si ottiene:

per’
¢ 1 —inx 2 —znz !
fn = % f( Je dz = —/ —in ) dx
1 rf(x)e” ”‘“"rﬂ 1 , . 1 —
— - T Joe.— (I
2m [ —in 0 + 2min Jy f (z)e v in(f )

che & la (vi) per k =1 e n # 0. Iterando tale relazione si ottiene l’asserto.
(vii): Applicando la (iv) a f(*) (che per le ipotesi & integrabile) ed usando la (vi) si ottiene la
relazione (vii).

Osservazione 9.9 (i) La relazione in (iv) viene, a volte, chiamata la disuguaglianza di Bessel.

(ii) I vari asserti della Proposizione 9.8 possono essere letti in termini dei coefficienti di Fourier
“reali” a, e b, (9.12) facendo uso delle relazioni (9.4) o (9.5) con ¢, := f,. Ad esempio, se

6Si ricordi che, se z e w sono numeri complessi, allora |z +w|? = (2 + w)(Z + @) = |2|? + |w|? + 2 Re (2w);
si usi il punto (ii) della nota 5.
7Si usi il punto (ii) e si osservi anche che se u : [0,27] — C & integrabile allora fOQW Reu(z)dx =
27
Re fy" " u(z)dz.
8 f 2m) = li
fleram = jim,

f(z + 27 + h) — f(z + 2m) — lim w:f/(a:).

h h—0 h
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denotiamo con a%k) e b%k) i coefficienti “reali” di Fourier di f (k), la (vi) diventa

(71)g n*a,, se k ¢ pari,
oh) =
(71)% n*b,, se k & dispari,
—1)3 n*b,, se k ¢ pari,
bk = . (9.15)
d k

(=1) 2 n"a,, sek e dispari.

iii) Dal punto (vii) segue che se f € CP.., |f.|?|n|?? < L - f®) (x)|2dx per ognin € Z
27 JO

per’
e quindi (maggiorando I'integrando con supg |f® (z)|?> e prendendo la radice quadrata) si
ottiene
i< Mo (v)
fect, = |fn\§n—|p (VneZ), conM,:=supl|f?(z). (9.16)
R

(iv) Se f & integrabile su [0,2x] allora f, — 0 quando n — oo (“Lemma di Riemann-
Lebesgue””). Infatti, sia fi(z) definita come f(z) per z € [0,27 — ) e 0 altrimenti. Tale
funzione fj, & chiaramente a quadrato sommabile (essendo limitata) ed inoltre dalla definizione
di integrale di Riemann segue che f027r|f — fx| = 0 per k — oo. Dato ¢ > 0 sia k tale che
f027r|f — fx] < €/2. Essendo fr a quadrato sommabile, dalla Proposizione 9.8, punto (v)
segue che esiste N tale che per ogni n € Z con |n| > N si ha |fr,.| < /2. Allora, per

27
ogni [n] > N si hai |l < 1fu = Funl + il = | [ (@) = la)e™ " da] + |fun] <

27

A e €
/ If(z) = ful@)|dz + | frn] < B + ;=¢ Dall’arbitrarieta di ¢ segue 'asserto. 1l
0
(v) Discutiamo un po’ piu in dettaglio la relazione fondamentale che c’¢ tra regolarita di una
funzione periodica ed il decadimento (per |n| — oo) dei suoi coefficienti di Fourier. Il punto
(vii) della Proposizione 9.8 & un parziale “viceversa” della Proposizione 9.3. Infatti, come gia
osservato nell’Osservazione 9.4 punto (ii), la Proposizione 9.3 ¢ equivalente a:

sec, =cCc_p € Znez ‘Cn||n|p < oo allora f(l’) = ZnEZ Cneinm c Cger

Mentre il punto (vii) implica
se f € OB, allora }_, | ful2 0|2 < o0;

ma quest’ultima condizione & pitt debole della condizione ), - | fulln|P < co. Quindi queste
relazioni non ci permettono di caratterizzare esattamente le funzioni C%,, (con p < oo) in
termini del decadimento dei loro coefficienti di Fourier. Invece dalla discussione fatta segue

che

[ € Cg, se e solo se i coefficienti di Fourier | /| decadono pitt rapidamente (per |n| — o) di

ogni potenza inversa di*’ |n|.

Un’altra classe di funzioni che ¢ possibile caratterizzare esattamente tramite una condizione
sul decadimento dei coefficienti di Fourier ¢ la classe Cf, ossia le funzioni periodiche e reali
analitiche su R.

9Naturalmente una funzione f pud essere integrabile ma non a quadrato sommabile come, ad esempio,
1/v/2m —x su [0, 27].
100ssia: V p > 0 3 Cp > 0 tale che |fn| < Cp|n|™P ¥ n # 0.
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Proposizione 9.10 f € C¥  se e solo se f € Cger e

per
3C,0>0 taliche |f,|<Ce™ " Vnez. (9.17)
Nel corso della dimostrazione faremo uso della seguente stima
Lemma 9.11 Sia a > 0 e sia k un intero non negativo, allora
= —aj sk 1 —k
S e gk < (1+—)a k! (9.18)
i=0 @
Dimostrazione Se k = 0, poiché a < Zjil ad /5! si ha

= : 1 1 o ad\ 1 1
Y e = —1 =1+ (35) =1+,
i~ 1—e @ +ea—1 + — 41 - +a
Jj=0 Jj=1

che & (9.18) nel caso k = 0. Sia ora k > 1 e si consideri la funzione f(t):=e 't per
t > 0. Tale funzione & positiva per ¢t > 0, ha un unico massimo in ¢, :=k/«, & strettamente
crescente per 0 < ¢t < t, e strettamente decrescente per t > t,. Sia N :=[t,] ([]:= “parte
intera”) cosicché N <t, < N + 1. Allora, poiché miny<i<n+1 f(t) = min{f(N), f(N + 1)},

JF F(#)dt > min{ f(N), f(N +1)} e quindi

F(N)+ f(N+1) = min{f(N), f(N+1)} +max{f(N), f(N + 1)}
N+1
< f(t*)+/ f.

N
Dunque, essendo f crescente tra 0 e N e decrescente per t > N + 1 si ha

N-1

N 00 o)
ORI SN OE [ 1w

j=1 j=N+2

e quindi'!

Soe o= Yo < [ a0 fia)
=0 Jj=1 0

k! k\*k 1
— | ok -
o ak+1+<o¢e) ko (1+oz)' i
Dimostrazione (della Proposizione 9.10) Sia f € C},,. Dal Teorema 5.46 segue che V g €

[0,27] 3 My, rs, > 0 tali che

sup  |fP(2)] < Myrp* k!, VE>O.

0
|z —z0|<Tz

Gli intervalli I, di centro xg e lunghezza 2r,, formano un ricoprimento aperto dell’insieme
compatto [0,27] ed & dunque possibile trovare 0 < z7 < -+ < xy < 27 tali che [0,27] C
I, U---Ul;,. Definendo M := maxi<j<n ij er:=minj<j<n Tz, Si ha allora

lf® (@) <Mr "k  VzeR,VE>0. (9.19)

1S usi la stima k! > (k/e)* che si ottiene facilmente per induzione su k > 1 (ricordando che (1+1/k)* < e).
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Dal punto (vi) della Proposizione 9.8 e dalla (9.19) segue dunque, per n # 0, che

|fn] = 1 ‘/%f(p)(;v)e_m’”dac < iM r P pl < M(L)p . (9.20)
2m|nfP 1 = Inf? = Anlr
Quindi, se |n| > 2/r, scegliendo p:=[|n| /2] si ha che
M(%)” < M2 lInir/2l < Ao {(nlr/2)=1} — (9pp)e—{(rinllog2)/2} (9.21)
nlr

Da (9.20) ed (9.21) segue (9.17) se poniamo:

o:=(rlog2)/2, C,:= max |f,]e’"l, C:=max{2M,C,}.

0<|n|<2/r

Assumiamo ora che valga (9.17). Poiché ) In|Pe=?1"l < oo per ogni p > 0, dal punto (ii)
dell’Osservazione 9.4 segue che f € C3¢,. Il punto (vi) della Proposizione 9.8, la (9.17) ed il
Lemma 9.11 implicano, per ogni x € [0, 27] e per ogni intero k > 1,

FO@ = | fatim)ems| < 37 1ful Inft

nezZ neZ
< C Y e Mk =20)> e j*
nez j=1
LY &
< - . .
< (20)(1 + U)a k (9.22)

Inoltre, sempre da (9.17), segue che'?

N 14+e° 1

< 1< —olnl — < (2 (1 —) . 2

F@l< Yl ceY e =0 15 < o)1+ 1 (9.23)
nezZ nezZ

Quindi |f*)(2)] < Mr—* k! per ogni z € R e per ogni k > 0 se scegliamo r:=0 e

M :=(2C)(1+ 1). Dal Teorema 5.46 segue dunque I'asserto. i

Convergenza di serie di Fourier

Passiamo a rispondere alla domanda fatta all’inizio di questo capitolo che ora puo essere cosi
riformulata: sotto quali condizioni f (periodica) coincide con la sua serie di Fourier?
Cominciamo con un risultato preliminare che da condizioni sufficienti affinché il troncamento
di una serie di Fourier converga a f in un punto:

Lemma 9.12 (Dini) Sia f : R — R periodica ed integrabile su [0,27]. Fissato x € [0,27),
se il rapporto incrementale y — F(y) := (f(z +y) — f(a?))/y ¢ integrabile (come funzione di

y) in un intorno di® y = 0 allora

lim > fae™ = f(a) . (9.24)

128e § = 352,07 /5!, (1+e77)/(1—e™7) = (7 +1)/(e” —=1) = (2+0+3)/(0+6) < (2+0) /0 <2(1+ 2).
13Pit precisamente: se F & integrabile su [—z, —z + 27) N {0 < |y| < r} per r sufficientemente piccolo.
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Osservazione 9.13 Una ipotesi che implica la validita del “test di Dini” (:= “integrabilita
del rapporto incrementale”) ¢ che f sia derivabile in z. Infatti se f ¢ derivabile in x esiste
0 > 0 tale che |F(y) — f'(z)| < 1 per |y| < §. Dunque

IF)l < [F(y) = f'@)] + [ (@) <1+ [f'(2)]:=M . (9.25)

Dunque per ogni 0 < p < § si ha L<‘y|<5|F(y)|dy < 26M e quindi F' ¢ integrabile su [—4, d].

Esempio 9.14 Sia f la funzione di periodo 27 che vale 22 nell’intervallo [—, 7). Si noti che
la funzione f & di classe Cper7 e derivabile in ogni x # 7w 4+ 2k7 ma non & C’per Calcolando i
coefficienti di Fourier di f [usando (9.14) ed osservando che €™ = (—1)" per ogni n € Z] si

trova, per n # 0,

p 1 [ 1 eTinTyw 1 [7 ;
fn = — xge_“”da: = — [an - } 4+ — [ ze™" dx
27 J_ 27 —in l-r  min_,
I . 1 [ eineqm I
= —_— d — 7{ . } - mn d
win _W:Ee R el e A “
1 —inm:|7r 2
= _— = —1 n_
mn2 [we -7 (=1) n2’
mentre
R 1 ™ ) 7T2
fo 27r/_ﬂx * 3
Dunque dal Lemma 9.12 segue che, per ogni —7 < x < 7,
f(z) =2® = =3 +4> cosna . (9.26)
n#0 n=1
nezZ

La serie in tale relazione converge totalmente e dunque, come nella Proposizione 9.3, definisce
una funzione Cie;. Poiché, come gid osservato, anche la funzione f ¢ di classe Cper si ha che
la relazione (9.26) vale sull’intervallo chiuso [—m, 7] e calcolando tale relazione in x = 7 si

perviene alla notevole identita
2

i ni (9.27)

Dimostrazione (del Lemma'* 9.12) Sia G(y) := f(x+)—1f(:v) Dalle ipotesi segue che tale
e~ —
funzione (complessa di variabile reale) € periodica di periodo 27 ed ¢ integrabile su [0, 27]:

infatti, chiaramente G(y) ¢ integrabile su [e, 2 —¢|, per € > 0 e sufficientemente piccolo'®, e se
F(y):= (f(z +y)— f(x)) Jy e g(y):=(e® —1)/y & la funzione definita nell’Esempio A.9, si ha

che G(y) = F(—y)/g(—y) che ¢ integrabile su'® [0,e) U[27 — ¢, 27). Dunque f(z —y) — f(z) =
G(y)e™™ — G(y) ed essendo ambo i membri di tale identitd (come funzioni di y) periodici

141 idea della dimostrazione & tratta da “Appunti sulle serie di Fourier” di A. Figd-Talamanca.

15 f(x —y) — f(«) & integrabile (in y) su [0, 2] per ipotesi (essendo f integrabile su [0, 2] e periodica) e si
ricordi (Esempio A.9) che gli zeri di ¥ — 1 sono dati da 2k7r (k €Z).

16Essendo G periodica di periodo 2w, [FG(y)dy + f2 y)dy = [ G(y)dy e F & integrabile su di un
intorno di 0 per ipotesi e g(0) =i # 0 ed & Contlnua
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ed integrabili su [0, 27| possiamo calcolarne i coeflicienti di Fourier (ossia moltiplicare ambo

i membri per e=¥"¥ /(27) ed integrare da 0 a 27) ottenendo le relazioni'”

fo=GC1—Go+ f(z), fone ™ =Gy — Gy (pern £0) . (9.28)
Dunque, per ogni N > 1,
> fue™ S fne = f@)+ Y (Gurr —Ga)
In|<N In|<N In|<N
= Gny1—G_n+ f(x). (9.29)

Dal punto (iv) dell’Osservazione 9.9 (e da quanto sopra detto su G) segue che Nliril Gn =
— 00

0 e dunque, prendendo il limite per N — oo nella (9.29), si ottiene la (9.24). |

Teorema 9.15 Assumiamo che f € CB,. per un qualche p > 1. Allora, per ogni e > 0, esiste
Ny tale che, se N > Ny, si ha

Sgp‘f(x)gjvfnem < oT (9.30)
Inoltre, vale la sequente “uguaglianza di Parseval”
I s
o) |f(@)]* dx = glﬂf : (9.31)

In particolare, la (9.30) mostra che >3y fne® per f € O}, converge uniformemente a

f
Dimostrazione Dal Lemma 9.12 e dall’Osservazione 9.13 segue che
im Y fue™ ., VazeR (9.32)

F@) = D fae™ = lim
[n|<N N<|n|<M

Dalla (vii) della Proposizione 9.8 (con k = p) segue che, dato € > 0, esiste Ny > 1 tale che,

per ogni N > Ny, si ha
A 1
S 1ful Il < (p—3) - (9.33)
n>N

Usando la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz (1.5) e la (9.33), si ottiene, per ogni M > N >
NO7

DD B SR AT S (A R
N<[n|<M N<[n|<M N<|n|<M
1 1
< (X PR (X i)
N<|n|<M N<|n|<M
1 o0 1
< (X 1RPmP) (2 3w
|n|>N n=N+1
1\ 3 S| 3 €
< —2) (2 —d) - .
<o) ) m) =mn

17Per il punto (ii) dell’Osservazione 9.7 si trova che Lgﬂf(z —y)dy = [*, f(t)dt = Lz‘"f(t)dt =27 fo.
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Prendendo, in tale relazione, il limite per M — oo, e ricordando la (9.32) si ottiene la (9.30).
In particolare, (9.30) mostra che la convergenza di Z|n\ <N fneim a f ¢ uniforme; quindi
si puo passare al limite, per N — oo, nella formula (iii) della Proposizione 9.8, ottenendo
I'identita di Parseval. [

2 Trasformata di Fourier

Definizione 9.16 Sia f € R1(R). Si definisce la trasformata di Fourier's di f come
~ 0 .
f© ::/ f(z)e ™dx , de = — . (9.34)

Proposizione 9.17 La trasformata di Fourier f di una funzione f € R1(R) gode delle
sequenti proprieta:

(i) f ¢ uniformemente continua su R e

oo

swplfl < £l == [ If@lda (9.39
R

— 00

(ii) Sia p un intero positivo. Se x — z¥f(x) € R1(R) per ogni intero 0 < k < p, allora
feCPR)e

FEF(E) = (=) («* f)(€) VEk<p; (9.36)
inoltre le funzioni 3§f sono, per 0 < k < p, uniformemente continue su R.
(iii) Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f*) € Ry(R) per ogni k < p, allora

— N

FWE) =@, VE<p. (9.37)
(iv) Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f*) € Ry(R) per ogni k < p, allora
R (p)
for< T vezo, (9.39)
‘ M
1F©)I < T M =2 max{||fl, I/} - (9.39)

Nel corso della dimostrazione useremo il seguente semplice
Lemma 9.18 Siano g; (j > 1), g e G funzioni in R1(R) tali che
l9;| <G . (9.40)

Sta {A} una successione di insiemi, misurabili secondo Peano—Jordan, su cui gj,9 e G siano
Riemann—integrabili e tali che Ay C Apy1, U, A = R. Se, per ogni k, g; — g uniformemente
su Ay, allora ||g; — g|l1 — 0.

18 Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768 (Auxerre) -1830 (Parigi).
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Dimostrazione Sia ¢ > 0. Dalla definizione di integrale generalizzato segue che esiste k tale

che
3 £
=5 [la=s. (9.41)
A Aj

Da tale relazione e da (9.40) segue anche che, per ogni j > 1,

g
/ 951 < 7 - (9.42)
Aj

Poiché g; converge a g uniformemente su Ay, esiste jo tale che

|95 () —g9(z)| <

&
2mis(Ag)

per ogni x € Aj e per ogni j > jo. Dunque, per ogni j > jo,

I3
/Igj —g\de/ Igj—gldaf+/ l9; —gldw‘S/ (Igj|+|g|)dw+§ <e. 1
R Ae A, Ac

¢
Dimostrazione (della Proposizione 9.17) La (9.35) & ovvia. Dimostriamo 'uniforme conti-

nuita di f . Sia e > 0. Poiché f € R1(R), esiste un insieme A misurabile secondo Peano-Jordan,
su cui f & Riemann integrabile e tale che

&
d: -
[ e <3
it

€
I
2(14[1£11)
sia M > 0 tale che A C [-M, M] e sia § := §y/M. Allora per ogni £ € R e per ogni h € R tale
che |h| < 4 si ha che

Sia g tale che

V[t < 6 ; (9.43)

Fe+m-fel = | /R Fla)e S (e 1) ]

/|f(m)| |e*i‘”h —1|da

R

[ r@lle = jz+ [1r@lle - 1jaw
2 [ f@lde+ [ 1) | 1]

Ty ||f||1>/A'f (@)ldw

+ sl <e

s Sl <€,

2(1+[I.f11)

avendo usato il fatto che se |z| < M allora si ha che | — izh| < dg il che permette 1'uso della
(9.43).

(ii) Dimostriamo dapprima la (9.36) per p = 1. Sia h; # 0 una qualunque successione
convergente a 0 e sia

IN

IN

N DN M

ixh; __ 1

g(x) i= flaye ¢ g(2) = (=i f(z)e =

h; ’
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—ixh

Osserviamo, ora, che: eh77—1 converge a (—ix) uniformemente su'” [—a,a] per ogni a > 0;
J
che?° )
e—mhj _ 1‘ | |
<|z
h; ’
che |g;l, 9] < G(z) := |z||f(z)] € Ri(R). Sia ora Ay una succesione di insiemi misurabili

secondo Peano-Jordan su cui xf(z) sia Riemann integrabile e tali che sup, fAk|xf| < 00.
Poiché gli Ay sono limitati, dalle osservazioni fatte segue che

e—iwhj -1
— +

52) ~ 9(2)] < (suplefl) |

tende uniformemente a zero su Ay e dunque la (9.36) per p = 1 segue dal lemma. Il caso con
p arbitrario segue per induzione: supponiamo che 2 f € R1(R) e che la (9.36) sia vera per
p — 1. Allora poiché z(zP~1 f) € R1(R), usando la (9.36) con k = 1, si ha che

O (zP=1f) (&) = —i(a? [)(E)
che, insieme alla (9.36) con k = p—1, implica la (9.36) anche con k = p. L’uniforme continuita
di ﬁgf segue, ora, dalla (9.36) e dal punto (i).

(iii) Sia p = 1 e assumiamo, dapprima, che f(z) — 0 quando |z| — oco. Allora,

R—o0

R
/f'(a:)e_mgd'x: 1im/ fl(x)e~ = dx
R "R

— i f(x)e—ixf R - : f —ix
= Jm [SU— ] i m [ feran
=it f(€) .

In generale da f € R1(R) non segue che |f(x)| — 0 per |z| — oo ma & sempre possibile trovare
due successioni Rj — oo e R — —oo tali che f(R;) e f(R);) tendano a 0 per®! j — oo: questo
e sufficiente per ripetere ’argomento dato. Il caso con p arbitrario si ottiene per iterazione.
La (9.38) segue immediatamente da (9.37) insieme a (9.35). Per la (9.39) si usi la (9.35)
nell'intervallo |£] < 1 e la (9.38) per |¢] > 1. i

Osservazione 9.19 Chiaramente se*” f € CH(R) allora f*) € Cy(R) € Ri(R) per ogni
k < p e dunque, per tali f vale la (9.39). In particolare se f € C§°(R) la sua trasformata di
Fourier decade piu rapidamente di qualunque potenza.

Il prossimo risultato spiega come ricostruire la funzione f a partire dalla sua trasformata di
Fourier.

9Dato £ > 0, sia § tale che ezgl — 1‘ < g/a per ogni z € C con 0 < |z| < § e sia jo tale che |hj;| < d/a,
—ixhy —izhy
Y j > jo. Allora, V 0 < || < a, si ha che |&——=1 —i—ix‘ = |z % - 1‘ < ag/a.
J J

20 Per ogni 0 #t € R,

it L t i I
%1‘ < 1. Infatti e — 1| = | [ &—ds| < ﬂ leis /ilds = [t].

k3

J

ok oo kj
21 Ad esempio, Z/ Ifl = / |f| < co e dunque per ogni j > 1 esiste k = k; tale che / ! Ifl<1/j.
1 et o i—1

Da questo segue che esiste R; € [k; — 1, k;] tale che |f(R;)| < 1/5.
22 Si ricorda che, per un aperto E C R™, Cg(E) denota la classe delle funzioni CP con supporto compatto
contenuto in E.
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Proposizione 9.20 (Teorema di inversione per funzioni C3) Sia f € C3(R), allora

x) = /fof(f)emE e, VzeR. (9.44)

Vale inoltre la sequente identita di Parseval®®:

[i O|Pde = /m x)2dx . (9.45)

La dimostrazione, oltre che sulle proprieta della trasformata e delle serie di Fourier ¢ ba-
sata sulle approssimazioni discrete dell’integrale di Riemann su R; il seguente risultato sara
sufficiente per i nostri scopi.

Lemma 9.21 Sia ¢ € C(R) tale che esistano due costanti M >0 e « > 1 tali che

M
< R . A4
o)l < e Ve (9.46)
Allora ¢ € R1(R) e
hm 1 Z p(nd) = / p(x)dz . (9.47)
5>0 nezZ

Dimostrazione Da (9.46) segue immediatamente che ¢ € R;(R). Dimostriamo, ora, che
dalle ipotesi segue che per ogni € > 0 esiste R > 2 tale che?*

/ o) dr<e; & S |eln)<e, Vo<s<l. (9.48)
{lz|>R-1} In|>[R/5]
Infatti, dalla (9.46) segue che

1 2M 1
/ lo(x)] dax < 2M/ — dx = —
(lz|>R—1} R-12° a—-1 (R-1)~

che implica la prima delle (9.48) con R > Ry(e) > 1. Analogamente, per ogni ¢ € (0,1) e per
ogni R > 2 si ha che

S Y el < MY mEmegm Yoo

In>[R/d] n|>[R /9] i>r/8)”
oM [® dx o0 dt
< T ‘EZQM e
4 R/5]-1 T siR/5)—5 t
§2M/ ﬁ_Q 1 |
gt a—1(R—2)~"1

da cui segue la seconda delle (9.48) per R sufficientemente grande; nell’ultima disuguaglianza
abbiamo usato il fatto che 6[R/§] — 6 > R — 20 > R — 2.
Sia ora € > 0 e sia R tale che

3 9
x)| de < =, 6 on)| < = . 9.49
o @< > lelon)l < S (9.49)

In|=>[R/3]

23Marc-Antoine Parseval des Chénes, 1755 (Rosi¢res-aux-Saline) -1836 (Parigi).
24 Come al solito [z] denota il pitt grande intero m < .



Universita “Roma Tre” — L. Chierchia 193

Sia 0 < §g < 1 tale che

lp(z) =Wl < g s Vaye [FRE], Jo—yl<d. (9.50)
Per ogni 0 < § < §g poniamo
Ns :=[R/4], Rs :=0N; , (9.51)
cosicché R R
Quindi,
[ etards =5 pton)
o0 nez
R5 Na—l
<|[ elarde-5 Y wtom|+ [ felalids s Y feon)
—Rs n=—Nj {lz|>Rs} |n|>Ns
Ns—1 on—+4
| X [ (e -vm)as|+ [ felalids s Y feon)
ne— N Jon {lz|>Rs} |n|>Ns
Ns—1 Sn+d
<Y [ et [ je@ldees 3 letn)
n=—N; /on {l#|=R—1} [n|>Ns
<oNy Ot Zepy S li<o 1
=S O6R T3 T W3R T3 =

Dimostrazione (della Proposizione 9.20) Sia Ty > 0 tale che supp f C [-T/2,To/2] e, per
T > Ty, sia fr la funzione periodica di periodo T che coincide con f in [-T/2,T/2]. Allora
fr € C?(R) e dai risultati sulle serie di Fourier’® segue che, per ogni |z| < T/2,

f@)=fr(x) =Y frae™r, (2] <T/2), (9.53)

nez

dove la serie converge totalmente e

T
) 1 (% o
Jra = 5 _Zf(w)e‘l%””” dx
2
1 27 o 27
= — = x)e 'T" dx
=7 [ 1@
1 27 /27w
= — —=f|l=n). 9.54
or T f( T ) ( )
Dunque, per T > 2|z,
1 2m .27 27
fle) = =3 T2 f(Fn) e
2m neZ T T
. 1 [T/2 on
25Per una funzione periodica di periodo T (ed integrabile) f, = T f(z)e " T "dz e la sua serie di
_T/2

p 42T
Fourier & g fnet T
nez
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Ma dal punto (iv) della Proposizione 9.17 segue che

M

7€) < 17

per qualche M > 0 e quindi la (9.44) segue dal Lemma 9.21 applicato alla funzione

p(€) = f(&) exp(iag)
(e con 6 =27 /T).

Analogamente (e usando le stesse notazioni), dalla formula di Parseval per serie di Fourier e
dalla (9.54) segue che

A(2m |2

(SO

1 72 . o
T/T 2|fT|2d~T = Z |fT,n|2 = T2
-7/ nez nez

Moltiplicando per T tale relazione e mandando T — oo si ottiene, per il?® Lemma 9.21, la
relazione (9.45).

La Proposizione 9.20 si generalizza in vari modi; ad esempio vale la seguente

Proposizione 9.22 Sia f € C%(R) tale che f*) € Ry(R) per k = 0,1,2. Allora vale la
formula (9.44). Se, inoltre, f € R2(R), allora vale anche lidentita di Parseval (9.45).

Dimostrazione L’idea della dimostrazione & basata sull’approssimare f con funzioni C? a
supporto compatto. Sia ¢ € C'*° una funzione monotona non crescente tale che:

1, sex<0,

o(x) = (9.55)
0, sex>1.

A partire da ¢, per R > 0, costruiamo una funzione g pari, di classe C°°, con supporto in
[-R —1,R + 1] e che valga 1 per |z| < R, ponendo:

o(z — R), sex >0,
Vr(z) = (9.56)
Yr(—x) , sex <0.

Poniamo fr := fig. Chiaramente fr € C3 e quindi vale la (9.44) con fg al posto di f.
Poiché fgr coincide con f se |x| < R, per ogni R > 0 e per ogni |z| < R, si ha

ﬂ@=[ﬁﬁ@wﬁa, 2| <R. (9.57)

Per prendere il limite per R — oo in tal relazione ed ottenere la (9.44), useremo il Lemma 9.18.
Dalle ipotesi su f e dalla Proposizione 9.17, (9.39), segue che

M,y

TR M, =2 max{|[fll , I/P[:} . (9.58)

/()] <

Osserviamo che, se
c:=max{l, sup|¢'| , sup|p”| } , (9.59)
[0,1] [0,1]

268;j ricordi losservazione 9.19.
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allora
max{ 1, sup [¢R|, sup|vph| } <c. (9.60)
R R

Dunque, essendo f7 := (fvr)” = f"Yr + 2f'¢% + ful, si ha che
IRl < 171+ 2 PRl + 1 fYRlL < C(llfl\l H 1M+ 1) - (9.61)

Quindi, poiché || frll1 < ||f]l1, per la (9.39), si ha che

M,

|fR(§)| < W )

My = 20(||f||1+||f’||1Jrllf"lll)- (9.62)

Inoltre, per ogni z € R, fR(f) exp(ix€) — f(ﬁ) exp(iz€) uniformemente per £ € R:

i@ -7 = | [ @ n@ -1 et
< [ 1@ at) - 11

oo

z)|dx .
< /{ ] (9.63)

e quest’ultimo integrale tende a 0 quando R — oo essendo f € Ri(R). Ora, se R; ¢ una
qualunque successione tendente a +o0, e se

9;(€) = fr, (&) exp(iz€) , g(€) == f() exp(iz€) , G(&) = Ma/(1+[€]?),

la (9.44) segue dal Lemma 9.18.
Ora, assumiamo anche che f € Ro(R). Dalla (9.45) per funzioni CZ segue che

[ lin@ras = [ ifnw)lar. (9.64)

/Zf|2g/:|fR|2s/Z|f|2,

e poiché f € Ra(R), si ha che

Poiché

Jim [l = [ g (9.65)

| r(€)° ~ If(ﬁ)IQ‘ < |fr(&) = F©I fr(©) + [ ,

da (9.63) e dalla limitatezza di f e fr (vedi (9.58) e (9.62)) segue che |fr(€)|? converge, per
R — 00, a |f(€)]? uniformemente su R. Queste osservazioni permettono di prendere il limite
per R — 0o in (9.64) ed ottenere, per il Lemma 9.18, la (9.45). 1

Poiché?”

Concludiamo questa breve discussione sulla trasformata di Fourier con il “Lemma di Riemann-
Lebesgue”:

278i ricorda che per ogni coppia di numeri complessi z e w si ha che )|z|2 — |w|2‘ <l|z—w| |z +w|.
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Proposizione 9.23 Sia f € Ri(R). Allora lim f(&) = 0.

[€]—o0

Dimostrazione Sia ¢ > 0. Poiché f € R1(R) esiste un aperto A C R misurabile secondo
Peano-Jordan, su cui f € Riemann integrabile e

5
[ns<s. (9.66)
Inoltre”® esiste 1) € C§°(A) tale che
€
/A\f—¢|dfx< . (9.67)

Sia, ora, M > 0 tale che |1)(¢)| < /3 per ogni |¢| > M (tale M esiste per Posservazione 9.19).

Allora per |£| > M si ha che?”
n —izé —iz€
fer = | [s@ee <] [ s+ [ 10

S+ | [ e

+ [1r=ul + | [verie
+ 17 =ul + 1)

Lt 1
+3+3 €.

IN

IN

WM Wlm Wl wi

3 Esercizi e complementt

Esercizio 9.1 Sia f : R — R periodica e integrabile su [0, 27]. Dimostrare che [ f(t)dt & periodica
27
se e solo se [ f(t)dt = 0.

Esercizio 9.2 Sia f : R — R periodica e integrabile su [0, 27] e siano a,, e by, i coefficienti di Fourier
“reali” definiti in (9.12). Dimostrare le seguenti affermazioni:

(i) fepari® = f.eR,YneZ <= b,=0VYn>1

(i) f & dispari = ifn€R,VneZ <= a,=0,Yn>0.

(iii) Se f & C* allora (i) e (ii) valgono con “ <= " al posto di “ = 7.

Esercizio 9.3 Si calcolino i coefficienti di Fourier delle seguenti funzioni periodiche di periodo 2
i cui valori f(z) per « € [—m,m) sono dati da:

sen 2k2z

() @) =", 1<k<4; @@=l G f@)= 5",

k=1
@) f@) =€ ; () f@) =", (0<z<m)e f dispar
3 6 T =2

(6) f(z) = sen"z;  (7) flz) =cos’z;  (8)—

288i ricorda che se g € R1(A), A misurabile secondo Peano-Jordan, per ogni € > 0 esiste una funzione
1 € C§°(A) tale che [,|g — | <e.

291 seguenti integrali si intendono tutti divisi per /2.

30Una funzione g definita su R™ si dice pari se g(—z) = g(x), ¥V x, e si dice dispari se g(—z) = —g(x).
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Esercizio 9.4 Si calcolino i coefficienti di Fourier delle funzioni periodiche di periodo 27 i cui valori
coincidono con i valori f(x) elencati in (1)+(8) dell’Esercizio 9.3 per x € [0, 27].

ad 2
Esercizio 9.5 (i) Sia u, () ::/ e " cosn(t — x) dt. Si studi la regolarita di u:= 3" . un e se

— 00
ne calcoli la serie di Fourier.

(ii) Come al punto (i) con u,(x) ::/ e cos n(t — x) di.
o

C 9.6 Proposizione 9.24 Se f € Y., ¢ C' a tratti®" allora >, |fn] < o0 e quindi la serie di
Fourier di f converge totalmente a f.

Lemma 9.25 Se f € C%er ¢ C' a tratti allora (f/’\)n = infn.

Dimostrazione Siano 0 < a; < --- < ay < 27 i punti di salto di f’, e poniamo ag:=0 e an+1:=27.
Allora
N+1
— 1 [~ ) i 1 U
/ = — e "dr = — e "dx
() 57 ), f 5 > /a f
k=1 Yak—-1

N+1 N+1

1 » in ak
27 ; k=1 on ; -

. 27

mn i o
= —/ fe "dx:=inf, ,

2m Jo

N+1 [fefinz}ak

(si noti che poiché f & continua, la somma 3 ;"™ ap_, € una somma “telescopica” di cui resta

la differenza tra I'ultimo ed il primo termine e tali termini si cancellano per la periodicita). I

Dimostrazione (della Proposizione 9.24) Poiché f’ & periodica e continua a tratti, f’ & integrabile su
[0,27] e dunque dalla disuguaglianza di Bessel (punto (iv), Proposizione 9.8) segue che 3 |(f),,|> <
% f027r| f(z)|*dz < co. Dunque dal Lemma e dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz per successioni
segue che

|
]
§>
i
=
L
IN
/N
(]
§>
T
=
N
~—
Nl
Y
(]
5
b
N—

D1l

n#0 n#0 n#0 n#0
1 1
= () (X m?) <. 1
n#0 n#0

T 9.7 Si dimostri che sotto le ipotesi del Lemma 9.12 di Dini si ha che

N
lim Z fne™ = f(x)
n=—M

N,M-00

ossia che V & > 0 esiste Ny tale che per ogni N, M > Nj si ha che Zi\]:fM fne™® — f(z)| <e.

C 9.8 La seguente versione del Lemma 9.12 di Dini da, sotto opportune ipotesi, informazioni sulla
convergenza della serie di Fourier in punti dove f(x) ha un salto. Ricordiamo prima le notazioni

flad) =limf@+h)= lm f@), fa-)=lmf@+h)= ln_f@).

Y=z, y>x y—z,y<z

31 Una funzione f : E — R, con FE intervallo di R, & C! a tratti se esistono N puntiin F a1 < --- < ay per
cui f€C? ((ak—l, ak)), per 2 < k < N, ed esistono (finiti) i limiti, rispettivamente, da destra e da sinistra di
fef inagp_1edag.
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Lemma 9.26 Sia f : R — R periodica di periodo 27 ed integrabile su [0,27]. Se z € [0,2m) ¢é tale
che esistono i limiti f(xt) e tale che la funzione

flz+y) - flzt)

, sey>0,
Y
Fly):=§ fety -f) 0 (9.68)
y
0, sey=20,
e integrabile in un intorno di zero, allora
Jim D fae™ = S (9.69)
[n|<N
Dimostrazione Sia A )~ o)
x—y)— flz—
W B se y > 0 5
QW)= fa=p=tat) o
e~ —1
0, sey=20.

Dalle ipotesi fatte (ragionando in maniera analoga a quanto fatto nella dimostrazione del Lem-
ma 9.12) segue che G & periodica ed integrabile su [0, 27]. Seguendo lo schema della dimostrazione
del Lemma 9.12 troviamo la relazione

fl@—y) —x, W) fle=) —x_ ) fla+) = Gly)e ™ - G(y) (9.70)
dove
1, sey>0, 0, sey>0,
X4 ()= x-(y):=
0, sey<O0, 1, sey>0.

Moltiplicando per e~*"¥/(2) ed integrando tra —7 e 7 ambo i mebri della (9.70), troviamo

e S+ S

fo = Gi—-Go+ 5 )
fone ™™ = @& — G + flz=) ﬂ_,_ f(x+)eimr7_1 (n #0)
o T 2min —2rin '
Osservando che e*™™ = (—1)" si ha che

1—e " 2 enm —1 -2
P O EUD Ve D)

o<ini<n " <N o<inien " mn "

ndispari ndispari

Dunque Zln\SN fne””” = % + GN+1 — GN da cui (come nella dimostrazione del Lemma

9.12) segue lasserto.

Esercizio 9.9 Sidimostri che se f & periodica e C! a tratti allora soddisfa le ipotesi del Lemma 9.26.
Dunque nei punti dove f ha un salto (ma esistono i limiti da destra e da sinistra di f e f') la serie
di Fourier vale la media del salto.

cos nx

Esercizio 9.10 Sia k > 2 e sia u(x) = Z .
n

n>1

. Si dimostri che u € Cg;z ma che u ¢ Cger.
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Esercizio 9.11 Sia f una funzione di periodo 7" > 0 integrabile su [0,7). Si scrivano le formule
rilevanti per l'analisi di Fourier.

Esercizio 9.12 Dimostrare che se u & una serie di potenze dispari [u(z) = —u(—=)], allora tutti i
coefficienti pari sono nulli mentre se u & pari [u(z) = u(—=x)], sono nulli tutti i coefficienti dispari.
Esercizio 9.13 * Verificare la relazione senx cosx = % sen 2z usando la serie di Taylor; cioe verifi-

2
care:
e 2n e 2n+1 e 2n+1

(Z(_ ’ gn)!)(;(_l)n@wﬂ ) 2n+1)

Esercizio 9.14 (Corda vibrante con estremi fissi) L’evoluzione dello spostamento verticale di
una corda elastica (di lunghezza, a riposo, unitaria) con estremi fissi, che oscilli (senza attrito e senza
forze esterne) in un piano, soddisfa, in prima approssimazione, la seguente equazione differenziale
alle derivate parziali

Ut — gz =0, z €(0,1), t>0, (9.71)
u(0,t) = u(1,¢t) =0, Vt>0, (9.72)

dove u = u(z,t) denota la posizione, all’istante ¢ (in un piano cartesiano z, y = w), del punto
della corda che a riposo coincide con il punto (z,y) = (z,0) e ¢ & una costante che dipende dalle
caratteristiche fisiche della corda.

I1 problema (classico) di Cauchy per (9.71), (9.72) consiste nel trovare
u e C*((0,1) x (0,00)) , con wu,u; € C([0,1] x [0,00)) ,
che soddisdfi (9.71), (9.72) e le seguenti condizioni iniziali
u(z,0) = uo(x) , ue(z,0) = vo(z) , (9.73)

dove up e vo sono funzioni assegnate (sufficientemente regolari e tali che ug(0) = uo(1) = vo(0) =
vo(1) = 0). Le codizioni “al contorno” (9.72) si chiamano condizioni di Dirichlet.

Definiamo il seguente spazio di funzioni

Chiis ((o, 1)) ={feC®(0,1): fP0)=rP1)=0Viparie i <k}. (9.74)
Si risolva il problema di Cauchy per (9.71), (9.72) supponendo che i dati iniziali uo e vg siano di
classe C'%, ((0,1)).

Esercizio 9.15 Si risolva il problema di Cauchy per (9.71), (9.72) supponendo che i dati iniziali
uo € Vo siano:

(i) uo = sen®z, vo =0 .

(ii) uo = 0, vo = sen®zx con p = 1,3, 4.

Esercizio 9.16 Discutere il problema di Cauchy per (9.71), (9.72) con up = sen’z e vo = 0.

Esercizio 9.17 Per una funzione u(x,t) di classe C' si definisce I’energia al tempo ¢ la quantita

1

E(t):= 5/0 (u?(m,t) + czui(x,t)) dz . (9.75)

(i) (Conservazione dell’energia per la corda elastica) Si dimostri che se

u e C?((0,1) x (0,00)) N C([0,1] x [0, 00))
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¢ soluzione di (9.72) allora
dE
— =0, Vt>0 9.76
prall > (9.76)
e quindi che E(t):= E(0).
(ii) (Unicita) Si usi il punto (i) per dimostrare che la soluzione del problema di Cauchy per (9.71),
(9.72) con dati iniziali in C'%;, € unica.

Esercizio 9.18 (Equazione del calore) La temperatura di un filo metallico di lunghezza unitaria
con gli estremi tenuti a temperatura costante, che (per semplicitd) supporremmo uguale a 0, soddisfa
la seguente equazione alle derivate parziali

U —kuge =0, xz€(0,1), t>0, (9.77)
w(0,t) =u(l,t) =0, Vt>0, (9.78)

dove u(z,t) denota la temperatura al tempo ¢ del punto del filo di coordinata uguale ad x e k > 0 &
la cosiddetta “conduttivita”.

I1 problema (classico) di Cauchy per (9.77), (9.78) consiste nel trovare u tale che
u € C([0,1] x [0,00)) , con ¢, Uy, Uz € C((0,1) x (0,00)) ,
tale che soddisdfi (9.77), (9.78) e la condizione iniziale
u(z,0) = uo(x) , (9.79)

dove ug & una funzione assegnata (sufficientemente regolare e tale che uo(0) = ug(1) = 0). Le codizioni
“al contorno” (9.78) si chiamano condizioni di Dirichlet.

Si risolva il problema di Cauchy per (9.77), (9.78) supponendo che il dato iniziale uo appartenga a
Clais ((0,1)).

Esercizio 9.19 Si risolva il problema di Cauchy per (9.77), (9.78) con dato iniziale ug = sen”z
conp=1,2,3,4.



Appendice A

Il campo complesso

1 I numeri complessi

1. (I1 campo complesso) Il campo complesso C &, per definizione, (R?, +, x) ove le operazioni
di somma e prodotto “complesso” sono definite come segue:

o (z1,y1) + (z2,y2) == (x1 + 22,91 + ¥2) (SC)
o (r1,y1) * (z2,92) := (T172 — Y1Y2, T1Y2 + Y172) (PC)

Osservazione A.1 (i) Si noti che, mentre la somma “complessa” coincide con la somma (S)
di R? come spazio vettoriale (vedi Sezione 1), il “prodotto complesso” * & assai diverso sia
dal prodotto in (P) definito nella Sezione 1, che dal prodotto scalare definito dalla (1.1): esso
infatti & una operazione binaria da R? in R?: ad una coppia di vettori z; e z5 in R? associa un
terzo vettore z in R2.

(ii) La somma in (SC) ¢ commutativa e associativa; I’elemento neutro ¢ il vettore (o “numero
complesso”) 0 := (0,0); I'opposto di z = (z,y) &€ —z := (—x, —y).

Proposizione A.2 (i) Il prodotto complesso é commutativo e associativo.
(ii) L’elemento neutro del prodotto complesso é 1 := (1,0).

(iii) Se z = (x,y) # 0 il reciproco di z, denotato z=* 0 1/z ¢ dato da

27l = S —
$2+y27$2+y2 :

Dimostrazione (i) La commutativita ¢ ovvia. Per 'associativita dobbiamo verificare che

((3?1, Y1) * (2, yz)) * (23,y3) = (T1,91) * ((1327y2) * (3, y3)) ) (A1)
o anche, in vista della commutativita di *,
(w100 % (@22) * (e3,) ) = ((@3,9) * (@2.92)) % (21,1) - (A2)

D’altra parte, dalla definizione di * si ha che

((fﬁ,yl) * ($27y2)> * (23,1y3) = (L1722 — Y1Y2, T1Y2 + y122) * (T3,Y3)

= (3511‘2333 — Y1Y2T3 — T1Y2Ys — Y1T2Y3, T1X2Y3 — Y1Y2Y3 + T1Y2T3 + y1332:c3) ,

201
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che & simmetrica in 1 e 3 (ossia scambiando gli indici 1 e 3 tra loro otteniamo lo stesso
risultato) e dunque (A.2) (e quindi (A.1)) & verificata.

(ii) e (iii) sono una semplice verifica diretta che segue immediatamente dalla definizione di *.

2 L’esponenziale complesso e le funzioni trigonometriche

Consideriamo ora serie di potenze in campo complesso, ossia consideriamo serie della forma
S~ an(z—x0)™ con ay,, g e la variabile z numeri complessi'. Poiché il criterio della radice vale
anche per serie numeriche a coefficienti in C, si verifica immediatamete che il Teorema 5.32 e
la sua dimostrazione valgono parola per parola anche nel caso complesso. Naturalmente ora
I'insieme delle z tali che |z — 2| < 1 coincide con il disco aperto nel piano complesso di centro
xo e raggio 1 (e quindi si spiega anche il nome “raggio di convergenza”). In queso paragrafo
estenderemo i risultati dei paragrafi precedenti (quelli legati alla integrazione verranno discussi
in seguito?).

Una serie di potenze complesse f(z):= ), <,an(z — 20)" convergente nel disco complesso
D:={z € C:|z—2zy| < r} definisce una funzione da D C C in C ossia una funzione complessa
di variabile complessa. Molte delle nozioni introdotte nel caso di funzioni reali o complesse
di variabile reale (quali continuita, limiti e derivate®) si estendono nella maniera ovvia. Sia
f:ECC—=C:

(i) f si dice continua in zp € E se
Ve>0 36d>0: |f(z)—f(z0)]<e, VzeEcon|z—2z|<d; (A.3)

f & continua in E, f € C(FE,C), se f & continua in ogni punto zy € F; f & uniformemente
continua in F se (A.3) vale per ogni zp € E (e la scelta di ¢ & indipendente da zp);

(ii) o € C ¢ il limite di f per z che tende a zp € E, a = lim,_,, f(2), se
Ye>0 36>0: lf(z) —al|<e, VzeFEcon0<|z—2]|<6; (A4)

(iii) f si dice derivabile in zo punto interno® di E se esiste il limite del rapporto incrementale
(f(2) — f(20))/(z — 2z0) per z — zp, tale limite, se esiste, & la derivata di f in z; e si denota
con f’(29) o con %(zo):

f'(z0):= ﬁ(zo) = lim fE) = fz0) ; (A.5)

dz z—z0 z— 2

se E C R ¢ aperto, f € C!(F,C) significa che f & derivabile in ogni punto di E e la sua
derivata f’(z) ¢ una funzione continua su E (le classi C¥(E, C) si definiscono come al solito
per induzione, ma, come vedremo tra poco [Osservazione A.6], tale definizione non & molto
significativa ).

IDji solito, per indicare serie nel campo complesso la variabile indipendente viene indicata con z e la serie
ha la forma > an(z — 2z0)™. In questo paragrafo useremo entrambe le notazioni specificando, quando fosse
necessario, se la variabile z ¢ da intendersi reale o complessa.

2Gi veda A.2, A.3 e A.4.

3Per 'integrazione si vedano A.2 e A.3.

420 ¢ interno a F se esiste un § > 0 tale che il disco aperto {z : |z — z0| < 6} C E; un insieme E C C &
aperto se ogni suo punto & interno; un insieme E C C & chiuso se ¢ il complementare di un aperto.
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Esempio A.3 Consideriano il caso f(z) = 2" (¢ E = C). Per n = 0,1 si ha, ovviamente,
f'(2) = 0,1. Sia n > 2. Esattamente come nel caso reale, chiamando h il numero complesso
z — zp, otteniamo

n—1 n . )
> < ) z) h"I
L2 =2y . (o+h)" =2 . j=o\J
lim —— = lim-—F"—— = lim
z—20 2 — 20 h—0 h—0 h
n—1 )
= }llli% (?) 2 WV =it (A.6)
j=0

Quindi 2™ & derivabile (in senso complesso) e la sua derivata (nel punto generico z) & (come
nel caso reale) nz""1.

Esempio A.4 Diamo ora un esempio di funzione complessa di variabile complessa non de-
rivabile. Sia f(z) = z dove la barra, come d’uso comune, denota complesso coniugato, ossia
se z = x + iy con x e y rispettivamente parte reale ed immaginaria di z, allora z = = — iy.
Osserviamo che se f e derivabile in zg, allora comunque si scelga una successione di numeri

complessi z, — zo (ossia tali che |z, — 29| — 0) si ha % — f(20). Fissiamo 2z
1

e consideriamo le successioni z, :=zg + % e Wy :=zg + i;-. Si verifica immediatamente che

Zn — 20, Wy — 2o € che
Zn — 20 1 Wy — 20
Zn — 20 ’ Wy, — 20

=1

9

da questo segue che la funzione z — Z non e derivabile in alcun punto.

Osservazione A.5 (i) Grazie alle definizioni sopra elencate, possiamo estendere le definizio-
ni, date in §3, di convergenza uniforme, per serie e successioni, e di convergenza totale per
serie, anche per funzioni complesse di variabile complessa’. Dopodiché le Proposizioni 5.23
e 5.27, con le loro dimostrazioni, valgono anche per funzioni complesse di variabile comples-
sa. Allo stesso modo, le definizioni e i risultati dei primi tre paragrafi del presente capitolo si
estendono verbatim al caso di funzioni complesse di variabile complessa (per i risultati relativi
all’integrazione si vedano A.2, A.3 e A.4).

(ii) Consideriamo una funzione complessa z € D C C — f(z) € C dove D ¢ un aperto di C
tale che D N R sia un aperto non vuoto di R e supponiamo che f(z) € Rse z € DNR. Se
f @ derivabile in senso complesso su D allora f & derivabile, nel senso delle funzioni reali di
variabile reale, su D NR e (naturalmente) la derivata complessa e quella reale coincidono su
DNR.

Osservazione A.6 Sebbene la discussione appena fatta possa far pensare che I’analisi delle
funzioni complesse di variabile complessa sia analoga a quella delle funzioni complesse di
variabile reale, nello studio delle funzioni da C in C appaiono nuovi e straordinari fenomeni.
Ad esempio in seguito verra provato che

Se E C C ¢é un insieme aperto e f € C1(E,C) allora f é rappresentabile come serie di potenze
nell’intorno di ogni punto di E.

Si noti che dal Teorema 5.36 (versione complessa) segue, in particolare, che la classe C*(E, C)
coincide con la classe C*°(FE, C)!

50ssia con E C C, x,z9 € C e uy e u funzioni da C in C.
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Esponenziale complesso

Concludiamo questo paragrafo discutendo la funzione esponenziale nel campo complesso.
Definiamo per z € C,

exp(z Z o (A7)

1

Poiché lim sup (%) " = 0 si ha che il raggio di convergenza della serie esponenziale (A.7) &

infinito. In effetti, possiamo stimare ’errore che si commette approssimando e® con la somma
parziale di ordine N come segue. Dato z, sia N un intero tale che N + 2 > |z|, allora

N ok B P < |z|F
’exp(z)*Zﬁ‘ = 1> Gl<> o
k=0 k>N k>N
N+1 2
BN S
(N+DIV "Ntz (N13)(N 12

|Z‘N+1 &

lz| &
= (N¥1)! k::O(N+2)

|z|N+L N +2

_ , A8
(N+1)! N+2— |z (A.8)
In particolare se |z| < 1 si ha, per ogni N > 0,
N
2k 1 1 N +2 1
| exp(z) — < . (A.9)
k;k 1)'1_NTz “(N+1)IN+1 NN

Poniamo ora in relazione la funzione esponenziale con il numero di Nepero e. Dalla formula
del binomio di Newton, si ha che

n

(13) =2 () -2 o o o

k=0

n!
Osservando che —————— < 1 per ogni 0 < k < n, otteniamo che

(n —k)Ink
141 n<il<il~—ex (1) (A.11)
n) TR S AT TP '

1 n
e prendendo il limite superiore per n — oo si ha che limsup (1 + ) < exp(1). D’altra
n— 00 n
parte, per ogni ng < n si ha

( )n i I ;'. (A.12)

k=0
|
Ora, poiché, per k fissato, lim _ 1, prendendo il limite inferiore per n — oo in
n—oo (n — k)Ink
(A.12), otteniamo che
1\" &1
lim inf (1 + n) > o (A.13)
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1 n
e prendendo il limite per ng — oo si ottiene lim inf (1 + ) > exp(1l) che insieme alla
n—00 n

disuguaglianza sopra dimostrata implica che

exp(1) < liminf (1 + 1) < lim sup <1 + 1) <exp(l) . (A.14)
n n

n— oo n—oo

1\n
In particolare il lim (1 + 7> esiste e, come ¢ noto, prende il nome di numero di Nepero e
n—oo n

si denota spesso con e.

Dimostriamo ora la regola di addizione per la funzione esponenziale complessa ossia:
exp(z +w) = exp(z) exp(w) V zaweC. (A.15)

Per la formula binomiale di Newton, si dimostra che

Mg

exp(z +w) = z—l—iwzzzzj
k=0 k=0 =07
oo oo 2 w — e h
= ZZJ' Z Z ik exp(z)exp(w) . (A.16)
j=0k=j j= 0

Da tale regola e dal fatto che exp(0) = 1 segue immediatamente che exp(—z) exp(z) = 1 ossia
che
[exp(2)] ™ = exp(—2) , VzeC. (A.17)

Notiamo anche che®

(A.18)

D
g
Ny

|

="

e

M
HM

§

¢

8
ANGE

=)

|

D
]
X

Un’altra proprieta fondamentale della funzione esponenziale & che la sua derivata comples-
sa coincide con sé stessa: per il Teorema 5.36 (caso complesso), exp(z) & derivabile e la sua
derivata si ottiene derivando termine a termine la serie che la rappresenta, dunque

d /RN o k-1 > .n
. exp(z) = Z (k") = Z (=] = Z i exp(z) . (A.19)

k=0

Prima di passare a discutere le funzioni trigonometriche consideriamo brevemente la funzione
exp(x) per z reali. Innanzitutto facciamo vedere che

exp(x) = €” VezeR. (A.20)

Da (A.15) si ha, per ogni numero intero positivo ¢, che

exp (é) <. exp (é) =exp(l):=e, (A.21)

q volte

6Si ricorda che il complesso coniugato di una somma di numeri complessi & uguale alla somma dei complessi
coniugati; inoltre I’operazione di complesso coniugato € continua sul campo dei complessi ossia se z,, — z allora
Zn — Z.



206 Appendice A — Il campo complesso

ossia
1
exp (7) =eq (A.22)
q
Da (A.21) e da (A.15), se p e ¢ sono numeri interi positivi,
1 1 p
exp (8) = exp (7) - exp (7) =eq . (A.23)
q q q
p volte

Essendo la funzione exp(z) continua su C (Proposizione 5.23 versione complessa), se pr € gk

.. . e . . e k

sono numeri interi positivi tali che py /g tende al numero reale x, si ha che e = = exp Pk —
qk

exp(z); tale relazione mostra la validitd di (A.20) nel caso in cui x sia un numero reale

positivo. Se 2 < 0, da (A.17) segue che e ® = exp(—z) = exp(z)™' = 1/e” e dunque
~1

exp(z) = exp(—z) ! = (e*:’”) = €%, il che mostra la validita di (A.20) per ogni z € R.

Possiamo ora facilmente ridimostrare le proprieta fondamentali della funzione z € R — e =

exp(z): dalla definizione di exp(x) segue che e® > 0 per & > 0 e poiché, per z < 0, exp(x) =
1/ exp(—z) = 1/ exp(|z|) si ha che

exp(z) =e*>0 V z€R. (A.24)
s
Per ogni intero positivo k e per ogni > 0, e* > G dunque e®/zF > z/(k+ 1)! e
quindi
lim e—k =00 e lim e 2% =0 VEeN. (A.25)
T—00 I T —00

Poiché la derivata reale coincide con quella complessa per « € R si ha che (%)’ = e* e dunque
la funzione x € R — €” € R ¢ una funzione strettamente positiva, strettamente crescente e
strettamente convessa che manda la retta R sulla semiretta (0, 00) in maniera biunivoca. Le
ben note proprieta del logaritmo reale, ossia (per definizione) della funzione inversa di x — e*
derivano da quanto appena detto.

In vista della (A.20) é uso comune definire e*, per ogni z € C, come exp(z).

Funzioni trigonometriche

Definizione A.7 Per ogni z € C si pone

> ) i Z2k & ) i Z2k+1 A9
COsS 2z 1= kX::O(— ) (2k)' s Sen z (= kzzo(— ) m . ( . )
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Come per l'esponenziale si verifica immediatamente che il raggio di convergenza di tali serie
¢ infinito. Inolte & immediato verificare che” , per ogni z,w € C e per ogni x € R:

cosx €R ,senz € R, (A.27)
cos(—z) =cosz , sen(—z) = —senz , (A.28)
cosz = % , senz = % ) (A.29)
e’* = cosz +isenz (formula di Eulero) , (A.30)
Ree™ =cosz , Ime™ = senw ; (A.31)
sen (z +w) = sen z cosw + cos zsenw , (A.32)
cos(z + w) = cos zcosw — senzsenw , (A.33)
le”|? = cos’x + sen?x =1, (A.34)
7, G087 = —senz, -, Senz =cosz. (A.35)

Possiamo ora dare una definizione “analitica” di “pigreco”, il cui valore numerico &

T = 3.141592653589793238462643383279502884197169
399375105820974944592307816406286208998628
03482534211706798214808651328230664 7093844
609550582231725359408128481117450284102701
938521105559644622948954930381964428810975
665933446128475648233786783165271201909145
648566923460348610454326648213393607260249
141273724587006606315588174881520920962.... ,

Sia A D'insieme degli zeri positivi del coseno ossia A:={x > 0: cosz = 0}. Tale insieme &
non vuoto. Infatti il coseno € una funzione continua tale che cos0 = 1 mentre

2 26 28
cosQ::1—2+——(f_ )_...<_

2 1
3 \6 s 3

Definizione A.8 7 = 2a; dove oy := inf A.

"Le (A.27) e (A.28) seguono immediatamente dalla definizione A.7; la (A.29) segue addizionando le serie
esponenziali (cosa possibile essendo tali serie assolutamente convergenti); la (A.30) segue da (A.29); la (A.31)
segue da (A.30) e da (A.27); le (A.32) e (A.33) seguono da (A.29), (A.15) e (A.30); da (A.18) e (A.15) segue
che [€!)? = ei®(eir) = e 7 = 0 = 1 ossia la (A.34); la (A.35) segue dalla definizione A.7 e dalla versione
complessa della Proposizione 5.27.




208 Appendice A — Il campo complesso

Da tale definizione seguono le seguenti ben (7) note proprieta di periodicita e di simmetria
delle funzioni seno e coseno: per ogni z € C si ha®:

seng =1, ez =1, e =1, e?™" =1 Vkez, (A.36)
eF T = % | cos(z +2m) =cosz , sen (z 4 27) = senz , (A.37)
se (W + ) se (W ) cos (W + ) cos (W ) (A.38)
n (= = sen (= — - =— - — .
2 "¢ 2 ) 2 ¢ 2 )
sen (m+z) = —sen (7 — 2) , cos(m + z) = cos(m — z) . (A.39)

Si noti che da tali proprieta di periodicita e simmetria e dalle regole di derivazione del seno
e coseno (si veda anche la discussione nella nota 8) seguono i ben noti grafici di senx e cosx
(per € R). Infine dimostriamo alcune proprieta di iniettivitd della funzione esponenziale
complessa ossia:

VzeCcon|z|=1 3 te0,2r) taleche z=e", (A.40)
VzeC\{0} 3 weC taleche z=¢e", (A.41)
ef=eY <<= dkeZ taleche z=w+2kmi. (A.42)

Cominciamo col dimostrare che e # 1 se t € (0,27). Infatti, dato t € (0,27) sia 7:=t/4 €
(0,7/2) e poniamo €™ = x + iy (con x,y € R). I numeri = e y appartengono all’intervallo
aperto (0,1) e e = (x +iy)* = (22 — y?)? — 42?y? + iday(2? — y?). Se e fosse reale allora
si avrebbe che 22 = y? e da (A.34) seguirebbe che 22 = y? = 1/2 ossia e’ = —1. Da questa
proprieta segue immediatamenter 1'unicita in (A.40): se fosse et = %2 con 0 <t < ty < 27
allora e!(*2=%1) =1 con 0 < ty — t; < 27 il che contraddirrebbe quanto appena dimostrato.
Rimane da dimostrare lesistenza in (A.40): dato z € C con |z| = 1, poniamo z = = + iy
(con z,y € [—1,1]). Se x e y appartengono a [0,1], essendo cost strettamente decrescente
per t € [0,7/2], si avrebbe che esiste un unico tg € [0,7/2] tale che costy = x e dunque
(essendo y > 0) €0 = 2. Se x < 0 e y > 0, allora —iz = e’ e quindi z = ie'to = ilto+7/2),
Se y < 0, allora —z = e e quindi z = —e'*o = ¢Hto+7) i] che conclude la dimostrazione
di (A.40). La (A.41) segue ora facilmente: sia x = log |z|. Allora z/|z| = ze™® = ¥ per un
unico y € [0,27) e dunque z = e* con w:=xz + iy. Infine se z:=z + iy, w:=2' + iy’ (con
z,2',y,y €Re)cony >y esee’ =ev allora e = e e quindi z = 2/ e ! ¥) = 1. Se
poniamo k:=[(y — ')/ (2n)], allora y — y' — 27k € [0,27) e la (A.42) segue da (A.40). i

iz

Esempio A.9 Come esempio discutiamo la funzione g definita come g(z):= <=L se z €
C\{0} e g(0) = 4. Innanzitutto osserviamo che
i iz)P iz)" 00 .
9(2) _er-1 Zo:()(lc!) -1 POy (k!) :Z’Z (iz)* (A.43)
z z z = (k+1)! '

e tale serie (esattamente come la serie che definisce 1’esponenziale complesso) ha raggio di
convergenza infinito. In particolare g € continua in z = 0. Studiamo ora gli zeri di g ossia

8 Essendo /2 = a1 uno zero del coseno, da (A.34) segue che sen (7/2) = %1, d’altra parte essendo cos z > 0

per z € [0,7/2) (come segue di nuovo dalla definizione di m ¢ da cos0 = 1) ed essendo (senz)’ = cosz, la
funzione senz, che vale 0 in O risulta strettamente crescente tra 0 e w/2 quindi sen(7/2) = 1; dunque
e™/2 = i; da (A.15) segue che €™ = e™/2e1™/2 = ;2 = 1, 2™ = £1Te'™ = 1,627 = (2™} =1 con il che

abbiamo dimostrato la validita di (A.36). Le (A.37), (A.38) e (A.39) seguono ora immediatamente da (A.36)
e da (A.15) o da (A.32) e (A.33).
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cerchiamo valori di z dove g(z) = 0. Abbiamo visto che ¢g(0) =i e, se z # 0, g(z) = 0 ¢
equivalente a e** — 1 = 0. Usando le (A.30) troviamo che

Re(eiz—l):e_ycosx—l, Im(eiz—1>=e_ysenx, (Rez:=x, Imz:=y) .

Dunque affinché e* — 1 = 0 deve essere cosx = e¥ e senz = 0 il che equivale a dire y = 0 e
x = 2kw per k € Z. Dunque gli zeri di g(z) sono sull’asse reale e sono dati da z = 2km con k
intero ma diverso da zero.

Il logaritmo complesso

Ricordiamo:

2k
pars (2k)!
0 L 2k+1
senh (z) := Z :
pars (2k + 1)!
© L2k
cosh(z) := Z oIk (A.44)
k=0 ’

Da tali relazioni segue imediatamente la “formula di Eulero”:
exp(iz) = cosz +isenz , VzeC. (A.45)

Vale, inoltre, il seguente importante

Teorema A.10 (Teorema di addizione) exp(z + w) = exp(z) exp(w), V z,w € C.
Definizione A.11 (Pi greco) 7 :=2 inf {33 >0: cosx = 0} .
Teorema A.12
(1) Per ogni z € C con |z| = 1, esiste un unico t € [0,27) tale che
exp(it) = z .
(2) per ogni z € C\{0}, esiste w € C tale che
exp(w) =z .

(3) exp(z) = exp(w) se e solo se esiste k € Z tale che z —w = 27ki.
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Si ricorda anche che, se e denota il numero (trascendente) di Nepero

1\n
e = lim <1+E) = 2.71828182845904523536028747135266249775724

n—oo

70936999595749669676277240766303535475945
71382178525166427427466391932003059921817
41359662904357290033429526059563073813232
86279434907632338298807531952510190115738
34187930702154089149934884167509244761460
66808226480016847741185374234544243710753
90777449920695517027618386062613313845830
00752044933826560297606737113200709328709
1274437470472306969772... |

allora
e’ = exp(x) VzeR. (A.46)

Poiché, per ogni z € R, % exp(x) = exp(x) > 0 (utilizzando il teorema di derivazione di serie
di funzioni), si ha che 2 — exp(z) & una funzione strettamente crescente a valori in (0, 00).
Definizione A.13
(x) Denotiamo la funzione (reale) inversa di x € R — y = exp(x) € (0,00) con log, y.
(%) Se w € C\{0}, poniamo
logw={z: exp(z) =w}, argw=Imlogw={Imz:z€clogw} .
Proposizione A.14 Sia w € C\{0}. Esiste un unico z = x + iy € logw tale che y € [0,27).

Inoltre x = log, |w]|.

Dimostrazione Per la parte (1) del Teorema A.12 esiste un unico y € [0,27) tale che

. w
exp(iy) = m ,

e per il teorema di addizione (Teorema A.10) e la definizione di log,

. 3 w
exp(log, [w| + iy) = exp(log, |w]) exp(iy) = |w| — =w . 1

|wl

Definizione A.15 La funzione che a w € C\{0} associa l'unico z € C della Proposizio-
ne A.1] si denota Log w e si chiama “parte principale del logaritmo di w”; la funzione che
a w € C\{0} associa l'unico y € [0,27) della Proposizione A.14 si denota Argw e si chiama
“argomento principale di w”

Proposizione A.16 Se w € C\{0} allora
logw = Log w + i27Z = log, |w| + iArg w + i27Z .

La dimostrazione ¢ conseguenza immediata della Proposizione A.14 e della parte (3) del
Teorema A.12. |1
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Proposizione A.17 Se wi e we sono numeri complessi diversi da zero, allora
log(wyws) = logw; + logws . (A.47)

Si noti che I'uguaglianza in (A.47) ¢ un’uguaglianza tra insiemi.
Dimostrazione Se z; € logwyg, allora exp(z;) = wy e, per il teorema di addizione, exp(z +
29) = wiwa, cioe z1 + 29 € log(wiws). Questo dimostra che

log wy + log wy C log(wiws) . (A.48)

Sia ora z € log(wjws) e si considerino z; € logwyg. Si ha allora (per le scelte fatte e per il
teorema di addizione)
exp(z) = wiws = exp(z1 + 22).

Dalla parte (3) del Teorema A.12 segue allora che esiste k € Z tale che z — (21 + 22) = 2mik,
ovvero, z = (21 + 2mik) + 2z9. Ma z; + 27wik € logw; e, dunque, z € logw; + logws, il che
dimostra

log(wiwsg) C logwy + log ws .

Tale relazione assieme a (A.48) prova l'asserto. i
Definizione A.18 Se a € C\{0} e b € C definiamo
a’ := exp(bloga) = {z =exp(bw) : w € log a} . (A.49)

Osservazione A.19 Normalmente, in letteratura, I’esponenziale di un numero complesso
exp(z) si denota, pil sinteticamente (ed in vista della relazione A.46), con e*.

Esercizio Trovare gli errori:
1 1 1
V2 =27 =exp (5 log 2) = exp (5(10&" 2+ i27TZ)) =42,

1 _ 52 i . % —idtomi % (_,+2 ) 1—2 e
e—=¢e :elze’tl:(e Z) :(e’l TI'l) —e K] 7\'1126 Trzil
e2m

3 Esercizi e complements

T A.1 Tralasciando gli enunciati che coinvolgano I'integrazione di funzioni, si verifichi attentamente
che tutti gli enunciati e relative dimostrazioni del Capitolo 3 valgono anche nel caso complesso.

T A.2 (Integrazione complessa I) Per ogni 2, 2o € C e per ogni intero k # —1 definiamo

)k+1

/z(w — 20)¥dw = (z=z0)" .

| T (A.50)

Si estenda, per linearita, tale definizione a qualunque polinomio in (z — 20) a coefficienti in C. Se
f(2):= 3, >0 ar(z — z0)" & una serie di potenze con raggio di convergenza positivo, definjamo

: N, ezt ana n
/ZO fw)dw= Y a2 St (A51)
k=0 n=1
Si verifichi che per ogni serie di potenze di centro zp si ha
d z
= / Fw)dw = f(2) - (A52)
z0

Si verifichi anche che vale I’enunciato completo del Teorema 5.36.
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T A.3 (Integrazione complessa IT) C’¢ un’altra maniera, piu generale, di definire I'integrazione
nel campo complesso. Siano a(t) e B(t) due funzioni reali continue sull’intervallo [a,b] e derivabili
con continuitd in (a,bd) e si consideri la funzione v : t € [a,b] — ~(t):=a(t) +i8(t) € C. Si dice
che v(t) rappresenta una curva complessa regolare se o/ (t)? 4+ 3'(t)> > 0 per ogni t € (a,b). Sia ora
z € C — f(z) € C una funzione complessa continua su di un insieme aperto D C C e sia v una
curva complessa regolare come sopra contenuta in D (cioe {v(t) : t € [a,b]} C D). Denotiamo con
u(z) := Re[f(2)] la parte reale di f(z) e con v(z):= Im[f(z)] la parte immaginaria di f(z) cosicché
f(z) = u(z)+iv(2); si noti che t € [a,b] — uwovy(t) et € [a,b] = vo~y(t) sono funzioni reali e continue
della variabile reale t. Definiamo ora l'integrale di f lungo la curva v come

[reu = [ Fon(t) +(t) dt
b

/a [u oy(t)a (t) —vo ’Y(t)ﬁ/(t)] dt

+i /ab [u oy(t)B(t) +vo 'y(t)o/(t)] dt .

(i) Si dimostri che se f(z) = 2*, e se y & una curva complessa regolare, fwf(z)dz dipende solo dagli
estremi di v (ossia dai punti y(a) e v(b) e non dalla particolare forma di ).

T A.4 Verificare che, grazie agli Esercizi A.2 e A.3, tutti i risultati del Capitolo 3, inclusi quelli
all’integrazione, valgono nel campo complesso.

T A.5 Si dimostri il seguente “Teorema di Cauchy”:

Sia f(z) una serie di potenze convergente in un disco complesso D. Allora per ogni curva complessa
regolare e chiusa’ contenuta in'® D si fyf(z)dz =0.

Esercizio A.6 Usare la (A.9) per dimostrare che il numero di Nepero e ¢ un numero irrazionale.

4 Sviluppi in serie di funzioni elementari

Dimostriamo gli sviluppi in serie di Taylor delle principali funzioni elementari.

90ssia con y(a) = v(b).
100ssia y(t) € D per ogni a <t < b.
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xm o n—1—-m+k
(1—z)" kz;n( n—1 )xk; n,meN,n>1,|z| <1
© _k
x
e’ —, Vzx
' )
Py k!
log(1 + ) Z(—l)’f“? Szl <1,
k=1
1+ C p2k+l
1°g(1—x) 2) Sryii k<t
(o
(142)" Z(k) *5 aeRZ, o<1,
k=0
o p2k+1
senx Z(—l) S Vo,
|
P (2k + 1)!
© . a2k
Ccos T Z(—l) W : Vo,
k=0
(k-1 1
Arcsen s 2 QR 2%k+1 ol <1,
k=0
(oo}
™ (2k — 1! 1 ok
Arccosx - — p2R+1 2] < 1
I ’ )
2 Pt 2K 2k+1
i . p2k—1
Arctanx — (—1)" : lz| <1,
P 2k — 1
> p2k+1
senh x Z Vo1
17 ’
— (2k+1)
2k
coshx Z ok Vo,
k=0
oo
(2k — 1)!! g2k+1
Arsenha = ) (UG gpr k<t
k=0
o o 2k+1
Arctanh x YRl lz] <1,
Pl

dove per o numero reale non intero (e k intero non negativo)

e per k> 2,

B+ ()

<a) _ala=1)-(a—k+1)

k! ’

il doppio fattoriale n!! (per n intero) & definito come

=1,

M:=1, epern>2 nll:i=n(n-2);
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(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)

(A.61)

(A.62)

(A.63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)
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si noti la scelta del “ramo principale” per le funzioni circolari e iperboliche inverse'.
Dimostrazione La (A.53) si ottiene immediatamente ricordando 1’Esempio 5.37.
La (A.54) & ben nota.

La (A.55) si ottiene dalla relazione

_n
e
b 1+t og(1 +2)

espandendo in serie (1 4 ¢)~! ed usando il Teorema 5.36.

La (A.56) si ottiene dalla relazione precedente osservando che log (}f—i) = log(1+x)—log(1—
La (A.57) si ottiene calcolando la serie di Taylor ed usando il usare il criterio del rapporto
per serie!'?.

Le (A.58) e (A.59) valgono per definizione.

La (A.60) si ottiene dalla relazione
Arcsen x :/ (1- t2)*% dt ,
0
usando la (A.57).

La (A.61) si ottiene dalla (A.60) osservando che Arccosz = 5 — Arcsenx.

La (A.62) si ottiene dalla relazione
Arctanz :/ (1 —l—tQ)_% dt ,
0

usando la (A.57).

Le (A.63) e (A.64) derivano dalla serie esponenziale (A.53); le (A.64) e (A.65) seguono
(analogamente al caso delle funzioni circolari inverse), rispettivamente, dalle identita

T xz
Arcsenh x :/ (1+1t2)72 dt Arctanz :/ (1— tQ)_% dt . (A.69)
0 0

Le espansioni in serie delle funzioni tan x, cotanz, tanhz, cotanhx sono date in termini dei
cosiddetti numeri di Bernoulli. Per definizione i numeri di Bernoulli'® B,, (n > 0) sono i
coefficienti dello sviluppo attorno a x = 0 della funzione _z*5 moltiplicati per n!:

x > "
— = ;BHH : (A.70)

eI

11 Arcsen0 = 0, Arccos0 = /2, Arctan0 = 0, Arcsenh0 = 0, Arctanh0 = 0.

a
12Dal criterio del rapporto per serie numeriche si ottiene immediatamente che: Se esiste il lim LH’,
n— oo an
tale limite coincide con 1/R dove R & il raggio di convergenza della serie di potenze Y, <, an(x — x0)".

138i veda anche A.9.
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Valgono allora le seguenti identita per |z| sufficientemente piccolo*:

e 22k 22k -1
tanz = Z(@k:)') | Bai | 2t (A.71)
k=1 ’
1o 2 2k—1
cotanz = — —Z ok | Bak| @ , (A.72)
k=1
e 22k 22k -1
tanhx = Z ((Qk:)' Boy 21 (A.73)
k=1 )
1~ 2% 2k—1
cotanhxz = ; + kz W ng T (A74)
=1

Per la dimostrazione si vedano A.9 e A.10.

Un’altra funzione elementare trascendente che compare spesso nelle applicazioni € la cosid-
detta funzione di errore

erf (z):= \/QE/Oace_t2 dt . (A.75)

L’espansione in serie di tale funzione si ottiene immediatamente calcolando la serie esponen-
ziale con z = t2 e integrando da 0 a x:

) 0 (71)]{2 932k+1
erf(x):ﬁkzzo R (Vx). (A.76)

5 FEsercizi e complements:

1
Esercizio A.7 Calcolare (ﬁf)

Esercizio A.8 Dimostrare che limsup ‘ (Z) =1, per ogni o € R\Z.

k—oo

Esercizio A.9 Sia .
b(z):= prait (A.T7)

(i) Si dimostri che b(z) & analitica in z = 0.
(ii) Si definiscano i numeri di Bernoulli B,, come in (A.70) e si calcolino i primi cinque B;,.
(iii) Si dimostri 'identita
b(2z) + x = zcotanhx . (A.78)
(iv) Dimostrare che Bak11 = 0 per ogni k > 1.

Esercizio A.10 (i) Usando la (A.78) si dimostri la (A.74).
(ii) Si dimostrino le identita elementari

senh 2z = 2senhz coshz , cosh2z =2cosh®z — 1,

cosh?z — senh?zr =1, 2cotanh2z — cotanhz = tanhz .

14La determinazione esatta dei domini su cui valgono le (A.71)+(A.74) non & immediata: comunque le
(A.71) e (A.73) valgono per 2 < 72/4 mentre (A.72) e (A.74) valgono per z2 < 2.
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(iii) Usando l'ultima relazione nel punto (ii) si dimostri la (A.73).
(iv) Si dimostrino le identita elementari

tanhz = —itaniz , cotanhx =icotanix . (A.79)

Usando il punto (iv) si dimostrino (A.71) e (A.72).



Appendice B

Algebra Lineare

R B.1 Alcuni richiami di algebra lineare

(1) A = diag (A1, ..., An) denota la matrice diagonale (n x n) con elementi di matrice Ai; = 0 se i # j
[S] A“ = )\Z‘.
(2) Se v, ... ;0™ sono n vettori in R™ o C™, T:=[v", ...,0™] denota la matrice (m x n) con

elementi di matrice T;; = vzw, ossia i vettori v¥) costituiscono la j—esima colonna della matrice 7.
(3) Se A & una matrice (p x m) e v € R™ (0 C™), 1 < j < n, allora

A o™ = (A0 A0 (B.1)

(4) Se v, ..., v™] & come sopra e A = diag (A1, ..., \,) allora

WD, . v™A = Ao®, o A ™] (B.2)
(5) Se v, ...,v™] & come sopra ed & = (x1, ..., z,) & un vettore in R™ (o C") allora
Y, 0™ =20 ® ™ (B.3)

(6) Si ricorda che data una matrice (n X n) ad elementi reali o complessi, si chiama polinomio
caratteristico di A, il polinomio di grado n, Pa(\) = det(A — AI) dove I & la matrice identita,
I = diag (1,...,1) (a volte, se necessario, si indichera I con I,,). Le n soluzioni (in generale complesse,
anche se A ¢ una matrice reale) di P4 () = 0 si chiamano autovalori di A. L’insieme degli autovalori
di A, si chiama spettro di A e si denota o(A). Tale insieme contiene, al pili, n numeri complessi
distinti (per esempio o(I,) = {1}). Se A € o(A), il determinante di A — A\I & zero e, dalle proprieta
del determinante, segue che le n colonne (in generale complesse) che formano la matrice A — AT sono
linearmente dipendenti; questo, in virtu del punto (5) significa che esiste un vettore (in generale a
componenti complesse) non nullo z, tale che (A — AI)z = 0 ovvero Az = Ax; tale vettore si chiama
autovettore di A relativo all’autovalore A.

(7) Una matrice quadrata A € Mat(n x n) si dice diagonalizzabile se esiste una matrice non
singolare T (cio¢ con det T’ # 0) tale che T~"AT = A con A matrice diagonale. Dalla proprieta del
determinante

det(AB) = det(BA) (B.4)

segue che det(T'BT) = det B. Da queste relazioni segue facilmente che se A ¢ diagonalizzabile e
A = diag (A1, ..., \n), allora lo spettro di A & costituito dall’insieme dei A;.
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(8) Se A possiede n autovettori indipendenti, allora é diagonalizzabile. Infatti, siano o) gli n auto-
vettori indipendenti di A e A; i corrispondenti autovalori. Allora T' = [v(l), e v(">] € non singolare e
dai punti (3) e (4) segue che
AT = AW, . 0™] = [40W, ..., Av™)]
o™, Ao™] = [0 L0 ™]A = TA

con A = diag (A1, ..., A\n). Ovvero T"'AT = A, cioe A ¢ diagonalizzabile.

(9) (Esercizio) Se A possiede m < n autovalori distinti, allora i corrispondenti autovettori sono
indipendenti e dunque: se A possiede n autovalori distinti, allora é diagonalizzabile.

(10) Se A & una matrice (n x m), AT denota la matrice trasposta di A ovvero la la matrice (m x n)
con elementi (AT);; = Aj;. Una matrice quadrata A si dice simmetrica se A7 = A. Si verifichi che
A & simmetrica (e reale) se e solo se

u-Av=Au-v, YV u,veR™. (B.5)

Una matrice quadrata reale U si dice ortogonale se UUT = UTU = I ovvero se U ¢ invertibile e
U™t = UT. Una matrice simmetrica & diagonalizzabile tramite una matrice ortogonale ovvero esiste
una matrice ortogonale U tale che U7 AU = A, con A diagonale (per una dimostrazione si veda, ad
esempio, Algebra lineare di S. Lang, Ed. Boringhieri).

(11) (Forma canonica di Jordan) Vale il seguente teorema di Jordan':

Teorema Per ogni matrice quadrata complessa A esiste una matrice invertibile (quadrata, complessa)
T tale che

JY o0 ... 0
0 J(2)

T YAT = J:=
0 70m)

dove J® sono blocchi quadrati d; X d; e ZZ’;I d; = n; tali blocchi (detti “blocchi di Jordan”) hanno
la forma _
J“) = >\i1d7¢ + EiNd,;

con \; € C, g; uguale o a 0 0 a 1 e Ny denota la matrice (d x d) n1'lpotente2

0 1 0 0
0 0 1 0
Ng:=
0 0 O 1
0 0 O 0
C B.2 (Prodotto scalare in R™)
Si consideri R"™ e la sua base “ortonormale” standard e(l),..., e("), dove, come al solito, e &

la n—nupla, (0,...,1,...,0), con tutti 0 tranne un 1 nel j—esimo posto. Ogni punto (o “vettore”)
x:=(z1,...,xn) € R™ si scrive allora come

x = Z:rje(j) , (B.6)
Jj=1

IPer una dimostrazione si veda, ad esempio, Algebra lineare di S. Lang, Ed. Boringhieri.
2«)M nilpotente” significa che esiste un intero positivo p tale che MP = 0.
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e il prodotto scalare tra due punti (o “vettori”) z,y € R™ & dato da
n
vy=Y (B.7)
j=1

Il prodotto scalare, visto come funzione su coppie di punti in R”™ & simmetrico e bilineare. E possibile
usare il prodotto scalare anche per introdurre il concetto di* “angolo” in R™; in particolare si dice che
due vettori x e y sono ortogonali, e si scrive x L y se z-y = 0. La base standard {e(j)} ¢ “ortonormale”
nel senso che e - e\ = §;; dove 8;; & il cosiddetto delta di Kronecker:

0, sei#j,
Sij = (B.8)
1, sei=3j.

Dato un vettore non nullo  definiamo il piano ortogonale a x l'insieme
e ={y€R": y-xz=0}. (B.9)

E facile vedere che’ m, & un sottospazio vettoriale di R™ di dimensione (n — 1).
Una matrice (reale) A € Mat(n X n) si dice simmetrica se

Az-y==x- Ay, Vax,yeR", (B.10)
ovvero® se A;; = Aj; (dove A;; denota I'elemento di matrice corrispondente alla riga i ed alla colonna
7)-
Una matrice (reale) U si dice ortogonale se conserva il prodotto scalare:

Uz-Uy==z-y, Vaz,yeR". (B.11)

Si verifica facilmente’ che U & ortogonale se e solo se vale una qualunque delle seguenti affermazioni:
() Ut = U‘_l; (ii) |Uz| = |=| per ogni z € R™; (iii) U = v ..., v™] con {v9} base ortonormale in
R™ (ciot v - v\ = §,;).

Matrici ortogonali hanno determinate uguale a® 1 o —1. Chiamiamo SO(n) 'insieme delle matrici
(reali) (n x n) ortogonali e con determinante uguale ad 1:

SO(n):={U eMat(nxn): U =U " e detU =1} . (B.12)

Si vede facilmente’ che ogni matrice U € SO(2) corrisponde ad una rotazione in R? mentre ogni
matrice di SO(3) pud scriversi come composizione di tre rotazioni in R®.

Concludiamo questi richiami ricordando che esiste un procedimento standard (chiamato “il procedi-
mento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt”) per costruire una base ortonormale {u'?)} a partire
da una qualunque base di vettori, {v“ )}, in R™ in modo tale che il sottospazio vettoriale generato da
u(l),..., u9) coincida con il sottospazio generato da v(1)7..., ) (si veda B.10).

Esercizio B.3 Si dimostri che A soddisfa (B.10) se e solo se A;; = Aj;.

Esercizio B.4 Si dimostri la nota 7 al Capitolo 5.

3Ciot: x-y=y-x e (ax+by)-2z=az-z+by- 2z per ogni coppia di scalari a,b; bi-lineare significa che &
lineare in tutti e due i suoi argomenti (cosa che deriva immediatamente dalla proprietd di simmetria).

4Per una discussione pill generale su angoli e prodotto scalare si veda B.5.

5Esercizio B.9.

SEsercizio B.3.

"Esercizio B.6.

8Esercizio B.6, punto (3).

9Esercizi B.7 e B.8.
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T B.5 (Angoli in R™). Sia Arccos : [—1,1] — [0, 7] la funzione inversa di cos @ definita in modo
tale che Arccos0 = 7; (si noti che questa definizione fissa univocamente il “ramo” della funzione
inversa del coseno, che abbiamo qui chiamato Arccos, e che tale funzione & continua su [—1,1] e C°
sull’intervallo aperto (—1,1)). Dati due vettori non nulli  ed y in R™ definiamo ’angolo 6 tra z e y
come

0 := Arccos (B.13)

* Yy
|| |yl
Si dimostri che, nei casi n = 2, 3, tale definizione coincide con quella usuale di angolo 6 formato dalle
due semirette {Az : A > 0} e {\y : A > 0} (scegliendo naturalmente 1’angolo 6 < ).

Esercizio B.6 Si dimostri che (B.11) & equivalente ad una qualunque delle seguenti affermazioni:
(1) UT = UL (i) |Uz| = |z| per ogni = € R™; (iii) U = [v™V, ..., v™] con {v¥)} base ortonormale in
R™.

T B.7 (Il gruppo'® SO(2)). Sia U € SO(2). (i) Dimostrare che esiste 6 € [0, 27) tale che

(B.14)

U = U(6) = (cose _sene)

sen 6 cos

(ii) Dimostrare che se ad un punto = € R? facciamo corrispondere il numero complesso z = z; + iz,
lazione di U in (B.7) corrisponde alla moltiplicazione di z per et

[Piti formalmente, sia ¢ : = € R? = 2z = p(x):=x + ize € C. Bisogna allora dimostrare che
p(Uz) = e“p(z)]

(iii) Si dimostri che U(0)™' = U(—6).

T B.8 (Il gruppo SO(3)). In virti dell’esercizio precedente possiamo definire in R® rotazioni di
un angolo 0 attorno ad un asse coordinato:

1 0 0
UD@B):= [0 cosd —send | , (rotazione di 6 attorno a e!)
0 senf cosf
cos@ 0 —send
U ) := 0 1 0 , (rotazione di € attorno a )
senf 0 cosf
’ cosf —senf O
UP@):= | senf cos® 0] , (rotazione di 0 attorno a ) . (B.15)
0 0 1

(i) Si dimostri che se U € SO(3) allora esistono 6, ¢, ¢ € [0, 2) tali che
U=U0D0OUM(@)Uu? (). (B.16)
(ii) Si dimostri che (UM (8)) ™" = UM ().

Esercizio B.9 Si dimostri che dato x # 0 in R", il piano ortogonale a x, 7, ¢ un sottospazio
vettoriale di R” di dimensione (n — 1).

10 Un gruppo G & un insieme dotato di una operazione binaria “+”: a,b € G — a *b € G che goda delle
seguenti proprieta: (i) (associativitad) V¥ a,b,c € G, (a*xb) xc = a x (b*c); (ii) (esistenza dell’elemento neutro
o dell’'unitd) 3 e € G tale che exa=axe=a, V a € G; (iil) (esistenza dellinverso) V a € G 3 b € G tale che
axb=>bx*a=e (e tale elemento viene normalmente denotato con b = a~1).
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T B.10 (Ortonormalizzazione di Gram—Schmidt) Siano oW v vettori indipendenti in
R™ con m < n e sia V lo spazio vettoriale generato da tali vettori. Definiamo

1)
., @ n._ w
w =t u' = o]
2 1
W@ y@ v w L@, w?
) w® (D) ’ T w®]
e, ricorsivamente,
7L @) ™ w@

@ .—,,0) _ (h) @) .—
w = Z ry o LA u’’ = 0] (B.17)

Si dimostri che: w¥ -w™ = 0 per ogni h # j; {u")} & una base ortonormale di V' (cioe u?)-u®) = §,;
e che il sottospazio

J
VW, . uP):={veR": v= Zahu(h) con ap € R} (B.18)
h=1

generato dai vettori u", ..., u") coincide con V (v, ..., v) e con V(w®, ...,w?), per ogni j < m.
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Appendice C

Esercizi vari

C.1 Verificare il Teorema della divergenza nel seguente caso: f(z,y) = (1 + zy,z), A = {(z,y) :
(x—2)*+y> <1,y >0}

C.2 Sia

4
flz,y) = /2 senh (t°z + y)dt

+ sen y2
(a) Calcolare fy e fy;
(b) dimostrare che f non ha punti critici in R?;
(c) determinare ’estremo superiore e I'estremo inferiore di f su R?.

C.3 Calcolare fs fdos,dove S={x €R* : &1 + 2o+ a3+ x4 =1,2; >0Vi} e f(z) = 2.

C.4 Sia f(z) = exp(cosz). Trovare M tale che |fn| < M/n* (ﬁl = n—esimo coefficiente di Fourier).

C.5 Sia
1
un(z) = max (az ’ﬁ) , n>1.

(a) Discutere la convergenza della serie Y un;
(b) dimostrare che la serie 3 u, & continua ma non C' sul suo insieme di definizione.

1—|z]? |z| <1
f(w)—{
0 lz] > 1

(a) Dimostrare che f € C(R™) ma f ¢ C*(R"™) e discutere la differenziabilita di f;

(b) trovare un numero positivo d per il quale se |z — zo| < § allora |f(z) — f(xo)| < 1/100, con zo
tale che |zo| = 1;

(c) f & differenziabile nel punto (v/2,1,1,...,1)?

C.6 Per x € R", sia

C.7 Calcolare /a:3y e dxdy dove T:={1 < zy < 2; = > 0}.
T

8Zg(|ac|) dove x € R™\{0} e g & una funzione C*((0, 00)).

(ii) Sia w ::32 |z|l2 dx;. Calcolare /Fw dove T' & la curva {(14¢,¢%,...,t™) : t € [0,1]} nel verso che
i=1

vada (1,0,...,0) a (2,1,...,1).

C.8 (i) Calcolare

223
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C.9 (i) Si calcoli la serie di Taylor di log(s + t) nell’intorno di (so,t0) = (1,0). (ii) Si calcoli la serie
di Taylor di log(z — 4*) nell’intorno di (o, y0) = (1,0).

1 2
C.10 Sia u,(z):= —2/ exp(—nat*)dt. Discutere la convergenza (puntuale, uniforme e totale) di
"

u(zx):= Z un(z) e di v(z):= 3, 5, u,(z) e dire per quali = la funzione u(z) & derivabile e la sua
n>1
derivata coincide con v(x).

C.11 Determinare l'estremo superiore ed inferiore (specificando se si tratta di massimi o minimi)
della funzione f(z,y):=1/(z* + y°) sull’insieme A:={(z,y): zy+ 5 sen (zy) > 1}.

C.12 Data una funzione f su R™ si definisca l'insieme A:={z € R" : f(z) > 1}. Si diano esempi
di funzioni f € £*(R™) per cui A # () e per le quali valga: (i) A & un rettangolo degenere; (ii) A & un

rettangolo non degenere; (iii) A & un insieme di misura nulla che non sia un rettangolo; (iv) / <1
A

(V)/Af>1;(vi)/Af=1-

C.13 Sia f : # € R* — y € R? data da f(z):= (z1 + sen (z1z2), 22 + senx). Si trovi una sfera
B,(0):={y € R? : |y| < r} su cui sia definita e regolare la funzione inversa di f.

C.14 Si calcoli /fda dove S:={(z,y,2) ER*: 2 + 9> + 22 =1} N {x > 0} e f:=2% — 2y2°.
s

C.15 Sia I la curva in R® data dall’intersezione delle superfici {y = 2?} e {z = z°} e limitata

dai piani {x = 1} e {& = 2}. Verificare che I" & un elemento di curva regolare e calcolare | fds con
r

fi=1loglz|/(1+4y + 91’2)%.

C.16 Siano Ay :={(z,y) € R* : y < |z|, e 2® + 9* < 4}, A2:=R*\{0} e w:= — Zixde +

T Y
%dy. (i) Dire se w ¢ esatta su A; e/o su As. (i) Sia I' il quadrato di centro lorigine e lato 2
T Y

orientato in senso orario e si calcoli frw.

C.17 Sia E:={(z,y) € R*: 0 < 2 +y < 1} e si calcoli I'integrale /e_‘m_yl sen 2z dzdy.
E
C.18 Sia p(t):=(1 + sent, sen2t). (i) Dimostrare che I":={(t) : ¢t € [0,7]|} € una curva chiusa,
semplice (cioé senza autointersezioni) e regolare a tratti. (ii) Calcolare, usando il teorema di Green,
larea racchiusa da I

C.19 Sia A:={(z,y) € (1,00) x (0,00) : yz < 1} e sia Ay:=AN{x < k}. (i) Dimostrare che Ay, &
misurabile per ogni k e dedurne che A & misurabile. (ii) Dire per quali « la funzione 2* € £'(A).

C.20 Per o > 1sia fo:=e (z € R). (i) Dimostrare che fo € L£'(R) e calcolare [ fo. (i) Sia
ug, := for per k > 1. Dimostrare che la serie 3 ux converge quasi ovunque ad una funzione g € £L*(R)
e calcolare [.g.

Y
z— a2

C.21 Calcolare % per: (i) f(z) = ﬁxf, (i) f(z) = (x1+23, cos(zx1, x2)); (iii) f(z,y,2) =

C.22 Sia f(z):= ¢"1+%> | senh 21 Calcolare: (i) o°J con o = (2,3); (ii) f'; (i) f”; (iv) 8% £(0) (£)?

al
con ¢:=(1,1).
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C.23 Sviluppare in serie di Taylor attorno a zo = 0 la funzione |z|sen|z|, (x € R™).

C.24 Sia z € R — u(z) € R la funzione con supporto [—1,1] che vale 1 — |z| per |z| < 1; data una
successione di numeri cx > 0, sia ug(x) :=cr u(x — 2k). (i) Dimostrare che la serie ), ., ur converge
puntualmente su R; (ii) trovare una condizione sufficiente sui ¢; affinché la serie Y wuj converga
totalmente su R; (iii) trovare una successione {ci} tale che > ux converga uniformemente su R ma
non vi converga totalmente.

C.25 Sia f(z,y):=0sexz=1¢e f(z,y) ::yexp(— (%)2) per = # 1.

1
(i) Dimostrare che f € C°°(R?\{(1,0)}).

(ii) Studiare la continuita e regolarita di f in (1,0).

(iii) Studiare i punti critici di f. (iv) Trovare § > 0 tale che |f(z,y) — f(xo,y0)] < 1/100 per
[(z,y) — (zo,y0)| < & con (zo,y0) = (1,1) e (qualora f fosse continua in (1,0)) con (zo,yo) = (1,0).

C.26 Si dimostri che non esiste alcuna f € C?(R?) tale che Vf = (zseny, ysenz).

C.27 Si trovino i punti stazionari e si dica se si tratta di massimi o minimi (relativi o assoluti) di
f(@,y) = (z +3y)e™™".
C.28 Dire se ¢ continua la funzione
nyQ
flay) =4 TV

0, sex=y=0.

se (z,y) #0,

C.29 Calcolare 92 f(x0) e 92 f(20)(EM, 6P, 6@, con f(z1,22) = z3ah, p =3, a = (2,1), zo =
(1,-1), €W = (1,0), €? = (2,2), €% = (3,1).

C.30 Trovare i massimi e minimi di F(z) = fol log(1 + 2* + y*)dy.
C.31 Determinare i massimi e minimi assoluti di f(z,y) = 2%y su D :={z® +y* < 1}.
C.32 Si consideri la funzione f :y € R* — f(y) = (f1(y), f2(y)) € R? definita come

fi=y1+ 95 cosys , fo=yp+yi.

Si dica se la funzione f & invertibile in un intorno di yo = (0,0) e se si , si dia una stima di r; in
modo tale che valga la condizione del teorema della funzione inversa.

C.33 Fissato un numero naturale N > 0, si trovi un § tale che |f(z) — f(x0)| < 107~ per ogni
|z — 0| < & nel seguente caso: f = log[cos ([];_, z:)] , x € R™, o =0.

C.34 Si trovi una soluzione particolare della seguente equazione differenziale
- — 1
itit+xz=ft), f)= Z:l — cos(4nt) .
C.35 Si risolva il seguente problema di Cauchy:
i 4+1=0, z(0)=1, &0)=0.

1
n

C.36 Si discuta I'insieme di convergenza di > .. ; log (1 + %) e, si dimostri, in particolare, che

la serie non converge totalmente su R.

C.37 Scrivere la serie di Fourier di |senz| (su [—m,7]) e se ne discuta la convergenza.
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C.38 Siau=>,., arz® una serie di potenze con raggio di convergenza positivo, con a; # 0, e si
assuma che la funzione inversa di u, v:=u"" (che & tale che v o u(x) = z), sia anch’essa una serie di
potenze con raggio di convergenza positivo. Calcolare i coefficienti dello sviluppo attorno a zero di v.

C.39 Sia f(z) = > 45, 27 sen (2%z). Si dimostri che f € C°°(R) ma che f non & analitica in 0.

C.40 Trovare il massimo e minimo di
l14+2—y

Vitat 2’

C.41 Risolvere, facendo uso degli esponenziali di matrici, il seguente sistema di equazioni differen-
ziali:

flz,y):= su D:={z"+y><4}.

v —u—2v=0,

vV —u—2v=0.
C.42 Si trovi la serie di Taylor di 3 + senh (z1 + -+ 4 ).
C.43 Calcolare fDx2y2dwdy dove D = {1 < 22 4+ 4> < 4}.

C.44 Calcolare [, cos i%zdxdy dove T ¢ il triangolo di vertici (0,0), (0,1) e (1,0).

C.45 Si dimostri che I'insieme {(x,y) € R? : y = x} & un insieme di misura nulla in R?.
C.46 Si determini la serie di Taylor in z = 0 di (4 — x2)71/2 e se ne calcoli il raggio di convergenza.

C.47 (i) Si discuta la convergenza della serie

oo
Z(_l)ne—(log n)* .
n=1

sen nx

"% e se ne calcoli la somma.

(ii) Si discuta la convergenza della serie > oo,
C.48 Si calcoli 'area della frontiera dell’insieme

{(z,y,2) €R*: Va2 412 <2< V/2—a? —y?} .
C.49 Si consideri, su R*\{0}, la 1-forma

z? —y? 2xy
= d dy.
w (22 + 12)2 T+ (z2 + 12)2 Y

(i) Dire se w & chiusa. (ii) Calcolare l'integrale di w su di una circonferenza orientata positivamente
di raggio r e centrata nell’origine. (iii) Dire se w & esatta e, in caso affermativo, se ne trovi una
promitiva.

C.50 Studiare la regolarita di
4y , sex=0

Y, sex =0

C.51 Trovare un’immersione, nell’intorno di zo = (1,10,2,0), che realizzi {¢ = 0} con ¢(z) =
x4+ 25 (x3 — 2) +cosay — 2.



Universita “Roma Tre” — L. Chierchia 227

C.52 Calcolare il polinomio di Taylor di ordine 10 in 2o = 0 della funzione
f(z):=log(1 + z1z223) , reR?.

C.53 Trovare il massimo ed il minimo della funzione

f(x) = (i j2.l°)

il

sul bordo sferico {x € R* : |z| = 1}.
C.54 Risolvere la seguente equazione differenziale

Ut — Ugz =0, ze€(0,1), t>0,
u(0,t) =u(1,t) =0, t>0,

u(z,0) = sen’nz .

C.55 Si calcoli il seguente integrale

dx
_ Di={x1+x2+z3<1}N{x:x; >0Vi}.
/Dl-l-wl-l-wz-i-ws { 2 s = 10d - }

C.56 Sia z = z(z,y) la funzione definita implicitamente dalle relazioni:
22— 2zy+y=0, z(1,1)=1.
Si calcoli il polinomio di Taylor di grado 2 nell’intorno di (1,1).

C.57 Si trovi 'espansione in serie di potenze y = > . ynz" e se ne determini il raggio di
convergenza della soluzione della seguente equazione differenziale:

I-=z)y'=1+z—y, y0)=0.

C.58 Calcolare l'integrale

/zdxdydz,
D

dove D & l'insieme compatto delimitato dalle superfici 22 = 22 + 3% e z = 1.

C.59 Si calcoli il seguente integrale

dx
—_ D:=|0 0 .

/D<1+\x|2>2’ 000 2 10:00)
C.60 Si calcoli il polinomio di Taylor di grado 2 della funzione y* nell’intorno di (1,1).

C.61 (i) Si discuta la convergenza della serie di funzioni

o0
T T
E COS — — COS — ¢ .
n 2n
n=1

(ii) Sviluppare in serie di Fourier la funzione periodica di periodo 27 definita come segue nell’intervallo
[—m,7):
0, se—7<z<0
flz) =

1, se0<zxz<m.

C.62 Si esprima un numero positivo a > 0 come prodotto di quattro numeri positivi con somma
minima.
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C.63 Sia Q un aperto connesso di R® la cui frontiera 9 sia una superficie regolare chiusa. Sapendo
che il volume di Q & 1, si calcoli il flusso (esterno) attraverso 9Q di F(z) = = (x € R?).

C.64 Si calcoli il seguente integrale
/log\/aﬁ—l—y2 dzdy , D:={(z,y) eR*: 2 +¢y>* <1} .
D

C.65 (i) Si dica quante funzioni continue (z,y) — z(z, y) soddisfano ’equazione
xrcosy+ycosz+ zcosx =1

nell’intorno di (z,y) = (0,0). (ii) Si calcolino le derivate parziali delle funzioni di cui al punto (i)
(sempre in un intorno dell’origine).

C.66 Si trovi la soluzione del seguente problema di Cauchy:
w'+y =y, yO0)=1, JO)=1.
C.67 (i) Si discuta la convergenza della serie di funzioni

oo m_

(ii) Sviluppare in serie di Fourier la funzione
2

oo
Z sen " nx
n! ’

n=0

C.68 Trovare i massimi e i minimi (se esistono) della funzione exp(z” + y*) — % — y? sull’'insieme
{z > 1} N {42® +y*> < 8}.

-1 1
0 -2
Per ogni xo € R?, si calcoli limy— o (t; z0) dove o(t; z0) denota la soluzione del problema di Cauchy
& = Az, 2(0) = xo.

C.69 (i) Si calcoli la norma | - ||2,2 della matrice ( ) (ii) Si calcoli e (con t € R). (ii)

e}

C.70 Sia un(x) ::/ e cos n(t —x) dt. (i) Si studi la convergenza della serie > un. (ii) Si studi

0
la regolarita della serie ) u, sul suo insieme di definizione. (iii) Dire se > u, definisce una funzione
periodica ed in caso affermativo se ne calcolino i coefficienti di Fourier.

(z1 + z2|z|)dz1 + (22 + z1|2|)d22
E

colare jllwl dove I' denota la circonferenza unitaria centrata nell’origine orientata in senso antiorario.

(iii) Dire se w' & esatta.

C.71 Siaw':= , per € R*\{0}. (i) Dire se w' & chiusa. (ii) Cal-

log(1
log(1 + Jz1) ,  sexeR"{0},

C.72 Sia f(z):= i (i) Discutere la regolarita di f in z = 0
1, sex=0.

(continuita, derivabilita etc.). (ii) Trovare § > 0 tale che |f(x)| < 1/10 per |z| < 6.

C.73 Siaw! = —(x +2y)de + ydy
(z +y)?

A ed in caso affermativo, calcolare la primitiva U(z, y) tale che U(0,e) = U(0, —e) = 1. (ii) Calcolare

/wl dove T':={(z,y) = e(cos'® ¢, sen'%%) : 0 < t < 7/2} orientata nel verso che va da (e, 0) a
r
(0,€).

definita su A:={(x,y) € R® : z+y # 0}. (i) Dire se w' & esatta su
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C.74 Siano

sen(1/t), set#0, cos(1/t), set#0,
s(t) == c(t) =
0, set=0, 0, set=0,

e sia f(x,y) = 2® s(z) + 9> c(y). Discutere la regolarita di f (continuita, differenziabilita, etc.).

C.75 Siar > 0, S, :={(z,y,2) €R*: 22 =22 +¢* , 0 < 2z < r} e Q, l'insieme limitato la cui
frontiera & S,.. Calcolare i seguenti integrali

. 2 .. e
i z zdo ii / ———dzxdydz .
(i) /ST (ii) e

C.76 Sia z(t) una soluzione dell’equazione differenziale & + 3% + = = | sent|, calcolare il tlim x(t).
— 00

2
C.77 Per 2 € R? sia ||z :=1/ % + 2. (i) Dire se || - || definisce una norma su R? ed in caso

affermativo trovare due costanti positive a e b tali che a|t|ee < ||| < b|z|oo per ogni z € R

(ii) Calcolare il || - ||-diametro del disco unitario B*:={x € R? : 2} 4+ 23 < 1} ovvero calcolare il
sup ||z —yl.
LyEB%

. . . 4,2 1
C.78 Studiare la serie u(t):= ;cos(n t°) sen (m)

convergenza puntuale, uniforme, totale; si studi, inoltre, la regolarita di w.

indicando in particolare gli insiemi di

C.79 Trovare la soluzione della seguente equazione differenziale:

Ut = 3Ugy t>0, O<z<m,
2 senk’z
k=10

C.80 Sia I la curva chiusa in {(x,y) € R* : > 0} delimitata da {y = } e {y = 23}. (i) Usando

. . L0 .. LN o de—(z4+2)d
le formule di Green si calcoli 'area delimitata da I'. (ii) Sia w:= ?’(T_‘_Q()igﬁ_;gy

't & la curva I' con l'orientamento antiorario. (iii) Si calcoli Iintegrale curvilineo jl;msds.

e si calcoli f,w dove

C.81 Siano vV :=(-10,0,2), v®:=(1,1,0) e v®:=(0,0,1) e sia P C R® il parallelepipedo
{:rlv(l) + xgv@) + ZB3’U(3) : 0 < x; < 1}. Si caleolino il volume di P e l'integrale fpylygdy.

C.82 Sia X7 lo spazio di Banach delle funzioni delle funzioni continue su [—T,T] con norma

uniforme ||ul|o := supp<p [u(t)] e sia ®q : X7 — Xt definita come

(Pou)(t):=a+t> + /Ot senu(s) ds .

(i) Trovare T' > 0 tale che ®, sia una contrazione da Xr in se stesso. (ii) Quale equazione differenziale
soddisfa il punto fisso di ®,7

C.83 Studiare la convergenza delle serie:
xn 27’11)
DD ey R Db

n>2 n>1

Se u(x) denota il valore della prima serie si calcoli u(3).
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C.84 Sia f(x,y):=|z|* + y* — 221 + 42 — 6y — 11, (z € R?, y € R). (i) Quante soluzioni g di
classe C°° nell’intorno del punto (1,—2) esistono dell’equazione f(z,g(x)) = 07 (ii) Si verifichi che
se g(1,—2) > 0 allora g ha un massimo relativo stretto in (1, —2).

C.85 Si calcoli il volume dell’insieme
{(z,y,2) €R®: (z—2y+3)° + 3z + 4y — 1)* + 1002 < 1} .

C.86 Trovare il massimo ed il minimo della funzione f(z,y) = max{z + y, 1} sul disco chiuso (in
RQ) di raggio 1 e centrato nell’origine.

C.87 Sia f(z) la funzione dispari, periodica di periodo 27 che vale 1 per 0 < z < 7/2 e 2 per
/2 < x < m. (i) Si disegni il grafico di f per € [—m, 7] (si segnino chiaramente i valori di f in km).
(ii) Si calcolino, nella maniera pil esplicita possibile, i coefficienti di Fourier di f. (iii) Si calcoli il
valore della somma Y, o, (=1)%/(2k + 1).

C.88 Sia S:={(x,y,2) € R®: 2 = (24cosu)senwv, y = (2+cosu) cosv, z = senw, (u,v) € [0, 27]*}.
Si dimostri che S & una superficie regolare e si calcoli fs Arcsen z do (Arcsen0 = 0).

C.89 (i) Si studi, al variare di @ € R la continuita della funzione f(x):=z1|z|* per z € R"\{0} e
F(0):=0. (ii) Sia f(0):=0 e per z € R? # 0 sia f(z) = |z|*" sen |z|*. Si dica per quali p f,, esiste

ed & continua.

C.90 Sidiscuta, al variare di a € R, I’esistenza e 'unicita delle soluzioni dell’equazione differenziale

v =3y +a, y0)=0.
. -1 5 . . 1,52
C.91 Sia A:= ( 5 71). Si trovi V € C*(R*,R) tale che
~VV(z)=Az, V(0)=0, (x € R%) .
C.92 Si trovino il massimo ed il minimo della funzione f(z,y) = xy sull’insieme D := {(z,y) € R? :

|lz| +y* < 3}

C.93 Sia £(0,0) = 0 e, per (z,9) # (0,0), sia f(z,y) = (2 + y*) ' sen (z* +4>). Si studi la
regolarita di f in R? (continuita, differenziabilita, derivabilita, etc.)

C.94 SiaI':={(z,y,2) : = = sent —tcost+5, y:=0, z = tsent + cost —%, 0<t< %} () Si
controlli che I' & un elemento di curva regolare in R® e se ne calcoli la lunghezza. (i) Si calcoli ’area
della superficie di rotazione ottenuta ruotando I' attorno all’asse delle z di un angolo pari a 7 /2.

C.95 Sia

(i) Si studi la convergenza della serie al variare di o € R (convergenza puntuale, uniforme, totale).
(ii) Si trovino i valori di « per cui f & C°°(R). (iii) Per &« = 0 f & una funzione periodica e pari.
Calcolare i primi cinque coefficienti di Fourier ag,...,a4.

C.96 Si calcoli il valore dell’integrale

2 2 —|z|?
/:clmg,e =% gg
R3
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C.97 Si trovi la soluzione della seguente equazione differenziale
Ut — 2Uze = 0, O<z<m, t>0;
100
u(z,0):= Z ksenk’z | ut(z,0):=0;
k=1
u(0,t) =u(m,t)=0, V¢>0.

C.98 Si calcoli 'integrale superficiale

/(;c2+y2)" do S:={(z,y,2) €R’: 22 =2 +9y°e0<2<1}.
s

C.99 Sia D:={(z,y) € R*: |z| + |y| < a}. (i) Facendo un opportuno cambiamento di variabili si
trasformi D in un quadrato di uguale area, di lati paralleli agli assi coordinati e di centro 'origine.
(ii) Si calcloli 'integrale di z*y — |=|y*° sul dominio A:={v/2 < |z| + |y| < 2v/2}.

C.100 Sia T il triangolo in R? con vertici in (0,0), (0,1) e (2,0) e sia w:= senh (z + y)dz + zdy.
Si calcoli
/ w
oT+
sia direttamente che usando la formula di Green.

C.101 Per ogni n intero positivo sia
11 n
Rn:=[=,=+2"]x[0,1] CR?
n'n
esia A:= Un>1 R,,. Dimostrare che A ¢ misurabile secondo Peano—Jordan e calcolarne la misura.

C.102 Si discutanmo i massimi e minimi relativi ed assoluti (qualora esistano) della funzione
f(z,y) = 2y?*(z +y — 1) nel dominio {(x,y) € R®: = +y > 1}.

C.103 Trovare il valore massimo e quello minimo (qualora esistano) della somma degli spigoli di
parallelepipedi rettangoli di volume unitario.

C.104 Sia

n>1
(i) Si verifichi che f & una funzione pari C*°(R) periodica di periodo 2. (ii) Si calcolino i coefficienti
di Fourier di f e, usando la formula di Parseval, si calcoli il valore dell’integrale tra 0 e 7 di f2.

C.105 Si trasformi il problema di Cauchy & + z + 2z = 0, z(0) = —2, £(0) = 1, in un problema
di Cauchy per una funzione vettoriale u(t) := (u1(t),u2(t)) e si risolva quest’ultimo facendo uso di
esponenziali di matrici.

C.106 Sia f(z,y):= (sen (z—y?), z* +tan y) . Si enunci il teorema della funzione inversa, si dimostri

che f & invertibile in un intorno di (0, 0) e si trovi una sfera su cui & definita la funzione inversa.

C.107 Discutere la convergenza (puntuale, totale e uniforme) delle seguenti serie di funzioni

0 Y n% ™ (aeR); (i) 2(71)"%.

n=1

Si calcoli il limite per  che tende ad infinito della serie in (i).
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C.108 Calcolare il valore della serie

i an
= 2n+1

C.109 Sia f(z):= sen (z125°°) + exp(|z|*), € R*. Trovare un § > 0 tale che se || < § allora
|f(z) — £(0)] < 1/100.

C.110 Si calcoli la serie di Taylor in un intorno di zero della funzione

[
b V1 -4

C.111 Sia f € C*(R) tale che f(z) = 0 se |z|] > 1 e f(0) = 1. Dimostrare che f non pud essere
analitica su tutto R.



Appendice D

Suggerimenti e soluzioni di
alcuni esercizi

2.2: alz|* 2z,

2.4: Si dimostri (per induzione) che 6% < (2k + 1)! per ogni k > 1.

3.5 (vii): no.

4.2: Si veda 5.41.

4.6 (i): Si pud prendere p = (1/2) e r = (1/1/2).

4.7: Si il teorema & applicabile e si possono prendere r = (p/8) e p = (1/3).

4.8: 81, f & invertibile in un intorno di (0,0) e tale intorno contiene la sfera chiusa di raggio
p con p = (1/8) [anche in questo caso basta verificare

of 1
I-TH o< =, Vyev, D.1
=Tl <50 YueYs (1)
al posto di (4.39)].
4.12:
AW av) + oD o™y = (=1 A (D 4 bwD) | D) 0™
= (—l)jfl(aA(v(j), v 0™y LA ()L 0D ..‘,v(")))
=aA(W, 00 o™y L bADw o™
. ar _ [cost —psenf
417 (1)"9(%9) " \senf pcosf )

4.18: Si dimostrino, nell’ordine, le seguenti relazioni

o 2 R 2
1) / e ¥ dr= lim e “dx,
o R— o0 _R

R 2 2 2
2) (/ e ” dx) :/ e " dy:=Bg ,
R [—R,R)2

3) / e~ 1P dy < Br < / e~ 1P dy ,
Br B ar

. _ 2
4) lim e 1 de =7 |
S§—00 Bg

233
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qui, come al solito, |z|:= |z = /27 + 23 e By:={x € R? : |z| < s}; per dimostrare 4) si
usino le coordinate polari dell’esercizio 4.17.

(2k — 1! k!
4.19 I, = ﬁWa 2ht1 =
4.20: Si noti che se facciamo corrispondere a 2 € R? il numero complesso © = 21 + izs,

(i = v/—1), la trasformazione z — ¢(x) non & altro che z — 22.

cosfsenty —psenfsenty pcosbcosy
4.21: % = | senflsenty pcosfsenyy psenfcosy |, det % = —p?sen).
cos 1 0 —psenp

4.23 (i): Si assuma « < 27 (il caso @ = 27 si ottiene poi tramite limiti); (ii) 'insieme
E':={(p,0,2) e R®*: 0< 0 < aV (p,z) € Ey} & normale e misurabile e E = F(E’) con F
come in 4.22; (iii) Vol(E)= af ;, pdpdz.

4.24: 27%r?R.

5.13: Sian = 1 e ¢(z) = —2?(2? — 1); allora A_ = (—o0,—1) U (1,00), A_ = {-1,1},
Eo = {-1,0,1}.

5.17: Cerchiamo il massimo ed il minimo (assoluti) di f su B". Poiché f,, =[], z;, si ha
che se Vf(zg) = 0 allora f(zp) = 0 che chiaramente non ¢ né un minimo né un massimo
per f su B™. Dunque il massimo e il minimo di f vengono assunti sulla frontiera di B™ che
¢ S"L Sia F(z,A):= f(z) — Ap(z) con ¢(x) = |z|*> — 1. I punti critici di F sono i punti di
S™=1 tali che f,, = A\, cioe Hﬁéi x; = 2Ax;, e moltiplicando tale relazione per x; si ottiene
f(z) = 2X\2? da cui 22 = x? per ogni ¢ e j (si noti che possiamo escludere xz; = 0 e anche

i

nz
5.11 (i): Supponendo (per assurdo) che z( sia un minimo locale, dalla continuita di f e
dal fatto che inf f < f(xo) segue che esiste un 1 # xo tale che f(zg) = f(z1) e quindi
(Teorema di Rolle) esiste zg tra z¢ e 1 (ma diverso da tali punti) per cui f/(x2) = 0 contro

l'ipotesi fatta; (ii): No, un controesempio, nel caso n = 2 & dato dalla funzione f(z,y) =

A =0). Quindi |z;] = ﬁ e quindi il massimo di f su B" & ni% ed il minimo & — .

(e_””2 + e””)yQ(y2 —-2)+ e 1 (soluzione proposta da L. Biasco).

5.15: Triangolo equilatero.

5.24: Per dimostrare la convergenza uniforme, si dimostri prima che gli intervalli I,, sono
disgiunti.

5.26: Si consideri f, lineare a tratti che valga 0 al di fuori dell’intervallo I,, := (%, %) e valga
2n nel punto di mezzo di I,.

5.28: Se ap(x):= Y2y nPa" allora ap = xaj, | [ag =1/(x — 1), o = z/(1 —x)?,..]

5.29: 2V — N — 1.

0o bn
5.32: Si noti che / On(x) f(x)dx — f(0) = / On(2)[f(z) — £(0)]dx.
5.33: u, := :1377: + 1.
n! b

b
5.39 (i): Siosservi che / u(z+t)dt = / u(y)dy e si usi il teorema fondamentale del calcolo;
a a+t+x

1
(iii): si dimostri, usando il punto (i), la seguente formula: Dpu(x) = /0 o' (x+th)dt, DVu(x) =

1 1, 1

/ (/ (/ u (z+h(t + -+ tp))dtl)dtg . -~>dtp, e si giustifichi (per induzione) il
0 o Mo

passaggio al limite sotto segno di integrale.

5.48: Poiché z = v(y) ¢ l'inversa di y = u(z) si ha che vou(z) = z. Quindi, essendo u(0) = 0,

si ha v(0) = 0 ovvero by = 0 ed inoltre x =3 o, bpu™(2) =3, 51 bn D gy a,ﬁ")xk, dove si &
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posto come al solito u"(z) = >, aén)xk. Scambiando l'ordine delle sommatorie si ottiene

T =D s ack(EZ:l bnain)). Osservando che a,(f:) = al ed eguagliando i coefficienti della

relazione appena ottenuta si perviene a bja; =1 e, per k > 2, 22:1 bna,gn) = 0. Quindi

k—1
1 1 n
blz(T, bk:—*kg bna,(c), (VEk>2). (D2)
1 ay n=1

5.49: ricordando (5.59) si trova a,(gn) <7]z : i)
5.51: u=(1—xz)"L.
1 (21t

AT Pork>9siha (2) = (L1 L CR=3 (=3 _
..er_mak—() QkTe h _(_)27€ -

5.43: Si dimostri prima che f non ¢ analitica nei punti “diadici” (cioe nei punti della forma
p -+ h27F con p, h, k interi) osservando che le serie di Taylor di f in tali punti hanno tutte la
stessa coda.

A.8: il raggio di convergenza di Zkzo (Z) zF e 1.

A.9 (ii): By=1,By=—%, Bo=¢, B3 =0, By = —35, Bs =0 ; (iv): si noti che z cotanh z
& una funzione pari.

5.47: Si usi (5.76).

9.10 Si ricordi il punto (iv) dell’ Osservazione 9.9.

9.11: f, = /f Je MF Ly f(a Z fre" T
;/OT]f(@ 3 et :—/ PP~ 3 1l 70 = (in2) " fo

Inl<N In|<N
271' 17

S [l <5 [ 119 @pd.

neZ 0

6.18: Si prenda un numero arbitrariamente grande di rettangoli isosceli “paralleli” al piano
{z =0}.

6.21: Area(S)= af )/ u! (1)2 + o' (t)2dt.

6.23: Se a.:R/r, ,8.— V0a? — 1 si ha

27 Rr (a +

%log(aJrﬂ)) se R>r,

27 Rr (a + % arcsen 6) se R<r.

6.24: 47r?R.

6.26: — Or = Or (@) con @(v) :=@(—v1,v2) sul dominio V con V:={v € R? : v; = —uy,vy =

us }; si verifichi che in tal caso v(u) = (—u1, ug).

6.31 (i): SeT' = 2((a, b)) & una curva in S, ¢(z(t)) :=0; (ii): i versori sono due e sono dati da
Vo

vt (D.3)

6.42: (a) dimostrare che, se T', denota il cerchio di centro l'origine e raggio r, dalle ipotesi
segue che [, w' = 0 per ogni r; (b) si definisca la seguente funzione F(x ﬁ;( )w dove I'(z)
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¢ il segmento che unisce il punto zg:=(1,0) se z ¢ (—00,0) x {x2 = 0} mentre se z3 =0 e
x1 < 0 I'(x) denota 'unione (orientata) del semicerchio superiore di centro 1'origine e raggio
2 che va da (0,1) a (—1,0) e del segmento che unisce (—1,0) con z; (c) far vedere che il valore
di F non cambia se in (b) si prende il semicerchio inferiore nella costruzione di I'(x) per punti
sull’asse negativo delle z1; (d) far vedere che F' & continua su A; (e) far vedere che F & Ct e
concludere la tesi ricordando la dimostrazione della Proposizione 6.14.
6.56 (b): Ad ogni I} si pud associare (ed in un solo modo) una n—pla di 0 e 1 con n = 2*; ad
ogni punto di K si pud associare (ed in un solo modo) una sequenza di 0 e 1.
6.57: Se I, :={(z,y) € [0,1]2:0<y <1}, IV:={(z,y) € [0,1]2: 0 <2 < 1} e Q1 :=QN]0, 1]
si puo prendere @ := U I, U U 1Y,

z€Q1 z€Qy
6.58: [([fdx)dy =1/2 = —[([ fdy)dz; infatti f ¢ L*(R?) e [([|f|dz)dy = cc.
6.62: f:=2F"1y

B.3: Si prenda z = e® e y = e\,

B.6: Si dimostrino prima i seguenti fatti: (1) due matrici A, B sono uguali se e solo se Ax-y =
Bzx -y, ¥V z,y € R™ (si consideri il caso x = e, y = e\9)); (2) se vale (B.11) allora U &
invertibile (se non lo fosse esisterebbe un vettore non nullo v tale che Uv = 0, ma allora, per
(B.11), si avrebbe...); (3) si dimostri che se U & ortogonale, det U = £1; (4) per dimostrare
Iimplicazione “(ii) = (i)” si usi il fatto che

_(a 11 1
5, con I’f'_(k-i-l — 5 T —|—2—k).

lz+yl? =z)*+|y?+22-y, Va,yeR"; (D.4)

per dimostrare I’equivalenza tra (iii) e (B.11) si ricordi che se chiamiamo v¥) :=Ue() allora
[ .. M) =T.

B.7 (ii): U = [v,w] con v, w vettori ortonormali in R? (cio¢ |v| = |w| =1 e v-w = 0). 1l fatto
che |v| = 1 significa che v appartiene al cerchio unitario S* e quindi esiste @ € [0, 27) tale che
v = (cos @, senf). Ora il vettore w deve essere ortogonale (e questo fissa due vettori opposti)
e il fatto che il determinante deve essere 1 fissa univocamnete la scelta di w in termine di v.
B.8 (i): Sia R:=U®)(6,) la rotazione attorno all’asse e(®) che porta il vettore v:=Ue® sul
piano coordinato 7, s = {x2 = 0}. Sia poi §:=U?(6s) la rotazione attorno all’asse e
che porta il vettore Rv su e®). Sia ora T:= SRU e si dimostri che T' & una rotazione attorno
all’asse e(®). Da questo segue Iasserto.

A.3 (i): Osservando che %W(t)kﬂ = ~(t)¥, si ha, per y(a) = zg e v(b) = 21,

k+1
Y A () L () Lt [ A At A
2¥dz = — dt = = :
y , dt k+1 k+1 k+1

(ii): Si usi il punto (i) per far vedere che, nel caso di serie di potenze, le definizioni di integrale
complesso date in A.2 e A.3 coincidono.
A.6: Se fosse e = p/q, varrebbe (A.9) con z =1 e con N = g, etc.

. , Ak tk‘ tk
8.1: Poiché [| A% < A ¢ | Yyng 2otk < Fyog U1 ARug| < Fyng 10| AF]|Jug| che per

AT

definizione corrisponde a |ugle
8.6: e = <ycs?§1111h$jy a:;)esrlllhzzy>; (si prenda A := <(2 be(;l t) e b:=0 e si usino i punti (i)
e (ii) qui sopra).

8.8 (i): 7 — (¢, 7) & la soluzione di (8.67) con dati iniziali u(7) =0 e /(1) = f(7).

8.13: Z(t) :=x(t + T') soddisfa lo stesso problema di Cauchy di x(t).

8.15 (i): Per r e T} sufficientemente piccoli possiamo assumere che c¢:= supp, 7 |fz|To < 1.

Sia @o(t;x) ==, p;(t;z) =x+ ftzf(apj,l(T, x),7)dr. Dall'ipotesi fatta segue che ¢; converge
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uniformemente su D x I. Per induzione si dimostra che p; € C1(D x I). Sia A; : 88% Allora,
su D x I, sihal|[A; —Aj_1|| < c||Aj—1 — A;j_2]| e da questo segue che anche A; converge
uniformemente in D x I. L’asserto segue ora dalla generalizzazione a piu variabili del Teorema,
di derivazione sotto il segno di integrale.

9.14: Si cerchi u della forma v = )", -, b,(t) sennwx.

9.17 (i): Si moltiplichi (9.72) per u; e si integri per parti; (ii):se ce ne fossero due, u e v, si
consideri la differenza w:=wu — v e se ne calcoli ’energia.

7.1 (4): se ) denota la successione che ha tutti zeri tranne arg-j )
{zM 2@ }; (5)+(9): C(I) contiene I'insieme {1, x, 22, ...}.

7.2 (ii): u = Zkgl E=2(z/r)f e v = Zk21(x/r)k.

7.4: Sia X uno spazio vettoriale (diciamo su R) di dimensione n e si fissi una base e e,
Si consideri I'isomorfismo ¢ : 2 € R® — 3" ;6 € X. Se || ||, ¢ una norma su X si definisca,
per x € R, |z|q:=|¢(2)]|s e si dimostri che | - |, & una norma su R™.

7.7 (i): Se v & un autovettore di A con autovalore ), allora |A|| > |Av| |v|~! = |A|; (ii): se
Ai, € tale che |\;,| = max |)\;|, considerare il versore e(lo ; (iil): [Uv]2 = Uv-Uv=v-UTUv =
v-v = |v|% (iv): se A & reale e simmetrica puo essere diagonalizzata tramite una matrice
ortogonale, si usino poi i punti precedenti.

7.12 (i): Slan=m = 1e E = [~1,1] e si prenda f(z) = /|z[; (ii): Sia f una successione di
Cauchy in (Lip(E,R™), || - |lLip); allora f; & di Cauchy in (C(E,R™), || |lc,£) € dunque esiste
f € C(E,R™) tale che || fx — flloo,e — 0; sia M = supy, || fx|lLip che, essendo fj di Cauchy, ¢
=@, [f(@)=f@)l

713 (i):Stan=m=1e E=[-1,1] esi prlené/z‘x f(z) = |al|o‘;y(ii): la dimostrazione ¢ uguale
a quella per lo spazio Lip(E,R™) in 7.12.
7.22: Se f € X allora |f(z) — f(y)|/|z —y| < ||f| |z —y|*~! e prendendo il limite per z — y
(essendo o > 1) si ottiene che f' =0su E.
7.24: Sia y = i cosicché (7.51) ¢ equivalente a lim [y[, = 1 se |y|o = 1; si dimostri, prima,

= 1, /P contiene 'insieme

un numero; allora, per ogni x # y, M > Uia e dunque || f|lLip < 0.

che |y|, > 1; per dimostrare I'uguaglianza si osservi prima che se 0 < a < 1, (1 + aP)P — 1.
728: p<q = (P C (9.

. : . 1 (g2
7.34: | A]| <1, infatti per ogni f € X, [(Af)(@)] < [|flloc, o1 €7 dy < || flloc,f0,11-
7.35: Esistono infiniti inversi destri dati da T, : z:={xg, 21, 2, ...} = Tox:={a, o, z1,...};
ITe]| = max{|a|,1}. Su Y :={x € £*° : o = 0}, S ha per inverso Tp.

7.36: et = cost  sent : infatti, poiché A%2 = —I si ha che:
—sent cost

(At)k At 2k+1 k t2k+1
A
2 Z . +Z = 2= G L Y
k>0 k>0 k>0 k>0 k>0
7.39 (i): deriva dall’equivalenza delle norme || - || e || - [|oo [nella norma | - || Pesistenza del

limite del rapporto incrementale (A(t) — A(tg))/(t — to) & equivalente all’esistenza di tutti
i rapporti incrementali (A;;(t) — A;;(t0))/(t — to)]; la matrice (A(t) — A(to))/(t — to) ha

per elementi di matrice (A;;(t) — A;;j(t0))/(t — to); (ii): per il punto (i) si ha ((AB)/)__ =
ij

(AB)i;) = X4 (AinBg) = X3 AU Biy + 32, A By, = <A’ ) (AB’)H; Laltra identita
ij ij

si dimostra allo stesso modo; (iii): poiché AA™! = I in un intorno di ¢y, derivando tale

identita in ty (essendo la matrice identita costante si ha che I’ = 0), dal punto (ii) segue

che: 0 = (AA™1) = A’A~1 + A(A™1) ovvero la tesi; (iv): segue dalla definizione di derivata

parziale.
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7.37 (i): A2 = diag (M\},...,A2); (ii): Se v € R™ & un autovettore per A € Mat(n x n) allora
A%y = N2, ete. (iii): (T7TAT)? = T-1A2T), ete. .



	Topologia euclidea e funzioni continue
	Struttura euclidea
	Successioni e completezza
	Funzioni continue
	Generalizzazioni
	Compattezza
	Connessione
	Esercizi e complementi

	Differenziabilità
	Funzioni differenziabili
	Funzioni C1
	Derivate successive e funzioni Ck
	Differenziali e derivate di funzioni vettoriali
	Esercizi e complementi

	Integrale di Riemann
	Definizioni
	Proprietà elementari
	Integrali iterati
	Le funzioni integrabili secondo Riemann
	Esercizi e complementi

	Diffeomorfismi
	Preliminari: spazi di matrici; lemma delle contrazioni; integrazione di funzioni vettoriali
	Teorema delle funzioni implicite
	Teorema della funzione inversa e diffeomorfismi
	Diffeomorfismi e integrazione: Il teorema del cambio di variabili
	Esercizi e complementi

	Proprietà locali di funzioni regolari
	Formula di Taylor
	Punti critici
	Successioni e serie di funzioni
	Serie di potenze e funzioni reali-analitiche
	Esercizi e complementi

	Integrazione su varietà
	Varietà immerse in   R n 
	Misure e integrali
	Teorema della divergenza
	1–forme differenziali
	I teoremi classici di Green e Stokes
	Esercizi e complementi

	Introduzioni agli spazi funzionali
	Esempi
	Serie di potenze di matrici
	Esercizi e complementi

	Introduzione alle equazioni differenziali ordinarie
	Un teorema ``generale'' di esistenza ed unicità
	Dipendenza dai dati iniziali
	Intervalli di esistenza
	Sistemi lineari
	Alcune classi di equazioni risolubili
	Stabilità in sistemi lineari a coefficienti costanti
	Esercizi e complementi

	Introduzione alla teoria di Fourier
	Serie di Fourier
	Trasformata di Fourier
	Esercizi e complementi

	Il campo complesso
	I numeri complessi
	L'esponenziale complesso e le funzioni trigonometriche
	Esercizi e complementi
	Sviluppi in serie di funzioni elementari
	Esercizi e complementi

	Algebra Lineare
	Esercizi vari
	Suggerimenti e soluzioni di alcuni esercizi

