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Avvertenze

Queste “Lezioni” raccolgono appunti da me usati nell'insegnamento del corso di
Analisi Matematica 2 presso le Facoltd di Ingegneria dell’Universitd di Roma
“Torvergata” (anno accademico 1993/94) e di Scienze dell’Universitd di Roma
Tre (corsi di Laurea in Matematica e Fisica, anni accademici 1994/95, 1995/96,
1996/97).

Gli enunciati dei vari Lemini, Teoremi, Proposizioni etc. sono nwmerati consecu-
tivamente all'interno di ogni capitolo; ad esempio, I'Osservazione 4.12 si trova nel
capitolo 4 tra il Lemma 4.11 e I'Esempio 4.13.

Alla fine di ogni capitolo vi & una sezione, intitolata “Esercizi e complementi”, che
contiene esercizi (preceduti dalla lettera E), “complementi” (preceduti dalla lettera
C) ed alcuni “richiami® (preceduti dalla lettera R). Sono quasi completamente
assenti alcuni tipi di esercizi “standard” (ad esempio: esercizi sull’integrazione
esplicita di funzioni di pilt variabili, esercizi sulla risoluzione esplicita di equazioni
differenziali) ed & pertanto indispensabile consultare altri testi di esercizi. Alcuni
degli esercizi di queste “Lezioni” sono stati proposti, negli anni passati, come prove
scritte per le valutazioni di fine corso.

L’intuitc e la comprensione matematica sono (e devono) essere spesso basati su
“figure geometriche, diagrammi” ete.: la mancanza di figure in queste “Lezioni” &
esclusivamente dovuto alla provvisorieta della stesura.

Ringrazio i miei colleghi Lucia Caramellino e Carlangelo Liverani per innumerevoli
suggerimenti e migliorie. Ringrazio anche gli studenti dei corsi in cui queste “Le-
zioni” sono state seguite per il loro fondamentale feedback e per aver segnalato
errori di stampa e imprecisioni (che temo non siano ancora del tutto scomparsi).
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0 Disuguaglianze di Cauchy e disuguaglianze tri-
angolari
Senza dubbio la disuguaglianza usata pih frequentemente nello studio dell’analisi
su R (il campo dei numeri reali} &
o +yl < =l + ol (0.1)
valida per ogni coppia di numeri reali z e y.

In questa sezione dimostreremo alcune disuguaglianze, legate a (0.1), che saranno
di fondamentale importanza per lo studio dell’analisi su R™ o su altri spazi.

La prima & la disuguaglianza di Cauchy in B": se z = (21,...,Tq) ¢ y =
{11, - Un) sono elementi {o “vettori”) di E™ allora si ha

i lzeye] < (i 1$k|2)% (i iyﬂz)
k=1 k=1 k=1

La disuguaglianza di Cauchy vale anche per n = oo. Piu precisamente, siano

{zr}r>1 € {yr}x>1 due successioni di numeri reali tali che le serie a termini positivi
oo T @ ¥+ o] 2 . fee]

Sorer k| e 307, |ys|* convergano, allora anche la serie 3. lzpyx| converge

ed inoltre si ha o o e .
S tmend < (3 k) (1wl (0.3)
k=1 k=1 k=1

Sostituendo le serie con integrall si ottiene la seguente disuguaglianza di Schwarz
(0o “di Cauchy-Schwarz”): sia (a,b) un intervallo in R finito o infinito (ovvero
—oo < a < b < oo) e siano z(¢) e y(¢) funzioni definite su (a,b), a valori in R e *a
guadrato sommabile” ovvero tali che!

1
2

(0.2)

b b
[stwra <o, [lopa <o,
a a
allora la funzione ¢ — |z{t)y(2)| & integrabile su (a,b) e si ha

/ lettte) i < / ete Par) / uord)” (0.4)

Da queste tre disuguaglianze di Cauchy, seguono facilmente le seguenti disugua-
glianze triangolari: se «) e ¥, sono numeri reali (k = 1,...,n)}, allora

(ilzk +yk12)% < (iimkﬁ)% - (ilyklg)% : (05)
k=1 k=1 k=1

1Qui “integrale” sta per “integrale di Riemann” {si veda 0.1).




se {z;}, {yr} sono successioni di numerl reali, allora

(Skernd) < (S + (Sme)s o9
k=1 k=1 k=1

se x(¢) e y(t) sono due funzioni continue su (a, b) (stesse ipotesi fatte prima), allora

([ ke +vore) < ([ewra) +([wora)t . oo

I nome “disuguaglianze triangolari” deriva dalla geometria euclidea. 81 considert,
ad esempio, il caso di (0.5) nel caso reale e con n = 2 e si identifichino punti
x=(z1,29) € B con vettori con il primo estremo nell’origine (0,0) e con il se-
condo estremo nel punto di coordinate cartesiane (1, z4). Dal teorema di Pitagora
segue che la lunghezza (euclidea) del vettore z = (x1,z¢) & data da \/z} + z%. Ri-
cordando la “regola del parallelogramima”, risulta quindi evidente che la relazione
(0.5) non asserisce altro che “in un triangolo, la lunghezza di ogni lato non supera
la somma delle lunghezze degli altri due”.

Dimostrazione di (0.2). Nel casoin cul 2 =0 (ciot 2 — O per ogni k) o y = 0,
la (0.2) & ovviamente verificata (con il segno =). Assumiameo dungue che sia z che
y siano diversi da zero {ovvero che abbiane almeno una componente non nulla);
cid & equivalente a supporre che

b= {0.8)
Definiamo Ty = % el = % Allora,
1% n )
=1, vi=1, (0.9)
k=1 F=1
e la relazione {0.2) risulta essere equivalente a
n
DGl (0.10)
k=1
D’altra parte, per ogni o e 8 in R, si ha
2 2
ag <2 ;ﬁ (0.11)




da cui segue (0.10) e quindi la validita di (0.2). M

Dimostrazione di (0.3). Da (0.2) segue che, comunque si fissi un n € N,

S kel < (3 ) (L) < (D) (Zwek) - 012
k=1 k=1 k=1 k=1

Prendendo ora il limite per n che tende ad infinito in tale relazione si ottiene la

(0.3).

Dimostrazione di (0.4). Evidentemente & sufficiente dimostrare la {0.4) per fun-
zioni non negative. Dividiamo la dimostrazione in tre parti.

(1) Assumiamo che z(¢) e y(t) siano due funzioni (non negative e) a scalini su [, b]
con —o0 < a < b < 0o, Senza perdlta di generahta possiamo assumere chez ey
siano costanti sugli stessi intervalli: ¢ = 30 | TxXp, o ¥ = DO YeX,, - Notando

che® ay = Zk:i TryrX;, » da (0.2) segue chet

&
fﬂ-'(t)y(t)dt = fzﬂ?hyxxf (t)dt = ZIA?JLIM

akl

Z

1

Z(xk Hx) (mﬁ)<(Z%U&l)%(iymfﬂ)ﬁ

k=1 =1 k=1

(f :c(t)zdt)i(/a y(t)zdt)%.

a

H

(2) Assumiamo ora che z{t) e y(¢) siano (non negative e) integrabili secondo Rie-
mann su {a,b] con —oo < @ < b < oo. Sia ¢ > 0 un numero positivo arbitrario.
Dalla teoria dell'integrazione secondo Riemann® segue che esistono quattre fun-
zioni a scalini su [a,b], z, %, y, Jtaliche: 0 <z <2 <F0<y<y<H

IA

SUP[, 5 2(t) = supp, 4 Z(t), sUP[, 5 ¥(t) = supp, s F(E); / (1) — z(@)dt < &,

b
f (#(t) — y(t))dt < =. Da quest’ultime proprietd segue che, se M denota un
a

25i ricorda che la funzione caratteristica di un insieme E, denotata o — xz{z}, & la funzione
che vale 1 se ¢ € F ¢ 0 altrimenti.

3Poiché gli insiemi Jp sono a due a due disgiunti si ha che Xrenz; = 51"‘)“& (dove
dix denota il delta di Kronecker che vale 1 se k& = j e o altrimenti); duflque: Ty =
(E;:;l TiX, )(Z?;l YiXy,) = sz,j=1 TRY N, Xi, = EkN‘jﬂ LrYiXgn1; = S TrYXg, -

18i ysi la (0.2) con e gy sostituiti da =3+ /|7| e da yi+/|I1| dove |Ii| denota la Junghezza
dell’intervallo 1.

58i veda, per esempio, 0.1.



maggiorante per 'estremo superiore di = e di y su [a, 3],

& . &
] @) —z(0)dt = f (2(t) - 2(O)EE) + 2(6)de

| A

ZM/ — z(t))dt < 2Me,

5/
] G0 - y(0))dr = / () - YY) + y(0))de

[FAY

EMf Ndt < 2Me.

Dungque, per il punto (1),

(jubx(t)y“)dt)? < (f Ee jt)dt)
< (/ “atar) ( / ECR)
< ( /a s+ 20 e)( / y2ds + 2M:)
< ( f bm(t)‘zdt) ( f by(t)?dt) b e (4090 — a) + 43%)

Dall’arbitrarietd di £ segue la (0.4) sotto le presenti ipotesi.

{3) Sia ora ~o0 € a < b € co. Per il punto (2) la {0.4) vale con a e b sostituiti da
Gebceona<a<b< b Prendendo in tale relazione 'estremo superiore su @ > a
e su b < b si ottiene (0.4).

Dimostrazione di (0.5) e di (0.6). Da {0.1) segue immediatamente che per ogni
coppia di numeri reali z e w si ha
|z +w)® < |2]* + |w|? + 2)z]|w] {0.13)
(basta elevare al quadrato la relazione (0.1)). Dunque la relazione
e 4 ot b () s ()
(32 (ol + e+ 2l funl}) " < (D ll) " + (o mel?)” 019
k=1 k=1 k=1

implica la {0.5). Elevando al quadrato la (0.14), si verifica immediatamente che
tale relazione & equivalente a (0.2} ¢ che quindi (0.5) & vera.

a (0.6) segue da (0.5) prendendo il limite per n -+ co. B

Dimostrazione di (0.7). Basta ripetere I'argomento usato per dimostrare (0.5),
osservando che

b b
j () + y() Pt < f (2®OF + @) +22(0)] lu())ar . B



Osservazione 0.1 (i) La (0.3) con n = 2 & equivalente alla disuguaglianza {0.1)
con z e y complessi ovvero con® =) +izy e y =y + iy,

(ii) Anche le (0.2), (0.3), {0.5) e (0.6) valgono per z e yx in C e le dimostrazioni di
tale disuguaglianze nel caso complesso sono identiche a quelle date nel caso reale
(basta sostituire le parole “reale/i” con “complesso/i”).

(ili) In effetti, anche le disuguaglianze integrali valgono per funzioni complesse di
variabile reale (ovvero funzioni da E C R con valori in C; tali funzioni verranno
discusse in 1.25).

Esercizi e complementi

R 0.1 (Richiami sull’integrazione di Riemann di funzioni di una variabile)
Si ricorda che una funzione f definita su di un intervallo limitate I ¢ R si dice inte-

grabile secondo Riemann su [ se per ogni g > 0 esistono ag= infl < a1 < --- <
a3 sup [ tali che

N
S [ o sw- wm f@)] Go-am <6 (015)
i=1 ej—y<a<a; Ao <2Cag
in tal caso si ha che
N

sup ( inf  flz ) ai — ai—1)

ap<Ca < <an ; Gi— ] <c<a; () (
N

- a.o<a1n<1-f--<a;v ; (ai_fgf(a‘. f(w)) (ai B u’i_l) (0-16)

{dove gli estremi superiori ed inferiori prima delle somme sono fatti su tutte le possibili

scelte det punti ap=1Inf! < e1 < -++ < ay=sup/f con N arbitrario} e tale comune
valore & per definizione Pintegrale di Riemann di f su I e si denota con i simboli fff(us)da:,

Lf(t)dt, J:,f, J:Jf(m)d;r: {dove a=inf I, b= sup 1), etc.
Da tale definizione segue facilmente che 'integrale di Riemann gode delle seguenti pro-

prietd: se f e g sono funzionl integrabili secondo Riemann sull’intervallo limitato I di
estremi a e b e se a e @ sono numeri reali, allora si ha

]] (af + Bg) = (a f, f) n (3 [I y) . (linearita) ,

f=0sulf = /f >0, {positivitd) ,
i

b c b
/f=[f +ff, Yec{ab), (additivitd) ,

5 Clome d’uso comune 7 denota l'uniti immaginaria pura del campo complesso (ovvera +/—1);
il “modulo” o “valore assoluto” di un numero complesso z = z + iy € C con = e y numeri
reali (e rispettivamente parte reale ed immaginaria del aumero complesso z) € definito come
Vvl + 32 = /2%, dove 7 denota il “complesso coniugate” di z ovvero il numero complesso
T —iy.




(& implicito nella formulazione deil’ultima proprieta che f & integrabile secondo Riemann -
st gualunque intervallo J C I} inoltre dall’integrabilitd secondo Riemann di f segue
anche che la parte positiva di f, f. = max{f, 0}, la parte negativa di f, f_ = —min{f, 0},
ed il modulo di f, |f|= f+ + f-, sono anch’essi integrabili secondo Riemann su 1.

Propaosizione 0.2 Sia f: I C R — R une funzionec uniformemente continue sullinter-
vallo limitato I. Allora f & integrabile secondo Riemann su I e comungue si fissig > 0
esiste § > O tele che, per ogni scelta di punti ap=inf I < ay < -+ < axv=supl con
sup; lo; — ai—1| £ 5 € per ogni 2 € [ai—1, ] N si ha

/f(w)d-v - Zf(w (i —ai-1)] e (0.17)

i=1

Dimostrazione Sia a = uf [l e b= sup ] (essende T limitato (b~ o) < o). Dato e > 0
sia § > 0 tale che {f{x) — f{y)| < e/(b~a) per ogni 2,y € I con |z — y| < 4. Allora, per
ogni scelta di punti go = inf I < oy < - < ay = supf con sup, |a; ~ a;-1]| < & la {0.15)
& chiaramente soddisfatta’. Inoltre, poiché

| [ f@)de — i‘f(m (2 —asc)|

1A i
é\?? \
i
=
T 02
g x]
= =
; &

anche la {0.17} & soddisfatta. i

Pa questa proposizione segue immediatamente che se f : 7 € R - R & una funzione
uniformemente continua sull mtervaﬂo limitato I, comunque si prendauo, per N > 1,
punti at™' = inf I < ol < a'¥ = sup T con limy -0 SUP) i al™) — N)| Z 0

e comungue si scelgano, per 1 <4 < N £(N) € [aff,aw)] NI siha

Jim Zf{m MY (@™ - ey = [ fla)de . (0.19)

Integrale di Riemann e funzioni a scalini Una funzione f: J — R, con I ntervallo
di R, si dice a scalini (o anche “costante a tratti”) su I se esistono IV intervalli a due a
due disgiunti [ C J ed N numen reali oy tali che f(2) = Zf::] arx,, (). Se, in (0.15)

73i noti che per ogni intervallo J,

sup |f(z) — f{y) =sup f—inff, {0.18)
2, yES J J

infatti: ¥ @,y € J, flo) ~ f(y) < 1f(z) — Flul < supyr yreg 1f(2") — F{¥/)| e prendendo
I'estremo superiore su @ € J e poi Pestremo inferiore su y € J si ottiene che sup; f —inf; f <
SUPy et (T} — Fla)|; d’altra parte dati =,y € J, se (per fissare le idee) f{x) > f{y), si ha che
F(z) — Fly)| = f(a:) Fly) < supy f —infy f e prendendo Pestremo superiore su z,y € J sl
ottiene sup., e, [f(2) — fly}| < sups f—infs f.



con I=[a,b], prendiamo I =[ag-1,08) per L £k < N~ 1, In={an-1,b], o = infy, f,
Bk = supy, f, la (0.15) diviene

b
f (o) — fi(2)dz < = (0.20)

dove fa= Zf:l Bexy, e fi= z::zl @ x;, sono due funzioni a scalini su {a,b] tali che
fi < F < fo. Tale relazione pud dungue essere presa a definizione dell'integrabilith di f
secondo Riemanyn,

Alcune estensioni delPintegrale di Riemann Nella definizione di integrabilita se-
condo Riemann data sopra vengono presi in considerazione solo insiemi limitati; inclire
da {0.15) segue anche che f & limitata su® I. B’ naturale estendere la nozione di integra-
bilitd secondo Riemann ai casi in cui o I'intervalle I & illimitato (ad esempio I = [0, c0))
oI =R) efo al caso in cui f non sia limitata su I (cioe sup,«; |F(z)| = o).

Cominciamo col definire 'integrale di f su [zo,5) con —co < 20 < b < oo: sia f 1 [xo. b) —
R ed assumiamo che

(i) Vxo <y < b f sia integrabile secondo Riemann su [xq, y);

(ii) sup fy{f(:cﬂdm < o5,

zoly<b o,

¥

In tal caso esiste il limite® lin't/ flz)dz e tale limite & per definizione 'integrale di
v S

Riemann di f su [z, b).

Esempi: (a) zo =0,0=1, f=1/(v/1—z). Intal caso perogni 0 <y < 1

¥ ¥ Ir ¥ ] 1
de = & = 21— /1= =i = =2.
[mfmz fo =TT = s [ _rp/f /wgf

(b)zo=1, b =00, f(x) =1/ In tal caso perogni 0 <y < 1

¥ Y de 1 v v b
ff(a:)dw: —=l-n = sup f:lim[fz]f:l,
2q p ¥ ¥ 0<y <l Sy v L -

In modo del tutto analogo si definisce I'integrale di Riemann di f su intervalli della forma
{a,20) con'® —o0 < & < 2y < oc. Per intervalli della forma (a,b) con —so <a < b < oo
gl sceglie un punto arbitrario g € (a, b} e si dice che f & integrabile secondo Riemann su
(a,b} se f & integrabile secondo Riemann su {a,zo] € su [ze,b) ed in tal caso Vintegrale

o b
di Riemann di f su (a,b) & definito come f f—f—/ f; chiaramente tale definizione non
g

(3
dipende dalla scelta di'' zq. Infine si pud estendere immediatamente per additivita la
nozione di integrale secondo Riemann ad insiemi che siano un’unione finita e disgiunta di

5Esercizio 0.2.
9Esercizio 0.3.
10Naturalmente la (i) si sostituird con: (ifi) sup |f| < co.

a<y<ag
U Egercizio 0.4,



mtervall (imitatl o illimitati): ad esempio la funzione 1/4/|2| si dird integrabile secondo
Riemann su E=[-1,0) U (0,1] ed il valore del suo integrale sara dato da

vt

Integrale di Riemann in senso improprio B’ possibile estendere ulteriormente la
nozione di integrale di Riemann cosi da dar senso, in alcuni casi, a L b f anche qualora
{11) o {iii) non valgano. Consideriamo dapprima il caso di f : [20,8) = R {con —o0 <
o < b < 00): se vale (i) ed al posto di {ii} vale solo

(iiy’ 3 hm/ flz

si dira che f & integrabile secondo Riemann in senso improprio su [zo,b) ed il va-
lore dell'integrale di f su [zo,b) sard dato dal limite in (ii)’. Analogamente si definisce
I'integrale improprio secondo Riemann di f su (a,20] 0 su (a,b).

sen

Esempio Sia zg = 1, b = oo, f(z) = . In tal caso f non & integrabile secondo
Riemann su'? {l,00) mentre & integrabile in senso improprio: per ogni 1 < y < oo,

integrando per parti,

y , ]
f XN dr = cos1— ¥ _ [ 220 da {0.21)
r F ¥ 1

e dunque, poiché {cos z) /.’L‘Q & integrabile secondo Riemann su [1, co), prendendo il limite
per ¥ che tende ad infinito in (0.21) si ottiene che

= senw * cosz
/ dz = cos 1 —/ ——dr
I T
1 1

Integrale secondo Cauchy in senso improprio Concludiamo menzionando una
nozione di integrale su R in un senso ancora pid debole del precedente: una funzione
f: R — R si dice integrabile seconde Cauchy in senso improprio se per ogniy > 0 f &
integrabile secondo Riemann su [-y, y] e se esiste il limite

(iv) lim yf(:c)da:
y=roo J_,

ed il valore di tale limite definisce fRf. Ad esempio la funzione f(z) = x & integrabile
secondo Clauchy in senso improprio su R e _[Q:ndx =,

E 0.2 Si dimostri che da (0.15) segue che f & limitata su I (ovvero che sup; |f] < o).
¥
E 0.3 5i dimostri che da (i) e (ii) di 0.1 segue P'esistenza del limite linréf flz)de.
A

E 0.4 Si dimostri che ia definizione data in 0.1 di integrale di [ su {a,b) non dipende
dalla scelta di xq.

2Esercizio 0.5.



Sen X

E 0.5 (i) Si dimosiri che la funzione fiz) =
su [1, 00).
(ii) St dimostri che la funzione f definita da f{0} = 1 e, per x # 0 da f(z) =

integrabile secondo Riemann in senso improprio su R e che .HR F=0
{iii) si dimostri che f non & integrabile secondo Riemann su alcun intervalle illimitato.

non & integrabile secondo Riemann

SER T |
&

E (.6 Determinare gli insiemi su cui & integrabile secondo Riemann la funzione — ==

g 5 VTl
E 0.7 Dimostrare che ogni funzione f : R — R continua e dispari & integrabile secondoe
Cauchy in senso impropio e }.‘Rf = 0,

E 0.8 Dare un esempio di funzione f: R — R che non sia integrabile secondo Riemann
in senso improprio, che sia integrabile secondo Cauchy in senso improprio e tale che

Rf>0

E 0.9 (i} Si trovino i valori di o € R per cui la funzione z* sia integrabile secondo
Riemann su (0,1).

(ii) St trovine i valori di & € R per cui la funzione % sia integrabile secondo Riemann
su [1,00).

E .10 Si dia un esempio di funzione f : R — R tale che: f sia integrabile secondo
Riemann su &, 7 > 0 e limsup,_, . f(z) = .



1 Serie e successioni di funzioni

Sia {15 }n>0 una successione di funzioni definite su un insieme £ C R ed a valori
reali. Vogliamo studiare il comportamento dell a serie! 3 u,{z) al variare diz € E.
Se, per ogni = € E, la serie numerica ¥ un(z Lonverge diremo che la serie S u,
converge puntuafmente. Una nozione pitt interessante & contenuta nella seguente
definizione:

Definizione 1.1 {Convergenza uniforme) Si dice che lo serie > u, converge
uniformemente in E se per ogni ¢ > 0, esiste un intero Ny tale che comungue si
prendano M > N > Ny ed z € E si abbia

M
| Y wnl(@)i <. (1.1)

n=N

Cio? la successione delle somme parziali® §°, . v un{z) 2 una successione di Cauchy
per ogni z € E e la scelta del numerc Ny per cui vale (1.1} & indipendente da x
ovvero e uniforme in z. In tal caso esiste, perogni z € E, Il Hmpy o0 ES:O up(x) e
se denotiamo con u{x) tale limite diremo che Ia serie 3 u,, converge uniformemente
in E au. Prendendo in (1.1) il limite per M — oo e l'estremo superiore per x € E
otteniama che la nozione di convergenza uniforme & equivalente a richiedere che

. 1.2
h_gnooé-upin;vul 0. (1.2)

Esempio 1.2 Laserie 3, ., z" sen 2 converge uniformemente in ogni insieme E
che non contenga lo zero e tale che b= sup{jz| : € E} < 1. Infatti, in tale insieme
E, jsen(njz)| <1, ¢

M n M M oc by
n n n n__
|E$sen5|5§ |m\§§b§§ b_l—b’

n=N n=N n=N n=N

e poiché quest’ultima quantitd tende a zero quando N tende ad infinito vediamo
che {1.2) & soddifatta.

13i ricorda che, data una successione {a,} = {eo,a1,a2..}, il termine “serie Zan” {o
Y e o an ©Y o an”) & usato normalmente con un duplice significato ed indica o “Ia
successione delle ridotte {z:=0 ax}” ovvero {qualora la successione delle ridotte ammetta un
limite) il “limite limp—oo E:zo a,”. Ad esempio, espressioni guali “comportamento della serie
Y an" o “la convergenza della serie ¥ as” si riferiscono al comportamento o la convergenza
della successione delle ridotte {Z::D ay }, mentre “il valore della serie Z ar" significa *il valore
del limite limn—co Zk —gan”-

?Data una successione {on} = {ao0,a1,.. } ¢ dato un numero intero N > 0, it simbolo
2n<N an significa z Aoﬂn = ap + a1 + -+~ + ay; analogamente il simbolo E:HZN an de-

nota la serie Z ty; pitl in generale, se Af denota un numero intero non inferiore a N oppure

n=N
- M
denota oo, il simbolo ENgngM an ha lo stesso significato di 3~ @
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In generale la somma Y u,(z), anche se le funzioni u,, sono regolari (ad esempio
derivabili un numero infinito di volte) ed anche se la serie converge assolutamente
per ogni z, non & una funzione continua di z. Consideriamo infatti il seguente

Esempio 1.3 Siaup =z e, pern > 1, u, = (z — 1)2™. Chiaramente la serie

)= Z un(z}

n>0

converge per & = 1 e (1) = L. Inoltre, ricordando il valore della somma della serie
geometrica di ragione minore di uno, vediamo che, per 0 < x < 1,

N N
Z wn(z}) = lim (:c + Z(a: - 1)3:”) =+ {z-1) lim z"
n=1 n=1

N—=oe
nz=0

z+{w—1)iw”2x+($——1)

n=1

1-:1:=0'

Quindi ta serie ) u, converge assolutamente per ogni x ma la sua somma & la
funzione che vale O per 0 <z < 1lel per x =1 ed & quindi discontinua.

L’uniforme convergenza garantisce invece la continuita della somma:

Teorema 1.4 (Continuita del limite) Se u, € C(E) e la serie 3 u, converge
uriformemente in E, allora 3w, ¢ una funzione continue su E.

Dimostrazione Sia u{z) = >, un(2) e siano z e xp due punti in £. Allora
comunque si scelga un intero N

I Z {un{z) — un{zo)} + Z Un(T) — Z un{zo)|

|u(@) — ulzo)i

REN n>N n»N
< ST funl®) ~ unlzo) + 25up| S unl- (13)
n<N Eoasn

Fissato € > 0, scegliamo N tale che supg |3, . v tn| < £/4 € d tale che [u,(z) —
un{%o)| < % per ogni |z — o} < d e per ogni 1 <n < N. Allora, da (1.3) segue
che |u(z) — ulxo)l < €, se lx — zg] < 6. |

Vediamo ora quando sia possibile derivare o integrare una serie di funzioni.

Teorema 1.5 {Integrazione di serie} Se u, € C(F) ¢ lo serie > u, converge
uniformemente in B, allore per ogni intervallo finito (0, b) C E si ho che fz Sy, =

> fotin.
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Dimostrazione Per ogni £ > 0 sia ¥ tale che, per ogni M > N,

Sup[ Z un <ef{b-a); (1.4)

n=N

si noti che tale disuguaglianza vale anche per M = oo (51 veda la (1.2)). Allora

M b y M
Un] € | < 5. 1.5
IZN/ | /@;V | (15)

o . . b
Quindi la serie numerica 3 f . Un converge e da (1.5) segue che

b> / e (16)

n=N

Ora, da (1.4) {con M = o) e da {1.6) segue che

[Sw w2 [ Su-%

/]
[uul
¢ >N >N 4

lS“p{Z““|+ Zf:un|§2s

nrN n>N

IA

e dall’arbitrarieta di € segue ’asserto del teorema. i

Teorema 1.6 (Derivazione di serie) Sia E un insieme aperto e u, € C'(E),
n > 1. Se > u, converge punivalmenie e > ul, converge uniformemente in E,

elloraw = Y u, € CHE) eu' =3 uy.
Dimostrazione Sia x € E, 2 + h € E e definiamo

A (zhy= tm@E hg ~Un(®) _ () . (1.7)

St fissi € > 0 e sia N tale che supg lZn>N ub(z)] < =/4 (tale N esuste poiché
3w, converge uniformemente); infine sia & > 0 tale che A, (z; h)| < 5% per ogni
|k < & eperognil <n < N (tale § esiste poiché h — A, (x h) & una funzione
continua in A = 0). Allora, dal teorema fondamentale del calcolo e dal Teorema 1.5
segue che

‘__(_%‘;i@_—_”_.m A (x){—|2z_\.n(x h)
:] Z Az h) + Z Ay :c;h

n<N n>N

12



n<N n>N n>N
=E{A(mh|+\2] ”:n+thdt|+|z ul ()]
n<N n>»N
=Y |An(zh |+V S w+thdtl+} > ul(e)]
nLy n>N n>»N
< Z |An(z; b} +f | Z 1z + th)|dt + | Z up(@)| <e. (1.8)
n<iN n>N n>N

Dunque il limite del rapporto incrementale di w in z esiste e coincide con > uy, (&}

Le ipotest di quest’ultimo teorema possono essere indebolite; s1 veda 1.15 a fine
paragrafo.

L.a seguente nozione di convergenza, assai utile in pratica, implica la convergenza
uniforme.

Definizione 1.7 (Convergenza totale) 3i dice che la serie 3 u, converge to-
talmente in E se converge lo serie numerica 3 supg |u,!.

Quindi, la nozione di convergenza totale & equivalente a richiedere che

lim Z Sup un| =0

N—oo
n>nN

e si confronti tale relazione con {1.2). La nozione di convergenza totale &, come ci si
aspetta, pit forte della nozione di convergenza uniforme: in 1.6 viene prodotto un
esempio di una serie y_ u,, che converge uniformemente in [0, 1] ma non totalmente.

Alla successione, {fn}, di funzioni definite su E ed a valori reali, associamo la
seguente serie di funzioni

w=fo, we=fi— fi-1,(k21), cosicché fo= up. (1.9)
k=0

E’ chiaro quindi che & possibile tradurre tutti i risultati di questa sezione al caso
di successioni di funzioni. In particolare, si ponga

Definizione 1.8 (Convergenza uniforme) Si dice che la successione fr, con-
verge uniformemente in E se, per ognic > (0, esiste un intero Ny tale che comunque
st prendano M, N > Ny ed x € E si abbia

[Far(e) — fa(z) < €. (1.10)
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Dungque f,, converge uniformemente su F se e 0lo se la serie Y ug, con uy, definita
in (1.9), converge uniformemente e dai Teoremi 1.4, 1.6 e 1.5 seguono immediata-
mente 1 seguenti risultati:

Teorema 1.9 (Continuita del limite) Se f, € C(E) e la successione f, con-
verge wniformemente in B, allora f(2) = linn.ae fa(x) & une funzione continua

su B

Teorema 1.10 (Integrazione di successioni di funzioni) Se fr, € C(E) ¢ la
successione [, converge uniformemente in E, allora per ogni iniervallo finito
{a,b) C E si ha che fi lim f, = limfifn.

Teorema 1.11 (Derivazione di successioni di funzioni) Sis I un insieme
aperto e f, € CH{E). Se f, converge puntualmente e f!. converge uniformemente,
allora f = lim, oo fr € CH(E) e f' =lim f}.

Osservazione 1,12 (i) Se E & un insieme cotpatto e f, € C(E), le funzioni f,
sono uniformemente continue su E. Se le f, formano una successione uniforme-
mente convergente, segue dal Tecrema 1.9 che il limite f = lim f, & una funzione
contina su £ e quindi ivi uniformemente continua.

(11) Grazie al Teorema 1.9 possiamo dire che f,, € C{F) converge uniformemente
su E se e solo se esiste una funzione continua f € C{E) tale che

Hm sup [fu(z) — fla){ =0. (1.11)
= G reE
Tale condizione & equivalente a

Ye>03IN: ¥Vn2>N , VeeE = |fulz)—-flx)[<Le. (1.12)

Se vale (1.11) diremo che f,, converge uniformemente a f (iop simboli: f, — f
uniformemente).

Esercizi e complementi

E 1.1 Dimostrare che valgono le seguenti due affermazioni: (i} Se un € C([g,b]) €3 ua
converge uniformemente in {(a,b), allora 3 un converge uniformemente in [a, b,

(i) Se un € C([a,b]), Y wn converge in (a,b) ma Y us(a) non converge, allora 5 u,
non converge unifermemente in {a,b),

E 1.2 Studiare la convergenza delle seguenti serie di funzioni di @, {ossia i trovino i piQ

grandi insiemi dove le serie convergono puntualmente, uniformemente e totalmente) al
variare, qualora appaia, del parametro reale o

14



" rsenn)”
’ (3) Z 1+ n%z

@ LI © Y o unms(Zi”)_l,
n=l =1

(6) gﬁgﬁ’ (N ;log [1+arctan(%)ﬂ],
() ;(;12”, (9) gf L w ;(_l}ne_(mgn)z

E 1.3 Si considerino le serie dell’esercizio precedente e si dia, per ogni @ nell’insieme di
convergenza, una stima superiore semplice di | 3 un(z)| in termini di z.

Esempio: la serie ) ., C“jin ha come insieme di convergenza E={zr : || > 1}. La
convergenza & puntual’e ed assoluta in E mentre & totale In ogni insieme della forma

(—oo,alU[b,oc) cona < ~1, b > 1. Per x € E si ha
D
- +x“ - i+ = f]® -1
e T
Rl T= % (el -1

E 1.4 (i) Siano Y ux e 3 vn due serie di funzioni convergenti uniformemente in E. 5i
dimostri che, per ogni a,b € B, la serie 3 (aun + bv,) converge uniformemente in £ a
ay o + b3 vn,

(ii) Siano f, e g due successioni uniformemente convergenti in [a, b} a, rispettivamente,
f e g. Si dimostri che f.gn converge uniformemente a fg.

|

E 1.5 Siaw =z, e, per n > 1, us = {x ~ 1)z", & € [0, 1]. Dimostrare direttamente che
la serie 3 un nou converge né totalmente, né uniformemente.

E 1.6 Sia ug=u,=0e, per n > 2, si definisca la funzione u,(z) come segue: sia

1 11 1 " 11 w_ 11 1
.=l - = -+ =], Inéw—mm——J—, L=[-—-+—
" [n n4’n+n4} [ nd n] " [?1 7 nt
S1a ora ty = 0sex ¢ Iy in I, un coincide con la retta passante per (L ;?;1;; 0) e per
1) mensre nell'intervallo I} un coincide con la retta passante per (;1; =r,0) e per

l. 1

w!n
Si dnmostrl che un € C(R) e che la serie Y wn converge uniformemente su R ma nen vi
converge totalmente.

E 1.7 Sia f, la funzione continua che vale Osex ¢ (0, 1) pera= 3 vale 1 e coincide
con una retta negli intervalli (0, 2%) e (&

Dimostrare le seguenti affermazioni:

(i) Emmn—os fa(x) = 0 per ogni z; (i) f» non converge uniformemente su [0, 1]; (iii)

lim [ fu = [ lim fr = 0.

Znn
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E 1.8 Trovare una successione di funzioni continue fr € C({0, 1]} convergente puntual-
mente ad una funzione continua f € C([0, 1]) ma tale che lim Llfn # folf.

E 1.9 Usando le proprieta di derivazione delle serie uniformemente convergenti, si calcoli
il valore delle seguenti serie:

(=] 3 oo

i)
E :553 E:Tﬁwn
n=1 n=1

E 1.10 Trovare delle formule ricorsive per calcolare

o0
E nfz" .
n=1

E 1.11 Per ogni intero N 2 2, caleolare

N-—~1

DN — k)2

k=1

E 1.12 Si dimostrino le seguenti identita

o o0 I
3 -a) = :}; S Kk (knt)(1-2) T = ) V0<a£1, YAz,
k=0 k=n

(1.13)

E 1.13 Si costruisca una successione di funzioni continue &, € C(R) che verifichino
le seguenti proprietd: (i) 8, > 0; (ii) du(2) = 0 se x ¢ [on,b,] dove a, e b, sono
successioni monotone che convergono a 0 rispettivamente da sinistra e da destra; (iii)
[ b= o =1.

E 1.14 (“Delta approssimata”) Una successione di funzioni {d,(z)} che verifichi le
proprieta (i), (i), {iii} di 1.13 prende il nome di delta approssimata. Dimostrare che se
{8} & una delta approssimata allora, per ogni funzione continua f € C([ao, bo]) si ha

nl;u;o/ dn () f{z)dz = f(0) . (1.14)

o

E 1,15 Dimostrare la seguente generalizzazione del Teorema 1.6

Teorema 1.13 {Derivazione di serie II) Sia E un intervalic aperto e up, € C'(E).
Se 3w, converge uniformemente in B e se esiste un punto to € I tele che o serie
3 un(zo) converge, allorau =73 un € C*(E) c ' = Y 1.

E 1.16 Dall'esercizio precedente si deduca la seguente generalizzazione del Teorema 1.11;
Teorema 1.14 (Derivazione di successioni di funzioni II} Sia E un intervalle a-

perto e fr, € CYE). Be f. converge uniformemenie in E e se esiste vo € E tale che
fnlzo) converge, allora f = limueo fr € CHE) e f = lim fr.
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E 1.17 Si dia un esempio di una serie di funzioni ¢ tale che 3 u;, converge uniforme-
mente su tutto B ma tale che > ua(x) non converge per nessun z € R

C 1.18 (Convergenza monotona e convergenza uniforme)

Proposizione 1.15 Siec K C R un insieme compatto, stano fn (pern 2 0) e f funzions
continue su K e toli che® fo t f [oppure f. | f]. Allora f, — § uniformemente su K.

Dimostrazione Per agsurdo: la negazione di “f,, converge a f uniformemente” &:
de>0: ¥nz03x, taleche |[flzn)— falza)l>e. (1.15)
Poiché K & compatto esiste ©,, — & € K. Daila convergenza puntuale di f. segue che
IN: |f(@)—fn(£')i§§ Yn>N. {1.16)
Per l'uniforme continuitad di f e fv segue che esiste § > 0 tale che
\flx) — fly)l < g e |frnlx)— fn(y) < :58_ YeyeKcomjz—yl <. (L17)

Dalla convergenza monotona di fa a f, da (1.16) e (1.17} segue che, per ogni z,y € K
con |z —y| < ¢ e per ogni n > N,

Ful@) = £uly) S F(@) — frly) < 1F@) — Fw(@) + (@) — fn W) < 5 -
Analogamente
£rl®) = £alg) > (@) — F0) 2 () — fn (0] — |f () — F @) 2 -5

e quindi

[fulz) ~ fuly)] < i , VYo, y€Keonjz—yl<d, VRN, (1.18)
Sia ora ko tale che fi=ng, > N e |E — zs| € 8. Allora, da (1.17), (1.16) ed (1.18) segue
che

|flaa) = falea)l £1f(2n) = S@+1F(Z) - falZ)| + | fa(Z) = falza)| £

ki

b o,

relazione che contraddice (1.15). Per il caso f, | f basta applicare quanto dimostrato a

—fne—f. 1

C 1.19 (Convergenza uniforme di funzioni monotone)

3 gi ricorda che una successione {a, } si dice monotona crescente [decrescente] se Yr, apyq >
@n [an+1 < @n]; {en]} 8 dice strettamente monotona crescente [decrescente] se Vi, ne1 > 0n
[eng1 < @n]; an T o significa che la successione {an} & monotona crescente e che liman = a;
2y, | o significa che la successione {an} & monotona decrescente e che liman = a; fo 1T f significa
Fn(x) T Flz) per ogni = ed analogamente per fn | f; una funzione f: E — R si dice monotona
crescente [decrescente] se ¥V z < y in E, f{z) < f(y) [f{z) > f(¥)]; una funzicne f : B — R si
dice monotona strettamente crescente [decrescente] e Vr < y in E, f{z) < f(y} [f(x) > flw).
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Proposizione 1.16 Sic K’ ¢ R un insieme compatto, siano fo (pern > 0) e f funziond
coniinue su K e tali che fu(x) — f(x) per ogni o € K. Se le fn sono funzioni monotane

crescenti per ogni n fo monetone decrescenti per ogni nj allora frn — f uniformemente
su K.

Dimostrazione Poiché f € C(K), f & uniformemente continua su K e dato ¢ > 0 esiste
d > 0 tale che |f{z) ~ fly)| € ecsea,y € K e |z -y < 4. Essendo K compatto @
possibile trovare insiemi a due a due disgiunti Ky,... . Kz taliche KiU--- UKy = K e
diam K; = sup, o, |~ y| < §; chiamiamo a; = inf K;, b; = sup K; {poiche K; C K e
K & chiuso, a;,b; € K per ogni i}. Poiché f. — f puntualmente, esiste N tale che per
ogni 1 i< M eperognin >N siha

[fnfas) — flai)] € 2, [falls) = flB)] S e .

Si osservi che dalla monotonia delle f, segue la monotonia di f. Sia z € K e sia j tale
cher € Kjeperognin 2 Nsiha

fz) = falz) £ f(b;) = Frlag) S |7 (b) = fulbi)l + | fnlls) — falay)| < 26,

ed analogamente
F@) — fa(x) 2 flag} = fabs) 2 ~1fla;) = fulag)l = [ falas) = falli)] 2 ~2¢,

ovvers | f(x) — falz)| < 2¢ por ognl v > N e per ogni x € K il che prova Vasserto. Per il
caso in cui le fn sono monotone decrescenti basta applicare quanto dimostrato a —fn e

.

C 1.20 (Equicontinuitia e Teorema di Ascoli-Arzeld)

Definizione 1.17 Una successione {f.} di funzioni fu : E C K ~+ R si dice equicon-
tinua (su E) se Vg > 03 § > 0 tale che |falz) ~ faly)| <, ¥n Vaoyte
Econle—y| <46,

Alcune proprietd elementari di successioni equicontinue sono raccolte nella seguente

Proposizione 1.18 Sia {f.] una successione equicontinue su £ C R

(1) Se ful(x) converge V x € D, con D dense in E, allora fu.{x) converge ¥V x € E;

(#1) se E & compatto e folz) — flz) V r € E allora fn converge uniformemente o f in
E’.

?

(i6t) se B é compatto e sup |fn(x)| < o0 per ogni x € E, oaliors supsup|fr{c)| < co.
i F)

n

Dimostrazione (i}: Sia o € E e £ > (1. Dalla definizione di equicontinuita segue che
1630 |fale) — falp)] < -3‘? Vo Vay€Econ|o—y <5, (1.19)

Poiché I & denso in E esiste & € D tale che | — xo] < §. Sia N > 1 tale che |fu(Z) ~

f=(F)| < /3 per ogni mn,m > N {criterio di Cauchy per la successione convergente

{f={®)}). Allora, per ogni n,m > N,

o) =~ o (@0)| < |fnlwe) = fo(@)] + (@) = (@) + [fm(2) — fml@0)| <,
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il che significa che {fn(zo)} & una successione di Cauchy e quindi convergente.

{ii): Dato £ > 0 sia 4 come in (1.19) e si osservi che prendendo il fimite per n — oo si ha
anche che |f(zx ) fly}| < /3. Poiché E & compatto si possono trovare k intrvalli aperti
B; di centro ="' € E di lunghezza 2§ tali che E C By U -+~ U By. Poiché f, converge
puntualmente su B, esiste N tale che |f,(2') — f(2*)]| < ¢/3 per ogni n > N e per
ogui 1 < ¢ < k. Dato un qualungue punto x € & esiste un 1 £ j<ktalechex € B e
quindi |z — %} < §. Dunque, per ogni n > N si ha

[Fal®) = F@)] € (@) = Ful@D] + () = Fl@9)] +1F (@) - fl2)] <e .

{iii): Dato £ siano §, B1,....B, come qui sopra. Sia M = sup sup|fa(z N, Sia « un
1<i<k n

qualunque punto in F e sia (come sopra) j tale che |z — :z:(j)| < 6. Allora per ogni n
fa(@)| < [fale) = fala" N + 2@ S 5 4 M,

da cui segue anche (iii). |

Teorema 1,19 (Ascoli, Arzeld) Sia E C R un insieme compatie e sia {fn} una suc-
cesstone equicontinue 4t funzioni su E tali che sup, |f={z}| < oo per ogni x € E. Allora
esiste une successtone {np} di interi toli che fo, converge unifermemente su E.

Lemma 1.20 {Trucco diagonale di Cantor) Siano a¥? numert reali {con n,j € N)
teli che sup,, ; (0] < oo. Allora esiste una successione di interi ny tale che le successioni

{a¥) rza convergoma per ogni .

Dimostrazione Poiché {a{!!} & limitata esiste una successione {nJc )1 tale che a ”
CONVerge; analoga,mente essendo {a m} limitata esiste una sottosuccessione {“k )} dl
{r (1)} tale che a' m converge; proseguendo indefinitivamente in tal modo si ottengono

. . oo i . i+1 N -
stccessioni di interi {nf)} tali che: (a) {niﬁ' )}k>g & una sottosuccessione di {nk )}L;)o,

{b} a(” converge (per k — oc) per ogni 1 € j < i. Definendo ny _n( ) si ha l'asserto

(infatti, per ogni j, {n;,m 41, ...} & una sottosuccessione di {n{'’}. |

Dimostrazione (del Teorema di Ascoli-Arzela) Sia D= {r; : j € N} una numerazione
dei ragionali in F (cosicché D @ denso in F). Dal punto {ifl) della Proposizione 1.18
segue che esiste M tale che |f.(z)] < M per ogni n e per ogni © € E. Applicando
il Lemma 1.20 con a%’ = f.(r;) si ha che esiste una successione {ny} tale che fu,(r;)
converge (per k - oo} per ogni r; € D. Dal punto (i) della Proposizione segue che fa, ()
converge per ogni = € E e per il punto (i) della Proposizione la convergenza & uniforme
in E.
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E 1.21 Sia E ia chiusura di un aperto limitato A e sia, per n > 0, fn € C{(E)NCYH{A).

Si dimostri che se sup |fi(z)] < oo allora {f»} & una successione equicontinua su F.
a:i(géb}

E 1.22 Sia fu(z) = cos{zsenn).

(i) Dimostrare che {f,} & eqmcontmua su [~a, a] per ogni a > 0.

(ii) Trovare infinite successioni {ﬂfc }rza tali che limg o0 f (= % uniformemente in

[—a,a] con fU # F9) se i # .

C 1.23 (Operatori alle differenze finite) Sia E un aperto di R e sia «w € C'(E).
(1) Dimostrare che per ogni x,a,b tali che fa +,b+z) C E si ha

b b
Eld;f u(z +t)dt =f o'z + t)dt . (1.20}

(i) PFisgfamo tre numeri &, 3,r tali che 0 < r < B~ a e tali che ja@ - r,8 4+ r] C E.
Definiamo ora un “operatore” Dy che, dato un numero h # 0 con |A] < r, associ alla
funzione w la funzione Dpwn che assume in = € [a, ] il valore

w(x -+ h) — u(x)
——
L’operatore D, si chiama operatore alle differenze finite. L’analogia con ['operatore

di derivata, D= d%, ¢ evidente: dalla definizione di derivata e dalle ipotesi su v segue
che

Dyulz)= (1.21)

}1% Drulz) = w' (2} = Dulz) Vz€lapf. (1.22)

(iil} L’osservazione fatta al punto {ii) si generalizza ad ordine n come segue. Assumiamo
u € C™(E) e definiamo definiamo iterativamente 'operatore alle differenze finite di
ordine p, per 1 <p < n e per [} < L, come

DYu(z) = Dh(DY  u){z) ; (1.23)
ciog
Diu(z) = w(x + 2h) — 2}z:§:c + h) + uiz) ’
Diu(z) = w(z + 3h) — 3ulz + ?1::) + 3u(z + k) — uiz) , (1.24)
e cosl via. Dimostrare che
illiir%]Diu(z)zu(P)(z), Yi<p<n, Vzelaf. (1.25)
(iv) Si dimostri che
Diu{z) = hlp f: (p) (Y ulz+ {2 - k) . (1.26)
Y
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E 1.24" (Una fungione C(R) mai derivabile) Diamo un esempio (dovuto a van
der Waerden) di una funzione continua su tutto R (periodica di periodo 1) ma che non
ammette derivata in alcun punto. Sia p(x) = inf, ¢z |z — n| la funzione che ad un numero
reale z associa la sua distanza minima dagli interi.

La funzione di van der Waerden & definita come

)EZP(%:O:}. (1.27)

Chiaramente, poiché 0 < p < 1, la serie in (1.27) converge totalmente e quindi il suo
limite f & una funzione continua. Facclamo ora vedere che f non & derivabile in alcun
punto. Poiché f & periodica di periodo 1, clog f(z + 1) = f(z) Ve € R, (lo si dimostri},
bastera far vedere che f non & derivabile per un qualungue z € [0,1). Fissiamo dunque
un tale z e sta £ = 0, c1a20s... il suo sviluppo decimale, ¢iogé o, sono numeri interi tra ()
efex = Zn>1 T - Per ogni intero n definiamo le seguenti quantita

= 0 ‘ - —1  se an = 4 oppure a, = 9
Tn = hin+1lad2bndo. s | altrimenti . ’
. n . 1 S Gny) <4
hn= 1077, En = { 1 sea., >5 (1.28)
Si ha allora (io si dimostril)
n n_4 n—m _ 1o Se N > m
p{10" (2 + hem)) = p(10"2) = p(2a + 810777} = p(2a) = { £en 107" sem<m
(1.29)

[Per la prima uguaglianza, si noti che 10"z = p + z, per un qualche intero p e si ricordi
che g & periodica di periodo 1. Per la seconda uguaglianza si noti che se a,41 £ 4 aliora
Zp € Tn + £, 1077 appartengono all'intervallo [0, %], mentre se an41 = 95 allora z, e
Tp + £, 107 appartengone all'intervailo [3, 1].] Quindi

m—1 m—1
T -+ h’m —_ z 011—-11'1 _
£ : ) o Z e - =3 a (1.30)
i n=0
€ poiché znm_'o £n NON converge per wm —+ oo si ha 'asserto. I

C 1.25 (Funzioni complesse di variabile reale)

Una funzione complessa di variabile reale & una funzione f: F C R — C. Se per ogni
z € E poniamo u{z) = Re f(z) e v(z)= Im f(z) si che

f(2) = ule) + iv(a) , (1.31)
dove u e v sono due funzioni da £ C R a valori in R Un esempio & dato dalla funzione
E(z)= cosz +isenc , relR, (1.32)

in tal caso B =R, u(z) = cosz e v{x) = senx.
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Le definizioni di continuita e di derivabilitd di funzioni complesse di variabile reale si
danno esattamente come nel caso di valori reali. Sia f: E C R -5 Ce u(z)= Re flz) e
v(z) = km f{z), allora:

(1) f si dice continua in xp € E se

Ve»0 36>0: |f(2)-flzo)l <z, VoeBconlz—zg<d;  (133)

dove | f(z)— f(zo)| = v/ (u(z) — u{z0))? + (v(z) ~ v{z0))?; f 2 continuain E, f € C(E,T),
se f & continua in ogni punto zo € E; f & uniformemente continua in £ se (1.33) vale
per ogni o € F (e la scetta di § & indipendente da zo);

(i) & € € & il limite di f per = che tende a x9 € E, & = limg o, f{z), se
Ve>0 Jd6>0: flzy—-al<e, YzcEcon0<iz—zol <8 (1.34)

(iif) f si dice derivabile in z¢ punto interno di* F se esiste il limite del rapporto incre-
mentale (f{2) ~ f(zo))/{z — To) per x — zo (5i noti che il rapporto incrementale & un
numero commplesso), tale limite, se esiste, & la derivata di f in z¢ e si denota con f'{zg)
¢ con c%[xu); se B ¢ R & aperto, f € O (&£, C) significa che f & derivabile in ogni punto
di F e la sua derivata f'(z) & una funzione continua su E; f & Ck(E,(C) si definisce
induttivamente come la classe delle funzioni tali che f*~1 {la (k — 1)-esima derivata)
appartiene a (" (E, C).
Infine, anche s¢ non servird direttamente in guesta discussione, & opportuno dare (o
ricordare) qui le definizioni relative a successioni e serie di numeri complessi:
(iv) Una successione {z;}rz1 di numeri complessi si dice di Cauchy (o fondamentale)
5e

Vex0 IN>0: |zp—-zmi<e, Vom>N. (1.35)

Una successione {zi }r>1 di numeri complessi converge a zp € C, limy .00 2k = 20, se
Yex>0 AN>0: |lzn—20|<e, ¥rR2N, {1.36)

Per serie di numeri complessi ), .| zx si danno definizioni analoghe definendo una serie
. e : . k

di Cauchy o convergente se tale & la “successione delle ridotte” {ij z; }x>1 e denotando

. . N i . . i § oo

il limite, qualora esista con 3 .- | 2 o anche con ZkZI 2

Osservando che

max{|a| , |8} < Vo + 8% < V2 max{le|, 18]}, Ve,8eR, (1.37)

si ha che se {2 }& una succesione di Cauchy di numeri complessi z, =z, + ty, € C tali
sono le successioni reali {zx} e {yx} e dunque, per la completezza di R esistono due
numeri reall z e y tali che liMi—oo 26 = = & liMp—os yx = y. Sempre da (1.37) e dalle
definizioni date segue allora che z, = 2 =z + iy e dunque C & uno spazio completo.

Lo studio delle funzioni complesse di variabile reale equivale sostanzialmente allo studio
sirnultaneo di due funzioni reali di variabile reale; ad esempio =i ha la seguente

Proposizione 1.21 Sis f ' ECR — € e sia ulz)=Ref(z) e v(z)=Im f(z); f ¢
continua/derivabile in vp € E se e solo se u e v sono condinue/dertvabils in xp € E.

4z @ interno ad E se esiste un 4 > 0 tale che (kg — 6,z +6) C E.
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Dimostrazione Se f & continua in xo dato s > 0 esiste § > 0 per cui vale (1,33). Da (1.37)
segue allora che, per [z —xo| < 8, max{|u(z) —ufzo)|, [v{z) —v(zp}} £ |f(z) = flzo)| < =
e dunque » e v sono continue in zq. Viceversa se « e ¢ sono continue in zo, dato ¢ > 0
possiamo scegliere § > 0 cosicché sia ju{e) — u(wo}| che |v(z) ~ v(zo)| siano minori di
£/v2 qualora z € E con |z — 20| < 4. Per (1.37) si ha allora che {f(z) — f(zo)| < e.
L’affermazione relativa alla derivabilitd si dimostra in maniera del tutto analoga.

In vista di tale risultato la seguente definizione non dovrebbe sorprendere:

(v) Una funzione f: E ¢ R — C si dice integrabile secondo Riemann su [0, 58] © £
se tali sono le funzioni reali u= Re f € v = Imu; in tal caso si definisce 'integrale di f

su [a, b] come
b b b
/f(m)dmaf u(m)dm-i—z’fv(m)d:c. (1.38)

Proposizione 1.22 Sie f € C([a,b],C). Allora comunque 5i scelgano, per ogni N > 1,

NUIET] aé '=a < a(\) < - %\)—b tali che hmn—aoosupj(a(m (N)) =0 e
comunque st scelgano, per 1 <7 < N, numeri :UE-NJ € [a; i’{, ], si ha
"
. (N (V) (N)
N[Eanf al]) / fla)dz . (1.39)

Si confronti tale risultato con la Proposizione 0.2 e la {0.19).

Dimostrazione Da (0.19) segue che {1.39) vale se f & sostituita da v e da v e quindi:

b b b
f fla)de / u(x)de +if v{z)dz
[} [3 L1 v

N
- ; pef Ny e (N) (N) (N)ye (N} (N)
= Jim (Pt - o) i 3o - ol
F=1 i=1
.
= i 3 () 4 o) @ - o)
N-—boo. v
=

hm Zf(:rw)) S (Ni) N |

I

Un corollario importante di tale proposizione é:

5
J’:)dﬁ‘:t 5/ |F(2)dz | ¥ f € Clla,b],C) . (1.40)

Dimostrazgione di (1.40). Scegliendo agN) e 2V come nella Proposizion 1.22 ed usando

la versione complessa di (0.1) (ovvero con z,y € C; si veda I"Osservazione 0.1) si ha

b N
. ; ANy (V) (N} ; (V) (N} N)
faf(a:)dw' Jgim |3 RCRT waj_l)[szggnz | @™ @™ - o
1=

b
/ \F(&)lds .
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Osservazione 1.23 Dalle definizioni e dai risultati sopra esposti segue che il Teorema
fondamentale del calcolo e (quindi) Uintegrazione per parti si estendone immediatamente
a funzioni complesse di variabili reali:

Se f € C(a,0),C) ea < xg < b, allora la funzione F(x f flz)dz e di classe
C*((2,5),C) e F'{z) = f(2); se f,g € C*([a,b],C) allora

/fg— T ffg— P9t - ffgdr. (1.41)

Ad esempio, se E(2) & la funzione definita in (1.32) e n € Z, la funzione E{nz} & di classe
C*(R, C) e si ha E'{nz} = {cosnz) +i(sennz) = mE(nm) da cui, se n £ 0,

fUhE(mz)dx = [M]:ﬂ S Emm -1 (1.42)

in in

C 1.26 (Serie e successioni di funzioni complesse di variabile reale)

Grazie alla discussione fatta in 1.26 si pud rileggere tutto il § 1 assumendo che le funzioni,
serie di funzioni e successioni di funzioni ivi trattate siano funzioni complesse di variabile
reale: le definizioni, gli enunciati dei teoremi assieme alle loro dimostrazionl continuanc
a valere nel caso di funzioni a valori complessi.

Come esempio =i consideri la funzione E( ) definita in (1.32) e si consideri la suc-
cessione di funzioni {u.} con u,;(w)_TE(nm),per n > 1. Poiché |E{nz)| = 1 per
ogni m, 3 o suprlux| < 3o 1/n® < oo e quindi Zun converge totalmente su R
(Definizione 1.7 nel caso complesso) e quindi la serie converge uniformemente e, per il
Teorema 1.4, la serie converge uniformemente su R ad una funzione v € C(R, €); infatti,
poiché 3 supg Jun| € 3. 1/n° < oo, la funzione u € C*(R, C) (Teorema 1.6).
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2 Serie di potenze

2.1 Raggio di convergenza e proprietd elementari

Si consideri la “serie di potenze” Y, ., an(z—o)" dove & una variabile reale e zp
€ Gp SONO numeri reali dati. Il problema & studiare la convergenza della successione
Yo @n{T — o)™ per N — oo per valori di  in un intorno di 2o.

Teorema 2.1 (Del raggio di convergenza)

Sia R~ = limsup |an|* (con la convenzione che R si definisce 0 se il limite supe-
riore & +oo0 ed B si definisce +oo se il limite superiore é 0). La serte Y an{z—xg)"
converge assolulamente se |z — xg] < B € non converge se |x — xo| > R.

Dimostrazione Si ha:
. 1 1
lim sup(|an ||z — zo|") " = |z — zo| lim sup lanlrlt = | — mglﬁ

e il teorema segue dal criterio della radice per serie numeriche?. |

Definizione 2.2 Daota una serie di potenze f =Y an(z — xg)", indicheremo con
p(f) il suo raggio di convergenza.

Esempio 2.3 E’ immediato verificare che?

W A=, @ AYwE=0, &) Hdne")=1
n=1 n=1 n=1

e, nel caso {3), per o = 0 la serie non converge per |zf = 1, per o < ~1 la serie
converge per ogni |z = 1, e per —1 < a < 0 la serie diverge per x = 1 ¢ converge
per = —1 (criterio di Leibnitz). Quindi, la convergenza per |z — zo| uguale al
raggio di convergenza va discussa di volta in volta.

Osservazione 2.4 Per ogni r < p(f} la serie Y an(z — zp)" converge totalmente
per |z — x| < 7.

= =]
.o . I - . . . i
18} ricorda i} criteric della radice per serie numeriche E an: se limsup |an|® < 1 allora la
TI—¥0D
n=0
o [==]
. . i
serie E an converge assclutamente; se limsup (an|= > 1 allora E an BON converge.
= D0
n=( n=0

2Quim0:(l
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Possiamo quindi applicare i risultati del Capitolo 1. Consideriamo le serie ottenute
derivando termine a termine la serie f:

Zan (x —xo)" Zﬂnﬂ n+ Lz -~ zo)",

n=0 n=0_0
fo =Y anllz—2)")® =Y ankn+ B)n+k—1)--(n+1) (z—a0)"
n=4 n=0
D DT I (P (21)
n=0 ’

Poiché limsup,,_,  (n + h)* =1 per ogni h, si vede immediatamente che p{ fi) =
p(F) per ogni & > 1. Analogamente se consideriamo le serie ottenute integrando
termine a termine la serie f:

Zaﬂ/ t"“- 5’«'0)“ di = Z Uy — 1( " ﬂ;u)ﬂ ,

n=1 a=1
oo
_ an—k _ n ‘
Fx _ngkn(n—l)---(n—k-i-l)(x o), k22 (2.2}

si vede subito che p(Fy) = p(f} per ogni k > 1. Quindi dai Teoremi 1.6 e 1.5 e
dall’osservazione 2.4 segue immediatamente il seguente risuitato.

Teorema 2.5 Sia f =3 aplz—20)" € siano fi € Fi le serie di potenze definite in
(2.1) e (2.2). Se R ¢ il raggio di convergenza della serie f, si ha p(fi) = B = p{Fy)
(per ogni k > 1) ed inoltre f é une funzione C™{{z : |z — zo| < R}) e valgono le
relazioni

& = g (k> 1), / F(t)dt = Fy(z) f Fooy(Bdt = Fi(z) (k> 2).

To

Come applicazione consideriamo il seguente

Esempio 2.6 Sappiamo che la serie geometrica di ragione @ con 2] < 1 ha somma
(1—a)7! ciod

Z " = (2.3)
n={_
Derivando k volte la funzione (1 — z)™! si ottiene
1 k!
S—— = . 2.4
dif 1l -~z (1 -z)kt! (2.4)
Dunque, da (2.1}, da {2.4} e dal Teorema 2.5 otteniamo la relazione
k! = (n + k!
= Z (ﬂ/ +' } Zvﬂ (25)
n!

TR
(1 —a) ot
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OVVErD

n=0

che dunque rappresenta ’espansione in serie della funzione (1 — z)~(*+1),

Osservazione 2.7 (i) Sia flz)= 3, ., an(® — zo)" una serie di potenze con rag-
gio di convergenza R > 0. Dal Teorema 2.5 sappiamo che f € C®({z: jz — x¢| <
R}) e caleolando la k-esima derivata in = = zp otteniamo

]
Ff o) =ap kY, ciot  an = L;E@ (n>0). 2.7
(1) Se f = > ap{z—zq)* eg = 3 bp(z—2p)" sono due serie di potenze convergenti
per |z — x| < r e se f(x) = g(z) per ogni |x — zg| < r, chiaramente f{™{zg) =
g™ (20) per ogni n > 0. Quindi da (2.7) segue che a, = b, per ogni n > 0.
Riassumendo: due serie di potenze hanno la stessa somma nell’intorno di un punto
se e solo se hanno tutti i coefficienti coincidenti.

La convergenza di una serie di potenze si caratterizza facilmente in termini del
tasso di crescita det suoi coefficienti:

Teorema 2.8 Se la serie di potenze Y an(x — 20)" ha raggio di convergenza R
positivo allora, per ogni r < R esiste M > 0 tale che

lan] < M 777, ¥Yn>0. (2.8)

Viceversa se vaole (2.8), allore lo serie di potenze ¥ a,(z ~ )™ ha raggio di
convergenza i > r.

Dimostrazione Assumiamo che ¥ a,(c—zp)" abbia raggio di convergenza R > 0.
Dalla definizione di R (e dalla definizione di estremo superiore) segue che per ogni
T < Resiste N > 0 tale che se n = N allora |ag|® < r ! ovvero |a,] < r—™.
Quindi (2.8) vale se scegliamo

My= ", = dg, 1} . 2.9
Mo Oxinna%v[a | e M = max{M, , 1} (2.9)

Assumiamo ora che valga (2.8) ovvero (prendendo la radice n-esima) |a,|v <
M#7r~!. Prendendo il limite superiore per 7 che tende ad oo di tale relazione
otteniamo immediatamente che £~! < r=* ovvero che il raggio di convergenza R
di 3 an{z — xp)® verifica R>r > 0.

Il “comportamento” di una serie di potenze ) an(z — o)™ attorno a zp & legato
al primo coefficiente non nullo.
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P.roposizione 2.9 Siam >0, stau = Zan ap(z — 20)" con a., # 0 una serie
di potenze con ragglo di convergenza positive. Per ogni £ > 0 esiste rg > 0 tale
che

(1=2)lamllz~zol™ < | Y_ anlz—20)"| € Q1 +&)|am|lz—2o|™ , ¥ iz —o| < 7o .
nm

(2.10)

Dimostrazione Poniamo y =2 — 5. Per il Teorema 2.8 esistono M, r tali che
(2.8) vale. Allora, per ogni |y| < 7, si ha

[2¢] o0 n
S e e € Y <M S ('?—')
n>m n=m-+1 nzm-1
M
|am|]y[m(|aerm - E’tll?;l) _ (2.11)

Se ora imponiamo che |y| sia cosi piccolo che la quantitd in parentesi nell’ultima
riga di (2.11} sia minore o uguale ad ¢ otteniamo ’asserto. B’ immediato verificare
che cié si ottiene richiedendo cke [g] < ry con

ET‘m+1 |ami l
E o 212
T R e (2.12)

2.2 Principio di identita

ah

11 “principio di identitd” per serie di potenze asserisce che una serie di potenze &
univocamente determinata dai valori che essa assume su di una successione con-
vergente (costituita da un numero infinito di punti). Per dimostrare tale risultato,
¢ utile capire come varia la forma di una serie di potenze al variare del “centro di
espansione” .

Proposizione 2.10 Siau(x) = Y ax{z—z0)" una serie di potenze tale che |a,] <
MR™™ (e quindi convergente per |x —zg| < Rj. Sia x, un punio tale che § = |zf) —
29| < R, sia R'= R — 4§ e si consideri la serie di potenze v(z)= 3 al(z — z4)"

£on
{n)fmt o0
u™(z n+m
aﬁlzﬁ%ﬂl = E ﬂn+m( " )(m{, —xg)™ . (2.13)

m=0
Allora, v converge su {z : |z — xf| < R'} e su tale insieme v{z) = u(x).
In altri termini v & Pespansione attorno al centro xf, della serie di potenze u (data

in termini della sua espansione attorno al punto g). Nella dimostrazione di tale
proposizione faremo uso del seguente risultato interessante di per sé.
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Proposizione 2.11 (Serie bidimensionali) Siano a.x numeri complessi dati
(conn =0,1,2,... e k =0,1,2,...) e assumiamo che esista S > 0 tale che, per
ogni intero positive K ed N,

K N K N
PIPMNED MO EE (2.14)
k=0 n=0 k=0 n=0

Si ha allord®

Z (Z“”k) = Z (ZGM) : (2.13)

n=0 n=i) k=0

Inoltre, se 5 € C denota uno dei valori delle due somme doppie in (2.15) si ha
anche che, comunqgue si fissi £ > 0, esiste un intere positive Ny tale che, per ogni

K ed N maggiori di Ny,
K N
IZZ nk,_s‘ ) (2.16)
k=0 n=0

5

Dimostrazione Si osservi che la (2.14) & chiaramente equivalente a

oo 00 K
S jami= Jim Z( lim Z|ank|) <8, (2.17)
k=0 n=0 k=0 n=0
ed inoltre, poiché
N
ZZ k] = ZZ lank| (2.18)
k=0 n=0 k=0n=0

la (2.14) & anche equivalente a

f;);_olanki = A;i_r)r;; (;}i.?éokzﬂ I EEE (2.19)

Dimostriamo ora la (2.16) da cui seguird immediatamente la (2.15). Da quanto
appena osservato segue che esiste s € C tale che

K N
Z Z ane= Jim - ( Jim 3 aw) - (2:20)
n=0

k=0 n=0 k=0

Inoltre (sempre per la stessa osservazione) si ha che, per ogni £ > 0, esiste Ny tale

che
ZZ[%HSE, Zi[aﬂklge, YHE,N>Ny . (2.21)

k=K n=0 n=N k=90

3La (2.15) significa che per agni & la serie Z?:o Gpnj converge ad un numero ay, che per ogni

n la serie ) .- @,k converge ad un numero Bn ed infine che le serie S ap e Y fAn convergono
allo stesso numero (per la definizione di convergenza di successioni e serie di numeri complessi si
veda 1.25 punto (iv).)
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Dunque*

ZZ{MHE, ZZ|ankE<e, VE,N>Ng. (2.22)

k=K n=0 k=0 n=N

Quindi, se K e N sono due interi maggiori di Vg, dalla (2.22) otteniamo

K N K N =) o0
|Zzank_5( = ’ZZank_zzank_zzankl
k=0 r=0 k=Q n=0 RS K n=0 k> K ne=0
o0
[ et X e
k<K n>»>N k> K n=0
< Z S lanel + 3 Z |Gnk] < 2¢ . (2.23)
k=0n>N ke K n=0

Questo dimostra la (2.16). Naturalmente, in maniera del tutto analoga, usando la
(2.19) al posto della (2.17) si ottiene la (2.16) con &= 320 572 anw al posto
di s; scambiando le somme in (2.16) e prendendo prima il limite per K — oo e pol
guello per N — oo si ha che |s — 5’| < ¢ e dunque {essendo = arbitrario) s = &, il

che equivale alla validita della (2.15). i
Dimostrazione (della Proposizione 2.10) Facciame innanzitutto vedere che vale

la seguente stima sui coefficienti af;:

|t < M'(R)™™ mnM:Mg, (2.24)

dalla guale stima {e dal Teorema 2.8) segue che v converge per |z — 25| < B'. Per
dimostrare (2.24) osserviamo che da (2.6), dalle definizioni di af, e § segue che

G s LTI
_ M( R )ﬂ+1_M’

Ora, se |z — x5 < R’ (e quindi [# — 0| < R), abbiamo
Zan(:ﬂ - )" = Zan(:ﬂ -z + &y — o)
T
n o n_
San 3 ()@ - shah - o
k=0

K
“Infatti, per ogni Ny > N e K > 0, Ek*—ﬂ En—-N 2kl = En-N pep lBakl e ela
seconda delle (2.22) si ottiene prendendo prima il limite per N1 — oo e pol per K — oo,

H
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= i ai{z — zh)* (2.26)
k=0

che & quanto si voleva dimaostrare; nella ultima uguaglianza abbiamo usato il Lem-
ma 2.11 (ed esattamente la seconda parte del lemma con K = N).

Teorema 2.12 (Principio di identita per serie di potenze)

Si considerino due serie di potenze, u = Y, an(T — 20)" e v = 3 bulx — xo)",
convergenti per x € E={x : |x — zo| < R}; sin xy € E e sia {w} una succesione
in E convergente a x, con Ty 7 x4y per ogni k. Se u{xy) = v{zy) per un numero
infinito di k, allore u(z} = v{z) per ogniz € E.

Dimostrazione Consideriamo 'espansione di u e v in serie di potenze attorno
a zly (si veda la Proposizione 2.10): w = Y al{z — xp)", v = > bz — 2p)".
Poniamo y = & — zh, yp =2k — 24 € w=u(zg +y) — vizg + ). Allora, yp # 0
per ogni k e limp—eo 9 = 0 e w ha Pespansione in serie (attorno a y = 0 e
convergente per y| < § = B = |zg — zh|) data da wiy) = 3 cay™ con ¢y T ay, — b,
Da queste definizioni e dalle ipotesi segue che w(yx) = 0 per infiniti &£ In base
all’Osservazione 2.7, dimostrare che = v su E & equivalente a dimostrare che a, =
by, per ogni n. Cominciamo col dimosirare che ¢, = 0 per ogni n. Procediamo per
assurdo assumendo che w = 3, ¢xy™ con ¢y # 0 (per un qualche m > 0). Dalla
Proposizione 2.9 (con € = 1/2) segue che esiste r > 0 tale che jw(y)| > Llem|yl™
per ogni Jy| < r. Siano k; gli infiniti & per cui w(y;) = 0; poiché y; — 0 anche
v, — 0 ed esisterd un jo tale che per ogni j 2 jo, |yg,;| < 7. Ma allora, per j = jo
AVIeIIo .
0= jwlyr, )| =2 'j!cmu?fk,"m

e quest’ultima quantiti sarebbe diversa da zero poiché per ipotesi yr # 0 per ogni
k e questa sarebbe una contraddizione. Dunque ¢, =0 per ogni n, il che significa
che a!, = bl per ogni n e quindi u(z) = v(z) perogniz € E' = {x: |z—zy] < d}. Se
zy € E', ancora per I'Osservazione 2.7, si ha che a,, = b, per ogni n e cick u = v su
tutto l'insieme E; se zq ¢ E' procediamo come segue. Sia «; tale che |2 — z§] = ‘%
e |z — zo| = | — af] — % Per gli argomenti gia usati, essendo tutte le derivate
di % e v uguall in zy, gli sviluppi in serie di » e v nell'intorno di z; convergono
in B"={z : |z ~ z1| < 36} e sono ivi coincidenti. Iterando eventualmente tale
procedimento & quindi chiaro che si otterrd un insieme E su cui v e v coincidono
e che contiene zp e dunque u e v coincidono su tutto £.
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2.3 Operazioni elementari con serie di potenze

In questo paragrafo stabiliremo che la somma, it prodotto, il reciproco e la compo-
sizione di serie di potenze sono ancora serie di potenze. Per semplicitd di notazione
discuteremo il caso in cul zq = 0.

Proposizione 2.13 Signo u = 3 a,z” e v = > byz" due serie di potenze
con raggic di convergenza, (rispettivamente) p(u) e p(v), positive. Allora la serie
So{an+by)z™ & una serie di potenze convergente per |z| < r conr = min{p(u), p(v)}
ed ineltre u(E) + v(z) = 3. (an + by )z™ per || < r.

Dimostrazione Denotiamo con w la serie di potenze Y (an -+ by)z"™. Fissiamo
0 < g < r. Dal Teorema 2.8 segue che esiste A > 0 tale che

lan] S M@ —c) ™ jbu| < M{r—-g)™", (v n, (2.27)
e da tale relazione segue che
1 L
—— = limsup |an + baj~ < —g)7! 2.28
o Plan +bal* < (r - ) (2.28)

ovvero p(w) > r. Quindi le serie di potenze , v e w convergono tutte assolutamente
per |z] < r e dal risultato analogo per serie numeriche® segne 'asserto. |

Si osservi che il raggio di convergenza di 3 {a, + b,)z™ pud essere strettamente
maggiore sia di p(u) che di p(v); basti pensare al caso a,=1e by = ~ 1: plu) =
p(v) = Lma laserie 3 {a, +b,)z™ essendo la serie banale (tutti i coefficienti uguali
a zero) ha raggio di convergenza infinito.

Proposizione 2.14 Siono u = ¥ a,z" e v = 3_ bya™ due serie di potenze {con
raggio di convergenza positive) e st consideri lo serie di potenze

W= ch:n“ , dove c¢,=apb, +aibo_1+ - +ayhy = Zakbn-—k . {2.29)
k=0

Allora w & uno serie di potenze convergente per |z| < r econ v = min{p{u), p(v)}
ed inoltre u(z)v{z) = w(x) per |z < r.

Dimostrazione Come nella Proposizione 2.13, vale (2.27); quindi dalla definizione
di ¢, segue immediatamente che

len] < M3 (n + 1)r" . (2.30)

Dunque

~= = limsup e,|* <7 limsup[M3(n + 1)]7 =r~*

plw)

5Ciok: Se EC‘” e E,@n sono due serie assolutamente convergenti allora Z(an + Bu) =

Ean-kz&q.
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ovverop{w) > r > (. Poniamao

N
= Z ant” Vvi{x) = an:c
n=0

n=>0

Allora,

N N
UsialVvi@) = (D ae) (3 bue™)
f={) m=0

= Z bzt
0<hk,m<N

2N
- Zmﬂ( $ akbm) (2.31)
=0

Gk, MmN
E4m=n

dove la somma nella seconda riga va intesa fatta su tutte le coppie di interi k ed m
non negativi e non superiori a N; nella terza riga abbiamo espresso la somma in
termini di potenze crescenti di z e la specifica sotto il secondo segno di sommatoria
st legge: “su tutti gli (interi) k ed m compresi tra 0 e NV e tali che la loro somma
& n”. Consideriamo pill attentamente {’insietne appena descritto su cui variano
gli indici di sommatoria &k, m. Naturalmente possiamo esprimere m in funzione di
& ponendo m = n — k (cosicché il vincolo che la somma di k ed m faccia n &
auntomaticamente verificato); bisogna perd fare attenzione all’insieme su cui varia
k infatti tale insieme deve essere taleche 0 < k < N maanche0<n~k=zm <N
cioe k deve essere simultaneamente maggiore di 0 e n — N e deve essere minore di
N ed n:
max{0,n — N} <k < min{n,N} .

Dunque da (2.31) segue che

2N min{n,N}
Un@Vwie) = Y a*( 3 aboes) (2.32)
n=0 k=max{0,n—-N}

N 2N N
Z ent” + Sy (IL) ,  con SN(:(;) = Z Z b g™
=0 .

n=N+1 k=n—-N

Ripetendo il ragionamento che ha portato a (2.30), vediamo che, per ogni n com-
preso tra N +1e 2N, si ha
N
s akbnﬂk| < M2Y(N + 137", (2.33)
k=n~N
e quindi, se lx| < r, sl ha che [Sy(z)| — 0 (quando NV — 20). Ed allora (per
2] <7)

!II

w{ryu{z} = hm Un{z)Vn(x f:
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Corollario 2.15 Sia v = Y a,z" una serie di potenze tale che |a,| < My™"
(cosicché p(v) = vj. Allora v™ ¢é una serie di potenze convergente per |@| < r e se

denotioamoe con a( Y i suoi coefficientt, cioé
v™{x)=v(zx Z al™gh | (2.34)

n=0

allora, per ogni o > 1 si ha

|afi™)} < (aﬂial)m (5. (2.35)

Dimostrazione Dalla proposizione precedente segue che p(v?) = plv) > r e
iterando p{v™) > 7. Inoltre, poiché v™ = v™ 1y, dalla Proposizione 2.14, vediamo
che 1 coefficienti di v™ sono legati a quelli di »™ ! da

Z a™ Vo (2.36)
Dimostriamo (2.35) per induzione su m. Per m = 1 l'asserto & chiaramete vero.
Supponiamo ora che 'asserto sia vero per 1,. — 1. Da (2.36) segue che
Ma \" P& ek
(m) - =(n—k)
s (35) ;;(CJ s

il

Ma N rpy—n M
(=) (&7 4 Z ¢

Ma \™ ey M a”“ -1
(a - 1) ) Yt

m—1 . Ma \™ sp—n

(af{al) (ZZ') jial - <a w—a1) (5) .
Proposizione 2.16 Sia u = 3 a,x™ una serie di potenze con raggio di conver-
genza positivo e tale che u{0) # 0 (cioé ag # 0). Allora = = 3 b,2™ é una serie

di potenze con raggic di convergenza positivo. Inoltre, i coefficienti b, st possono
determinare ricorsivamente dalle seguenti formule:

i

74N

by = — , T (237)

4o o7

Dimeostrazione Cominciamo col calcolare formalmente I coefficienti by, ossia sup-
ponendo che il reciproco di v ammetta un’espansione in serie di potenze della
forma 3 b,z" determiniamo i b, dalla relazione di reciprocitd

(i an:c“) (i bkwk) =1. (2.38)
k=0

n=0
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Ricordando dalla Proposizione 2.14 la regola che determina i coefficienti ¢, della
serie di potenze prodotto, ossia ¢, = Y. _,arbu—k, e ricordando che due serie
di potenze hanno la stessa somma se e solo se hanno tutti i coefficienti uguali
(notande anche che 1 & la serie di potenze banale che ha il primo coefliciente
uguale ad 1 e tutti g altri ugali a 0) otteniamo immediatamente le relazioni (2.37).
Cambiamo ora punto di vista e definiamo i numeri by, ricorsivamente tramite (2.37)
e dimostriamo per induzicue che esistono M,7 > 0 tali che |b,| < Mr~". Poiché
u & una serie di potenze con p{u) > 0 esistono M,r > 0 tali che |a,| £ Mr™™.
Definiamo | | |
J— o Gp
Ml T Mtia

Chiaramente |bpy| < M (infatti vale il segno di uguaglianza). Assumiamo ora
P'asserto vero per 0,...,n ~ 1. Allora, usando (2.37) e P'ipotesi induttiva,

(2.39)

—k A T=—n+k
ba] < IaﬂiZﬂfT M7
MM__, K
- |ag| ;(r)
J— M7 1
< F — e 2.4
s (e (2:40)

ma dalla definizione di # segue che la quantitd tra parentesi neil'ultima riga di
(2.40) & uguale ad 1 e quindi 1'asserto vale anche per n. Quindi 3 b,2™ & una serie
di potenze con raggio di convergenza superiore a . Dunque possiamo ripetere gli
argomenti dell’inizio della dimostrazione e verificare che vale (2.38) e quindi che

la serie di potenze ¥ byz" @ effettivamente il reciproco di u(z).

Proposizione 2.17 Sianou =3 .;0.2" € v = -, bna™ due serie di potenze
con reggio di convergenza positive. Allora lo funzione composta uov & une serie
di potenze, Y cp,T™, con ruggio di convergenza positivo, Infatti, | some
minori o uguali di Mr~" (per qualche M,r > 0) allora la serie di potenze 3 cpz”
conwerge per (x| <r' con

r
! = -

r=g min{1, QM}
Infine se bg‘,ﬂ') denota il k-esimo coefficiente della serie di potenze v, wllora §

coefficienti ¢ sono dati da:

(2.41)

k
cw=ag, o= abi’,  (Ykz1). (2.42)

Dimeostrazione Poiché v(0) = 0, se jz| & sufficientemente piccolo, [v(z)| < r e
quindi

wou(z) = i anv{e)” = a + Z apt{z)" . (2.43)

n=0 =l
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Ricordando il Corollario 2.15, scriviamo
WMz =S oYk (2.44)
k>n

(si noti che ora la somma parte da n poiché by = 0). Scegliendo o = 2, segue da
(2.35) che®

1] < (2M)”(321)“k . (2.45)

Ora se |@| < ' si ha che

San et < Y Mty M) (%)%‘ J|®
n>1 k>n nxl k>n
= 4Mh’|) <00 (2.46)
M|

Dunque per il Lemma 2.11 si ha che {per |z| < r’)

wouv(z) = ac.-f—Zaanﬁ,”)x*

n>1 kxn
k
= a +Z$"' Zanbi")z chm” . |
k>l n=1 n={

Osservazione 2.18 (i) Nel caso di sviluppi in serie attorno ad un punto generico
g, basterd sostituire, in generale, x con z-xp € 0 (quando & argomento di funzioni)
con :rg. Il caso deila Proposizione 2.17 & leggermente pili complesso: supponiamo
che u = 3, qan(z ~ 20)" e v = 3, 50ba(z — 21)". Affinché abbia senso la
composizione u o v si dovrad avere che v{z1) = zo ciod che by = xg. Per ridurci al
caso trattato nella Proposizione 2.17 basta porre @(x) = ulwg+2), D = v(e1+2) — 20
cosicehé @ o #(xz) = uo vz, + x) (si veda anche I'Esercizio 2.1).

{it) (Inversione funzionale di serie di potenze) Consideriamo la funzione
uiz) = : tale funzione soddisfa w{0) = 0 e w/(0) = 1 e quindi u & invertibile in
un 1ntorno di 0. Chiamiamo z = v(y) la funzione inversa di ». Dalla somma della
serie geometrica di ragione z con |z| < 1sappiamo cheu =}, ., 2™ ovveroche u &
una serie di potenze con raggio di convergenza 1. Invertendo la relazione y = %
otteniamo immediatamente x = T_y@_ =v(y). Quindi anche la funzione inversa v
¢ espandibile in serie di potenze di centro 0 essendo v(y) = Y., (—1)¥"1yh.
Quello che accade in guest’esempio non & un accidente, vale mfatn la seguente

affermazione:

“Seu = En>0 an(z—20)™ & una serie di potenze con raggio di convergenza positivo
ew'{zg) = a1 # 0 allora la funzione inversa v(y) tale che ucv(y} = p & una serie
di potenze con centro in ¢y e raggio di convergenza positive”

SNaturalmente le @ vanno sostituite con b, m con n e n con &.
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Sebhene non sia difficile” calcolare i coefficienti b, dello sviluppo in serie di v =
5 be(y — ao)™, la dimostrazione che tali coefficienti non crescano pill che esponen-
zialmente (0551a che lb,| < Mr~™ per qualche M, r > 0) non & del tutto immediata:
la difficolta & dovuta al fatto che nelia regola che lega b, con by—1,....01 e con gli
a, bisogna tener conto dei segni®.

2.4 Serie di potenze complesse. Funzione esponenziale. Fun-
zioni trigonometriche

Consideriamo ora serie di potenze in campo complesso, ovvero consideriamo serie
della forma ¥ ay, (2 — 20)™ con an, o ¢ la variabile  numeri complessi®. Poiché
il criterio della radice vale anche per serie numeriche a coefficienti in C, si verifica
immediatamete che il Teorema 2.1 e la sua dimostrazione valgono parola per parola
anche nel caso complesso. Naturalmente ora 'insieme delle z tali che |o — 0| < 1
coincide con il disco aperto nel piano complesso di centro xg e raggio 1 {e quindi
si spiega anche il nome “raggio di convergenza”). In queso paragrafo estenderemo
i risultati dei paragrafi precedenti (quelli legati alla integrazione verranno discussi
in seguito!”).

Una serie di potenze complesse f(z) = an n{z~29)" convergente net disco com-
plesso D= {z € C: |z — 20| < r} definisce una funzione da D C € in € ovvero una
funzione complessa di variabile complessa. Molte delle nozioni introdotte nel caso
di funzioni reali o complesse di variabile reale (quali continuit, limiti e derivate!!)
si estendono nella maniera ovvia. Sia f: ECC = ¢

(i) f si dice continua in 2p € E se
Yex>0 38>0: |f(z)~flm)l<e, YzeEcon|z—z|<d; (247

f & continua in E, f € C(E,C), se f & continua in ogni punto z, € E; f &

uniformemente continua in F se (2.47) vale per ogni zy € E (e lascelta di d e
indipendente da z);

(ii) « € € 2 1] limite di f per z che tende a zg € B, o = lim, ., f(2), se
Ye>0 Id4>0: [f(z) ~al<e, VzeEcon0<|z—2|<d; (2.48)

(iil) f si dice derivabile in z punto interno!® di E se esiste il limite del rapporto
incrementale (f(z)— f(20))/(z—20) per z — 2o, tale limite, se esiste, &la derivata

TEsercizio 2.4.

EEsercizio 2.6.

9Di solito, per indicare serie nel campo complesso la variabile indipendente viene indicata
con z e la gerie ha la forma Z an(z — z0)™. In questo paragrafo useremo entrambe le notazioni
specificando, guando fosse necessario, se la variabile « & da intendersi reale o complessa.

105 veda 2.9, 2.10 e 2,11,

1 pear integrazione si vedano 2.9 e 2.10.

1244 & interno a E se esiste un ¢ > 0 tale che il disco aperto({:z :je—zol < 8} C E; un lnsieme
E ¢ € & aperto ge ogni suo punto & interno; un insieme £ C © & chiuso se & il complementare
di un aperto.
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di fin 2z e st denota con f'(z) 0 con %(z@):

%(20) = zl_i+rI~}U _f(_i:_:_;fgi@)_ ; (2.49)

Mz =

se £ C R & aperto, f € C'(&,C) significa che f & derivabile in ogni punto di E e la
sua derivata f'(z) & una funzione continua su £ (le classi C*{E, C) si definiscono
come al solito per induzione, ma, come vedremo tra poco [Osservazione 2.22], tale
definizione non & molto significativa }.

Esempio 2.19 Consideriano il caso f{z) = 2" (e E = C). Per n = 0,1 si ha,
ovviamente, f'(z) = 0,1. Sia n > 2. Esattamente come nel caso reale, chinmando
h il numero complesso z — zp, otteniamo

n-1 i i
(3)24 =
Y- . Az h) =2 . =D
lim ——— = lim = lim
I=¥Ep Z 20 h—+0 h h—90 h
n—1 "
= lim 2y BT =yt {2.30)
h—+0 £ 0 Vi
j‘:

5,

Quindi 2™ & derivabile (in senso complesso) e la sua derivata (nel punto generico
1

z) & (come nel caso reale) nz™ L
Esempio 2.20 Diamo ora un esempio di funzione complessa di variabile com-
plessa non derivabile. Sia f(z) = # dove la barra, come d’'uso comune, denota
complessc coniugato, ossia se 2 = ¥ + iy con z e y rispettivamente parte reale ed
immaginaria di z, allora 2 = = — iy. Osserviamo che se f & derivabile in zg, allora
comunque si scelga una successione di numeri complessi z,, — 2o (ovvero tali che
|25 — zg| = 0} si ha iiff%:—io(-ﬂ’l — f'(20)- Fissiamo z; e consideriamo le successioni
InE ko + L e wn =% + 12, Si verifica immediatamente che z, = 20, wn = 20 @
che B B R .
a7 R0y X Wn7%0 _

“p — <0 Wn — 2o

1
da questo segue che la funzione z — £ non e derivabile in alcun punto.

Osservazione 2.21 (i) Grazie alle definizioni sopra elencate, le Definizioni 1.1, 1.7
e 1.8 si intenderanno valide anche per funzioni complesse di variabile complessal®.
Dopodiché i Teoremi 1.4, 1.6, 1.9 & 1.11, con le loro dimostrazioni, valgono anche
per funzioni complesse di variabile complessa. Allo stesso modo, le definizioni e i
risultati dei primi tre paragrafi del presente capitolo si estendono verbatim al caso
di funzioni complesse di variabile complessa (per i risultaii relativi all’integrazicne
si vedano 2.9, 2,10 e 2.11).

(ii) Consideriamo una funzione complessa z € D C C — f(z) € C dove D 2 un
aperto di € tale che DNR sia un aperto non vuoto di R e supponiamo che f(z) € R

130ssia con E C C, o,20 € C e un e u funzioni da C in C.
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se z € DN R Se f & derivabile in senso complesso su 1) allora f & derivabile, nel
senso delle funzioni reali di variabile reale, su D N R e (naturalmente) la derivata
complessa e quella reale coincidono su DN R

Osservazione 2.22 Sebbene la discussione appena fatta possa far pensare che
Panalisi delle funzioni complesse di variabile complessa sia analoga a quella delle
funzioni complesse di variabile reale, nello studio delle funzioni da € in © appaiono
nuovi e stracrdinari fenomeni. Ad esempio in seguito verrd provato che

Se £ © C é un insieme aperto ¢ f € C'(E,C) allora f & rappresentabile come
serie di potenze nell’intorno di ogni punto di E.

S5i noti che dal Teorema 2.5 (versione complessa} segue, in particolare, che la classe
CHE,C) coincide con la classe C*(E,C)!

Concludiamo questo paragrafo discutendo la funzione esponenziale nel campo
comiplesso. Definiamo per z € C,

[e9]
zF
exp(z k; T (2.51)
L
Poiché lim sup (7},) " = 0 si ha che il raggio di convergenza della serie esponenziale
(2.51} @ infinito. In effetti, possiamo stimare l'errore che si commette approssi-

mando e* con la scmma parziale di ordine NV come segue. Dato z, sia N un intero
tale che V + 2 > |z|, allora

N
exp(e) Zk—l - 1Ty
k=0 k>N k>N
|2V H1 El |2}?
(N+1)!(1+N+2+(N+3)(N+2)+"')

POt Ll SR
= (N4 L& N 42

g|NHE N+2

= . 2.52
(N+D! N+2—-]7] (2:52)
In particolare se |z{ < 1 si ha, per ogni N > 0,
Ai’ k T
z 1 1 1 N+ 2 1
- | < ; 2.53
exp(z) ;)k-s‘“(N+1)11—1,\,_+2 NoOINTL w259

Poniamo ora in relazione la funzione esponenziale con il numero di Nepero e, Dalla
formula del binomio di Newton, si ha che

(1+%)n:i( ) i n—=k 'n’v }:1 ' (2.54)

k=0 k=0
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Osservando che + < 1 perogni( <k <n, otteniamo che

{(n—k)n

]_ 7L T 1 o0 1
(1 ; H) <Y< L=, (2.55)

k=0

1 T
e prendendo il limite superiore per n — oo si ha che limsup (1 -+ E) < exp(1).
n—o0

D’altra parte, per ogni ng <7 si ha

1" X n! 1
— > _— 2.56
(1+n) —Z(nmk)!nk *! (2.56)
k=0
cva . nl _ e s
Ora, poiché, per k fissato, T}Lrgo W = 1, prendendo il limite inferiore per

1 — oo in (2.56), otteniamo che
1\ =1
lim inf (1 + ;) > ;} o (2.57)

_ e 1\" o
e prendendo il limite per ng -+ oc si ottiene lim inf (1 + H) > exp(l) che insieme

n—+od
alla disuguaglianza sopra dimostrata implica che

1\ I\
exp(1l) < Hminf (1 + E) < lim sup (1 + E) < exp(l) . {2.58)

R0 n—o0

. I iye L . . .
In particolare il lim (l 4 -~) esiste e, come & noto, prende il nome di nnmers di
o n

Nepero e si denota spesso con e.

Dimostriamo ora la regola di addizione per la funzione esponenziale complessa
OVVero:
exp(z + w) = exp(z) exp(w) Y z,wel. (2.59)

Per la formula hinomiale di Newton e per la Proposizione 2.11 si ha che

oG ook —
(z +w)k Joqk=d
exp(z +w) = Z :ZZ_
2 ' T 2 2T
oo o0 i ?,Uk_j fow) i o0 "I'_Uh
= ZZ - = Z - Z — = exp(z) exp(w)(2.60)
ot Pk — ) = o=

Da. tale regola e dal fatto che exp(0) = 1 segue immediatamente che exp(—z) exp(z)
= 1 ovvero che
[exp(2)]™! = exp(~2) , Yzel. (2.61)
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Notiamo anche cheld

[0 noo.
zk

"ok R
—_— z z
exp(z} = lim — = lim — = lim — = eXpHE) . 2.62
p()= lim 3 WA ) gy = Jim )y = expl@) (2.62)
k=0 = k=0
Ur’altra proprieta fondamentale della funzione esponenziale & che la sua derivata
complessa coincide eon sé stessa: per il Teorema 2.5 {caso complesso), exp(z) &
derivabile e la sua derivata si ottiene derivando termine a termine la serie che la

rappresenta, dunque

d SRR AN o k=1 o on 3
a—;SXp(Z) = LZ “k“l- = kz W = }:Gmﬁ—’ = exp(z) . (263)
bz (3 == 7=l

Prima di passare a discutere le funzioni trigonometriche consideriamo brevemente
la funzione exp{x) per z reali. Innanzitutto facciamo vedere che

exp(x) = " YzelR. (2.64)
Da (2.59) si ha, per ogni numero intero positivo ¢, che
1 1 .
?xp (E) - exp (E)J—exp{l):ze , {2.65)
q v‘c';lte
ovvero .
1
exp (E) =e9 . (2.66)
Da (2.65) e da (2.59), se p e ¢ sono numeri interi positivi,
Py 1 1y 2
exp (E) = exp (q) exp (Q)J_ ed . {2.67)
P \:cr;lte

Essendo la funzione exp(z) continua su C {Teorema 1.4 versione complessa), se py,

e ¢, sonco humeri interi positivi tali che pg/gr tende al numero reale z, si ha che
Pi N .
e9% = exp (p—k) — expli); tale relazione mostra la validitd di (2.64) nel caso in

ks

¥ = exp(—z) =

cui & sia un numero reale positivo. Se z < 0, da (2.61) segue che e~

-1
exp(z)™! = 1/ e dunque exp(z) = exp(—z)~! = (e“’”) = ¢€”, il che mostra la
validitd di (2.64) per ogni z € R.

Possiamo ora facilmente ridimostrare le proprietd fondamentali della funzione x €
R — e* = exp{x): dalla definizione di exp(x) segue che e* > 0 per > 0 e poiché,
per z < 0, exp{e) = 1/ exp(—2) = 1/ exp(|z|) sl ha che

explz) =e" >0 ¥V zeR. {2.68)

1451 ricorda che il complesso coniugato di una somma di numeri complessi & uguale &lla somma
dei complessi coniugati; inoltre l'operazione di complesso coniugato & continua sul campo dei
complessi ovvero se zp —» z allora 7 — Z.
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:Ek+1

Per ogni intero positivo k e per ognl = > 0, ¢* > m, dunque e*/z* >
z/{k + 1) e quindi
eﬂ:
lim — = oo e im e ®zf =0 VEkeN. (2.69)

Poiché la derivata reale coincide con quella complessa per & € R st ha che (e%) = e*
e dunque la funzione x € R — ¢ € R & una funzione strettamente positiva, stret-
tamente crescente e strettamente convessa che manda la retta R sulla semiretta
(0,00) in maniera biunivoca. Le ben note proprietad del logaritmo, ovvero (per
definizione) della funzione inversa di & — % derivano da quanto appena detto,

In vista della (2.64) & uso comune definire e*, per ogni z & C, come exp(z).
Funzioni trigonometriche!?
Definizione 2.23 Per ogni z € C si pone

b 2L+1

o Lk
cosz = é -(-é—};;-j—' , senz = Z GET T 2.710)

Come per esponenziale si verifica immediatamente che il raggic di convergenza
di tali serie & infinito. Inolte & immediato verificare che'®, per ogni z,w € C e per
ogni z € [

cosz ER ,senz € R, (2.71}
cos(—z) = cosz , sen(—z) = —senz, (2.72)
cosz = e_—%:ze_ , senz = % , {2.73)

*=cosz +isenz (formula di Eulero) , {2.74)
Ree™® =cosz ,Ime™ = senz ; {2.75)
sen (z +w) = senzcosw + cOszSEN W {2.76)
cos{z + w) = coszCosw ~ sen zsenw , {2.77)
le?*} = cos® z + sen’z = 1, {2.78)
acoszr —senz, Ez—senz: cosz . (2.79)

Possiamo ora dare una definizione “analitica” del famosissimo “pi grece” w: sia
A Tinsieme degli zeri positivi del coseno ovvero A= {x > 0: cosx = 0}. Tale

13Nella nostra esposizione seguirerna W. Rudin Principle of Mathematical Analysis, McGraw
Hill.

16Te (2.71) e (2.72) seguono immediatamente dalla definizione 2.23; la {2.73) segue addizio-
nando le serie esponenziali (cosa possibile essendo tali serie assolutamente convergenti); la (2.74)
segue da (2.73); 1a (2.75) segue da (2.74) e da (2.71}; le (2.76) e {2.77) seguono da (2.73), {2.59)
e (2.74); da (2.62) e (2.59) segue che |e'¥| = e'*(ci*) = &% = & = 1 ovvero la (2.78); la
(2.79) segue dalla definizione 2.23 & dalla versione complessa del Teorema 1.6.
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insieme € non vuoto. Infatti il coseno & una funzione continua tale che cos) =1

mentre ) o0 "
c03251—2+§— (ﬁ‘g) e —

Definizione 2,24 7= 2a; dove a1 = inf A.

1
3

Da tale definizione seguono le seguenti ben note (7) propneta di periodicita e di
simmetria delle funzioni seno e coseno: per ogni z € C si ha'”

seng =1, et =4, e = -1, e =1 vhel, (2.80)
eI = gt cos(z + 27) = cosz | sen{z + 27) = senz , (2.81)
T e iy T
sen(§+z)-—sen(é——z), cos(§+z)——co (5— ) (2.82)
sen(w+ z) = —sen{r — z) , cos(m + z) = cos(m — z) . (2.83)

Si noti che da tali proprietd di perfodicita e simmetria e dalle regole di derivazione
del senc e coseno (si veda anche la discussione nella nota 17) seguono i ben noti
grafici di senz e cosz {per € ). Infine dimostriamo alcune proprieta di iniet-
tivitd della funzione esponenziale complessa ovvero:

VzeCconizl=1 3 t€0,2r) taleche z=e", (2.84)
Vre\{0} 3 weC taleche z=¢", (2.85)
e =e¥ &= IJkeZ taleche z=w+ 2kwi. (2.86)

Cominciamo col dimostrare che e # 1 se t € (0,2r). Infatti, dato t € (0,2)
sla T=t/4 € (0,7/2) e poniamo €™ = z + iy (con 2,y € R). I numeri z e y
appartengono all’intervallo aperto (0,1) e e = (z +iy)* = (22 — %)% — 42%y? +
idry(z® —y?). Se e¥ fosse reale allora si avrebbe che 2% = y? e da (2.78) seguirebbe
che 22 = 7 = 1/2 ovvero e = —1. Da questa proprieta segue immediatamenter
Punicita in (2.84): se fosse e = % con 0 < #; < tp < 27 allora i2=%) = 1
con 0 < ¢y — #; < 2w il che contraddirrebbe quanto appena dimostrato. Rimane
da dimostrare l'esistenza in (2.84): dato z € C con |z| = 1, poniamo z = z + iy
(con z,y € [-1,1]). Se = e y appartengono a [0,1], essendo cost strettamente
decrescente per ¢ € [0,7/2], si avrebbe che esiste un unico tg € [0,7/2] tale che
costy = = e dunque (essendo y > 0) e = z. Se x < 0 e y > 0, allora —iz = '*®

e quindi z = jefo = eille+7/2) Qe ¢ < O, allora —z = e0 e quindi 2z = —e'fo =
elto+m) §] che conclude la dimostrazione di (2.84). La (2.85) segue ora facilmente:
sia z = loglzl. Allora z/[z| = 27" = e%¥ per un unico y € [0,27) e dunque

17 BEssendo /2 = o uno zero del coseno, da (2.78) segue che sen (7/2) = %1, d’altra parte
essendo cosz > 0 per z € [0,7/2) {come segue di nuovo dalla definizione di 7 e da cos0 = 1} ed
essendo (senz)’ = cosz, la funzione senz, che vale 0 in 0 risulta strettamente crescente tra 0 e
m/2 quindi sen (r/2) = 1; dunque ¢™/? = 1; da {2.59} segue che '™ = e T

k

2 impin = 1 con il che abbiame dimostrato la validita di {2.80). Le

e =eMe™ = 1,

(2.81), (2.82) e {2.83) seguono ora immediatamente da (2.80) e da {2.59} o da (2.76) e (2.77).

2rik — e‘Z:rl
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r=e¥conw=r+iy Infinese z=z+iy, w=a' +iy (conz, 2", 3,4 € R e) con
y >y esee’ =e¥ allora e’ = e e quindi & = 2’ e e/¥¥) = 1. Se poniamo

k=[(y —y")/(2n)], allora y — ' — 2rk € [0, 27) e la (2.86) segue da (2.84).

Esempio 2,25 Come esempio discutiamo la funzione g definita come g(z) = "':‘1
se z € C\{0} e g(0) = i. Innanzitutto osserviamo che

(z)— Zk o -1 Zkl £l Z(k” (2.87)

2

e tale serie (esattamente come la serie che definisce V'esponenziale complesso) ha
ragglo di convergenza infinito. In particolare g & continua in z = 0. Studiamo ora
gli zeri di g ovvero cerchiamo valori di z dove g(z) = 0. Abbiamo visto che g(0) =4
e, se 7 # 0, g(z) = 0 & equivalente a e* — 1 = 0. Usando le {2.74) troviamo che

Re( —1)me‘ycos:c—l, Im( —1)=e“ysenm, (Rez=z, Imez=yw).

Dunque affinché e** — 1 = 0 deve essere cosz = e¥ e senzx = 0 il che equivale a
dire y = 0 e x = 2kw per k € Z. Dunqgue ghi zeri di g(z) sono sull’asse reale e sono
dati da z = 2kn con k intero ma diverso da zero.

Esercizi e complementi

E 2.1 Siano u e v come nel punte (i) dell’Osservazione 2.18 e si calcolino i coefficienti
¢ della serie di potenze di wo v,

E 2.2 Dimostrare che se u & una serie di potenze digpari [u{z) = —u(—2)], allora tuttii
coefficienti pari sono nulli mentre se ¢ & pari [u{z) = u(—=)], sono nulli tutti i coefficienti
dispari.

E 2.3° Verificare la relazione senzcosz = %sen 2z usando la serie di Taylor; cioe
verificare:
2n+]

(20( {21’0‘)(2( Zn+1)! ) Z:: 2 gzj-n;)l‘

fr=

T 2.4 Si consider: una serie di potenze w = »_ . a.z™ con a; # 0. Assumendo che
la funzione inversa di w, u~"' sia espandibile in serie di potenze attorno a 0, e ciod che

~1

U=y = Z brx”, 51 determinino i coefficienti b,.

E 2.5 Slau=7

- (n) k.
= Eic}n. 4, I
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E 2.6 Sia u = . La funzione inversa & data da z = v(y) = ¢¥5 = 2 ..., bay" con
bn = (~1)" 7L,
(i} Usando 2.4 e 2.5, si dimostri che

k-1
bi=1, bkz—an(i:i) , (2.88)

femz]

ovvero che -
-1 = - Sy (i - D . (2.89)

(i1} 5i definiscano i numeri F; come in {2.88) omettendo il segno meno, ossia si ponga

k-1
A=t @k:Zﬁn(:‘t:i). (2.90)
n=1

Si dimostri che 8¢ > (k — 1)! e che quindi la serie di potenze )  Bvy® ha raggio di
convergenza nullo.

E 2.7 Dare un sempio di una serie di potenze u tale che p(u) =1 e p{1) = cc.

E 2.8 Tralasciando gli enunciati che coinvolganc l'integrazione di funzioni, si verifichi
attentamente che tutti gli enunciati e relative dimostrazioni dei paragrafi 2.1, 2.2 e 2.3
valgono anche nel caso complesso.

E 2.9 (Integrazione complessa I} Per ogni z,2p € C e per ogni intero k # -1

definiamo
k41

/z (w — zo)dw= E TN (2.93)

k+1
Si estenda, per linearita, tale definizione a qualunque polinomio in (2~ z9) a coefficienti in
C. Se f(z)= Zk>0 ax{z— z0)" & una serie di potenze con raggio di convergenza positivo,
definiamo B
z o0 (Z_ZO)FHLI oo n
f Flw)dw = Z ay it = Z Tz )" (2.92)
0 k=0 =1
Si verifichi che per ogni serie di potenze di centro z si ha

d &
a f Flw)dw = £(2) . (2.93)
St verifichi anche che vale 'enunciato completo del Teorema 2.5.

E 2.10 (Integrazione complessa 1I) C'& un’altra maniera, pitt generale, di definire
Pintegrazione nel campo complesso. Siano a(t) e 8(f) due funzioni reali continue sull’in-
tervallo [2,b] e derivabili con continuitd in {a, ) e si consideri la funzione <y : ¢ € {a,b] —
¥(t) = aft) + i8(t) € C. Si dice che +(*} rappresenta una curva complessa regolare se
&' (£)% + 5 (t)* > 0 per ogni t € (a,b}. Sia ora z € C — f{z) € C una funzione complessa
continua su di ur insieme aperto D € C e sia v una curva complessa regolare come
sopra contenuta in D (ciog {v{(t) : ¢t € {a,b]} < D). Denotiamo con u(z) = Re[f{z)] la
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parte reale di f(z) e con v{z) = Im[f(z)] la parte immaginaria di f(z) cosicché f(z) =
af{z) + iv(z); si noti che ¢ € [a,b] = uo~(t) e § € [a,b] = voy(t) sono funzioni reali ¢
continue della variabile reale ¢. Definiamo ora Uintegrale di f lungo la curva -y come'®

fT Fz)iz

i

3
/ Fon(t) v (8) dt

fb [u oyt (ty —we 'y(t)ﬁ'(t)} di
+i [b [u arv(DF () +vo —7(t}a’(t)] dt .

(i) Si dimostri che se f(z) = z¥, e se v & una curva complessa regolare, Lf(z)dz dipende
solo dagli estremi di + {ovvero dai punti v{a) e v(b} e non dalla particolare forma di ).

B 2.11 Verificare che, grazie agli Esercizi 2.9 e 2.10, tutti i risultati di questo capitolo
(inclusi i risultati relativi all'integrazione) valgono nel campo complesso.

E 2.12 S5i dimostri il seguente “Teorema di Cauchy”:

Sia f(z) una serie di potenze convergente in un disco complesso D. Allora per ogni curva
complessa regolare e chiusa'® contenuta in®® D si Lf(z)dz =0,

E 2.13 Usarela (2.53) per dimostrare che il numero di Nepero ¢ & un numero irrazionale,

18gi veda 1.25 per la definizione di integrale di una funzione complessa di variabile reale.
90vvero con v(a) = 7(b).
200vvern () € D per ogni a <t < b
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3 Funzioni C*, CF e C¥

In questo capitole, salve avviso contrario, considereremo funzioni reali di varia-
bile reale (e serie di potenze a coeflicient! reali) e le varie classi di funzioni qui
congiderate saranno classi di funzioni reali di variabile reale.

3.1 Definizioni ed esempi

Nel capitolo precedente abbiamo viste che una serie di potenze v = Y an,z™ &
derivabile infinite volte nell'intervallo aperto {z : x| < R} dove R = p(u} de-
nota il raggio di convergenza di u. Una domanda naturale & quindi: “Esistono
funzioni C'°° che non siano rappresentabili tramite serie di potenze?” La risposta &
affermativa e quindi le serie di potenze sono una classe funzionale pill piccola delle
funzioni indefinitamente differenziabili. Prima di motivare tale risposta, diamo due
definizioni.

Definizione 3.1 Siec E C R, k un intero positive 0 +o0 ed f una funzione definita
su E. Diremo che f € C*(E), se esiste un aperte A D E tale che f € CF(A).

Tale definizione generalizza la nozione di funzione C* e permette di parlare di
funzioni derivabili su insiemi chiusil.

Definizione 3.2 Sia f € C°({z¢}), 87 chiama serie di Taylor di f lo seguente
serie di potenze

(n)
Z anl{z — z20)" , dove Ay = f_;}li_n) . (3.1

Per il teorema sulla formula di Taylor, i troncamenti all’ordine N della serie di
Taylor di* f € C°°({zxo}) approssimano la funzione f a meno di una quantiti di
ordine O{|z — zo|Vt1).

Esempio 3.3 Si consideri ora la seguente funzione di una variabile reale

0 sex <0
9(z) = { exp(-—i) sex >0 (3.2)

Dimostriamo che g € ¢°°. Cominciamo col dimostrare che per z > 0, la derivata
k—esima di g ha la forma

6™(@) = Pl =) exp(-3) (33)

1Per esempio, f € C™({0}) significa che esiste r > 0 tale che f € C°°(~r,r). Si noti che tale
definizione & data per & > 0 ma non per k = 0; infatti esistono funzioni continue in un punto ma
che non sono continue su aleun intorno di tale punto (si veda 3.2).

2Qvvero i polinomi di ordine N z:::o an (z — 2p)}" con an, = fO (zg)/nl.
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dove Pp(y) & un polinomio in y di grado 2k. Infatti per k£ = 1, si ha che

1 1
g'(z)= pCLERE (z > 0) {3.4)
e quindi I'asserto & vero con P;(y) =y®. Assumiamo l’asserto vero per 0, ...
e dimostriamolo per k.

M) = (@)

S CRCICHRNIOICS
- Al

il che implica che ['asserto & vero anche per k. Poiché per ogni £ > 0 st ha che

lim y* exp(—y) =0,

Yoo
da (3.3) segue che®, per ogni intero k,p > 0

lim g™ (2)a™? = 0 . (3.5)
L0

In particolare (poiché g'* (2) =0 per ogni z < 0) segue che g{¥} (0+) = g®(0~) =

0, per ogni k > 0. Da tale relazione segue anche che ¢'*}(0} = 0 per ogni k. Infatti

per k = 0 & vero per definizione. Assumiamo che k > 1 e che g'*=1}(0) = 0. Allora

(k-Lip

® oy = lim 2 (R) _

o0 = i g =0,

Dungue poiché g & chiaramente C™(0,cc) & C*(~oc,0) segue che g € C*(R).
Ms allora (essendo ¢'#?(0) = 0) la serie di Tayler di g & la serie banale {a, =0) che
ha raggio di convergenza infinito, D’altra parte non pué esistere nessun intorno di
0 in cui la somma della serie di Taylor {e cioe () eguagli ¢ poiché g(x) > 0 per
ogni z > 0.

QQuesta discussione motiva la seguente

Definizione 3.4 (Funzioni reali analitiche) Una funzione f € C({z¢}) o
valori reali si dice (reale) analitica in xo se lo sua serie di Taylor ho roggio di
convergenza positivo e se f(x) = 3 an(x — z0)" (con a, definiti in (3.1)) in un
intorno di zg. Une funzione f € C®(E) si dice (reale) analitica su E se f ¢ (reale)
analitica in ogni punte xy di E; la classe di tali funzione si denota eon C¥(E).

% Si ricorda che lim, |, f(z) & il limite di f{x) per = che tende a xp con & > zo; analogamente
limgto, f(z) & il limite di f{z) per z che tende a xg con & < zp.
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Osservazione 3.5 (i) Una funzione reale analitica &, dunque, una funzione che
localmente si rappresenta come una serie di potenze coincidente col la sua serie
di Taylor. Quindi la funzione g dell’Esempio 3.3 & C°°(R) ma non C¥(R) [pil
precisamente f € C*(R) N C¥{R\{0}) ma f¢C({0}.

(ii) Dal § 2 segue:

la somma e il prodotto di due funzioni C*¥{E) appartengono a C¥(E); se f €
C¥(E) e f(z) # 0 per ogni € E allora 1/f € C“(E); se f € C¥({xo}) &
g € C¥({yo}) con yo = f(zo) allora o f € C*({za}).

Dimostriamo, ad esempio, 'affermazione relativa al reciproco. Fissiamo zg € E; dalla de-
finizione di C* segue che f =3, ., an(z - 20)" in un intorno di 9 e an = F N zo) nl.
Dalla Proposizione 2.16 segue che 1/f & una serie di potenze in un intorno di zo e
dall'Osservazione 2.7 punto (i) si ha che iale serie coincide con la serie di Taylor di 1/ f
e questo significa che 1/f & analitica in intorno di z¢. Ragionando in maniera analoga si
dimostrano anche le altre affermazioni. |

(iii) Dal Teorema 2.5, segue che una serie di potenze f = 3 an(z — zp)" con
R=p({f) >0 (e a, € R) & di classe C%((zg — R,xp + R)}); il “viceversa” di tale
affermazione, in generale, non & perd vero: la funzione f(z)=1/(1 + z*), per il
punte (ii}, & G*{R) ma la serie di Taylor di f in ( & data da

=Y
= (_I)kw‘zk 1
2
14z powrd

che, come si verifica immediatamente, ha raggio di convergenza 1.

In vista di queste osservazioni & naturale aspettarsi che vi sia una caratterizzazione
delle funzioni analitiche simile a quella che si ha per le serie di potenze. Infatti
vale il seguente

Teorema 3.6 (Caratterizzazione delle funzioni analitiche) La funzione f ¢
analitica in zp se e solo se f € C®({xy}) ed esistono due costanti positive M, r
tali che

sup |f™ (@) < Mr"nl, Vn>0. (3.6)

|e—zq| <P

Dimostrazione Cominciamo con il dimostrare il “s¢”. Supponiamo, quindi, che
valga (3.6) e sia 0 < R < 7, allora

Z 1f (n) (10)( ,O)nl <M ZTA?J,RH < 00, (3?)

n’
n>0 n>0

Sia, ora, z tale che |z ~ zq| < 7. Per la formula di Taylor (con resto in forma di
Lagrange) si ha, per un qualche 2" tra x e @y,

N
| SS L) el i L6
dim |6 = 30 S e o = i [ el

< lim M (jz—zolr H¥ ' =0
Nooo
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Quindi f = ¥ ap(x — 20)™ & analitica.

Viceversa, assumiamo che f sia analitica e che la sua serle di Taylor converga
per jz — zg| < R; fissiamo un 7 tale che 0 < + < R/2. Allora, se a, denotano i
coefficienti della serie di Taylor di f, ricordando il Teorema 2.5 ed osservando che

()5

h=0

per ogni 0 < k& < m, ofteniamo:

sup |f{“)(m)} = sup Zaﬁn (m+k)---(1+Fk) .r—a:o)k|
le~zg|<r le—zoj<r | g4
n+k) P 1 = n+ kY 4y
& 23 R LS (V1
k=()
< —~an|@&+ L2 ’C+”<—n!2m|(2r
= r "M, con M= Z\a”(?r . |

k>0

TUns classe interessante di funzioni °° ma non C* sono funzioni che sono identi-
camente nuile al di fuori di un intervallo limitato.

Definizione 3.7 I supporto di una funzione f, denotalo supp (f), é la chiusurae
dell’insieme {z : f(z) # 0}. Una funzione f si dice “a supporto compatto” se il
suo supparto & un insieme limitato (e quindi compalto). Lo classe delle funzioni
CH(R) a supporto compatto si denota con CF (R).

E’ immediato costruire funzioni Coy =C9; ad esempio f(z)=1—|z| per |z| < 1 e
F(z}=0 per lz] > 1. Pill interessanti sono le funzioni C§°.

Esempio 3.8 Sia g la funzione dell’Esempio 3.3. La funziene go(z) = g(z)g(1 )
& una funzione C°°{R). Infatti gg & € essendo il prodotto di due funzioni C*° ed
inoltre go(z) = 0 se x < 0 oppure se z > 1. D’altra parte go(z) > 0 se z € (0,1).
Quindi supp(ge) = [0, 1] e go € C§°.

Esempio 3.9 Un altro modo di costruire funzioni C§° (sempre legato alla fun-
zione esponenziale) & il seguente. Se g ¢ la funzione definita nell’Esempio 3.3,
definiamo, per ogni £ > 0, la funzione

1
QGE(EZ)EQ(EQ'—:B:Z):{ exp(“gzmmz) ) se lz| < e, (3.9)
0, sefrl > e.

Tale funzione, essendo composizione di funzioni C°°(R), & C*°(R). Inotre & chiaro
che . = 0, che w:(z) > 0 se |z| < ¢ e che ¢ (z) =0 se |z| > &. Quindi p. & una
funzione a supporto compatto e supp (w.) = {z: 2| < e}
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Esempio 3.10 Siano R > r > 0 e sia g € R. Costruiamo una funzione y € C§°
che abbia le seguenti proprieta:

() x(x) 2 0; (i) x(w) =1 se lz — zo| <r; (iii) supp (x) = {a: {z - 2o} 5 B}
P -1
Sia g1 (z) = cf gol{t)dt dove e= (/ go(t)dt) con go definita nell’Esempio 3.8.
0

—00
La funzione g, & chiaramente C'*, ¢ monotona non decrescente (la sua derivata &
cgol{z) che & una funzione non negativa), vale O se ¢ < O e vale 1 se # > 1.
E’ ora elementare controllare che la funzione cercata pud essere definita come

zg—m+R) gl(.?:~xo+R) ’

X(m)Egl( 5 3 d=R—r. (3.10)

3.2 Convoluzione e regolarizzazione

Le funzioni C§° sono assal utili per regolarizzare ovvero per approssimare con ac-
curatezza arbitraria una data funzione (magari discontinua o con derivate discon-
tinue) con funzioni ™. La regolarizzazione pud essere fatta mediante 'operazione
di convoluzione.

Definizione 3.11 Siano f e g due funzionz (reali) di cut uno limitote ¢ continuo
a tratti e Ueltra integrabile su* R. Definiamo la convoluzione, f xg, di f con g
come

fro@= [ " fa - wely)dy . (3.11)

E’ innanzitutto chiaro che f # g & una funzione ben definita, infatti, assumendo
per fissare le idee che f sia limitata e che g sia integrabile si ha:

R
fxg @) < dim ¢ |f{z -y lg(y)ldy

A—roo ~R
&
< suplf] 1im/ i9(y)ldy
R R—oo R

= S;;plfl f_mlg(y)ldy . (3.12)

Inoltre, il cambio di variabile ¥’ =y — 2 mostra che il prodotte di convohizione *
& commutativo, ovvero che

frgz)=g+[(2). (3.13)
Esempio 3.12 Calcoliamo f % g con

B (o0, sex <0
f(:r):sen-’ﬁ, g(.’L‘):{ e_pw ) SB-T>D}

4Qui “integrabile” sta per “integrabile in senso di Riemann”; per l'integrabilita secondo Rie-
mann su intervalli illimitati si veda 0.1; le ipotesi su f e ¢ possono essere assal meno restrittive:
ad esempio, nell'ambito della pi# generale teoria dell’integrazione di Lebesgue, che analizzeremo
in seguito, basta assumere che f sia misurabile e limitata e g integrabile secondo Lebesgue,
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dove p > 0 & un parametro assegnato. Allora

[a-n] Z
frg(z) = [ glz — ) Senydy:] e~ sen gy

[a) -0

i
= e""”"f &Y sen ydy
—0C

pSENT — COST
= mﬂ_ﬁ')'é_m " (3-14)

Osservazione 3.13 L’operazione di convoluzione pud essere definita anche per
altre classi di funzioni. Ad esempio:

(i) Se g & una funzione continua a tratti con supporto in [a,b] (—oc < a < b < o0)
e [ & una funzione continua a tratti, allora f + g & ben definita essendo

b
frg (@)= [ o — o)y - (3.15)

(ii) Vedremo pit avanti che la convoluzione pud essere definita se sia f che g scno
integrabili ed in tal caso risulta essere integrabile anche f +g.

Sia . la funzione definita nell’Esempio 3.9 e sia

-1
o) = [ eW)dy] el . (3.16)
{lyl<e}

La funzione . ha le seguenti proprieta:
veeCE; w205 spp()={oile<els [ wlwdr=1.
i3

Proposizione 3.14 (i) Sia k > 0, f € C* e sia f. = f .. Allora f, € C® ¢
per agni 0 < p < k

(s - £)@)] < up

lu <

FPz —y) — f(p)(a:)| =0, f(pere— 0). (3.17)
(ii} Se f & una funzione integrabile e f: ¢ definita come sopra, f. € C™ e f(z) =
filz) (per € — 0] nei punti x di continuite per f.

La dimostrazione & basata sul seguente

Lemma 3.15 Sia g € C§° ¢ [ continua & tratti su R Allora g f € C°° ¢, per
ogni k > 1, si ha

(g )™ =g®ary. (3.18)
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Dimostrazione Osserviamo che se @ € €§° allora anche la derivata ' & in C§°.
Quindi se (3.18) vale per & = 1 allora pud essere iterata e dunque vale per k
arbitrario. Basta quindi dimostrare (3.18) per k = 1. 5ia h un numero diverso da
{0 e in valore assoluto non superiore ad 1 e poniamo

Al b) = g*f(fc+hf)L—g*f( z)

Sia R tale che supp(g) C [~ R, R] e si osservi che supp {g'*) C [~ R, R], per ogni
k > 0; quindi per ogni numero reale z con |z} < 1 la funzione y — g% (z + 2 — y)
vale identicamente O (per ogni k > 0} sey <z —1—Roppuresey >z + 1+ R.
Allora, usando due volte il teorema fondamentale del calcolo®, otteniamo

Az, h) - 4 (2 ~j)f( y)dy =
1+
-/ {/ [¢/(z + th—y) - o'tz - )]t} 1 9) d

1-R

f:?z;ﬁ{ f o f 'z + sth - y)ds|dt} f(y)dy . (3:20)

Da tale relazione otteniamoe la maggiorazione

(3.19)

AN

w+1+A
A= [de-nfeu| < w7 1wl

[Fa

] suplg"| 17 dy (3.21)
¢, poiché tale quantith tende a 0 quando A — 0, si ottiene 'asserto. |

Dimostrazione (della Proposizione 3.14) Dal lemma segue che f. € O™, inoltre,
fissato 0 < p < k, da {3.18), integrando per parti, segue che

DPf(e) = f.d,;m(%y)f(y)dy: fﬂﬁe(w—y)f‘p)(y)dy
= f £ (2 — e )y - (3.22)

Ora, poiche 4. > 0 e [, = 1,si ha

pE s - p@| = |[UPe-n- e wa] G2

< sup FOz—y) = P )| [ e (3.24)
lyl<e

= sup [P (@ —y) - O )], (3.25)
[y|<e

5Usato nella forma F(z+ k) — F(z)=h f;F’(m + th)dt.
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e dalla continuita di f® in z segue (i). Da (3.23) con p = 0 segue anche (ii). |

3.3 Espansione di alcune funzioni elementari

Sono di fondamentale importanza i seguenti sviluppi in serie®:

™ /n—-1-m+k %
— . = = .
Tz kzzm( 1 );L,(n,meN,n_1,|LE<1) (3.26)
ook
— x
e = ZF’ (V a:') (3.27)
k=0
o ok
logli+a) = S (-U1 . (lal<1), (3.28)
k=l
14z >, g2kl _
1og(1_x) = ka:om’ (1m|<1), (3.29)
(l+a) = 3 (‘z) z* (ae RZ , |2 < 1) : (3.30)
k=0
1
senz = Z( 1)k EETI (v :c) , (3.31)
2k
. - kT
cosz = kzzo{ D! (v :c), (3.32)
- o= {211
arcsenz = ?;0 SN g1 , (|$} < 1) , (3.33)
arecosz = 5 - ;; o8 ” 2k+1 T , (|$| < 1) , (3.34)
o9 2k-1
- 1kt .
arctanz = 2( D, (|1|<1), (3.35)
2. g2kl
senhxr = Z=: W . (V Ll?) s (3.36)
2k
coshz = e Y, (3.37)
S a0
e o (2k — 1)1t g2k
arcsenhz = Z( 1 R Te (|;n] < 1) . (3.38)

e
i

0

®Nel seguente elenco la variabile = & reale; per I'interpretazione degli sviluppi per z complessa
si veda POsservazione 3.16.



oo
$2k+1

arctanhz = :;:sz-k—“ , (iw| < 1) \ (3.39)

dove per & numero reale non intero (e k intero non negativo)

(3)51, (?)sa, eper k> 2 (z)za(a—l)'-i-d(a—k+l}; (3.40)

il doppio fattoriale nl! (per n intero) & definito come
oM=1, 1=1, epan>2 nll=n(n-2)I; (3.41)

si noti la scelta del “ramo” per le funzioni circolari inverse’.

Dimostrazione La (3.26) si ottiene immediatamente ricordando 'Esempio 2.6.
La (3.27) & ben nota.
La (3.28) si ottiene dalla relazione

*odt
A m = IOg(l + J:)
espandendo in serie (1 4+ ¢)~! ed usando il Teorema 2.5.

La (3.29) si ottiene dalla relazione precedente osservando che log (if;) = log(1 +

z) - log(1 — z).
La (3.30) si ottiene calcolando la serie di Taylor, osservando che (1 + z)¥ =
exp (a log(1 + a:)) e ricordando che la composizione di funzioni analitiche & ana-

litica [Osservazione 3.5 punto (iil)]; alternativamente si pud usare il criterio del
rapporto per serief,

Le (3.31) e (3.32) sono note dal capitolo precedente.

La (3.33) si ottiene dalla relazione

T
arcsenz = / (1~ tz)_% dt ,
o

usando la {3.30).
La (3.34) si ottiene daila {3.33) osservando che arccosx = § — arcsenz.
La (3.35) si ottiene dalla relazione

u
arctanx:—/ (1+t3)72 dt,
0

usando la (3.30).

7 Ad esempio per 'arcoseno abbiamo scelto il ramo tale che aresen{ = 0 etc.

5 Applicando il criterio del rapporto per serie numeriche alla serie di potenze Y an{x—a0)"
On41
an
an{x —xg)t.

si ottiene immediatamente che: Se esiste il lim
T O

il raggio di convergenza della serie di potenze E

, tale limite coincide con 1/R dove R &

a2l
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Le (3.36)+(3.39) si ottengono notando che dalla formula di Eulero (2.74) seguono
le relazicni

senhz = —iseniz , arcsenhz = —farcseniz ,
coshz = cosix , arctanhz = —iarctanix . |

Le espansion in serie delle funzioni tanz, cotanz, tanhz, cotanhz sono date in
termini dei cosiddetti nurneri di Bernoulli. Per definizione i numeri di Bernoulli*
B, (n 2 0) sono i coefficienti dello sviluppo attorno a x = 0 della funzione -
moltiplicati per nl:

n

&0
r i
Soi= > :Bnm : (3.42)

n=0

Valgono allora le seguenti identita per || sufficientemente piccolo'”

o 22!;(223; _ 1)

tanz = g | Bag| z (3.43)
£ (R
1 o= 2% 2%
cotang = — - Z 20 |Bag| 2271 (3.44)
o 2‘%(2% -1) :
tanhz = Z % By 2Pt (3.45)
LT @k
1, o 2% 2k-1
cotanhzr = - + Z W Bay . (3.46)
k=1

Per la dimostrazione si vedano 3.11 e 3.12.

Le identitd sopra discusse mostranc che le funzioni considerate sono di classe
C“({0}) (essendo gli sviluppi fatti attorno a = 0). Ma, in effetti, dalla Propo-
sizione 2.10 segue che tutte le funzioni discusse sono reall analitiche su tutto
FPinsieme delle x descritto, per ciascuna identita, in parentesi.

Un'altra funzione elementare trascendente che compare spesso nelle applicazioni &
la cosiddetta funzione di errore

erf (z f (3.47)

Tale funzione & C%(R); infatti caleolando la serie esponenziale con z = t* e inte-
grando da 0 a x si ottiene immediatamente lo sviluppo

( 2k+1

erf (x Z T (v a:) . (3.48)

28i veda anche 3.11.
01,5 determinazione esatta dei domini su cui valgono le (3.43)+(3.46) non & immediata: co-
munque le {3.43) e (3.45) valgono per ©¢ < 7% /4 mentre (3.44) e (3.46) valgano per z? < 72,
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Osservazione 3.16 (1) Le espansioni per I'esponenziale, il seno ed il coseno erano
gid state discusse nella sezione § 2.4 ed inoltre abblamo visto che tali identita
valgono per x € C. Infatti non & difficile verificare che tutte le identita discusse
valgono anche per 2 € C con le specifiche su |z} indicate fra parentesi'’.

(ii} Il fenomeno descritto nel punto (i} & un fatto in generale. Infatti se f & una
funzione C¥{E) con E C R allora per ogni z¢ € E esiste un r > 0 tale che, per
ogni |z —mg| < r, fl&) = 3,50 0nlz — xo)", dove gli a,, sono i numeri reali dati
da (3.1) e tali che |a,| < Mr~™. Ora, grazie a quest'ultima disuguaglianza, si pud
estendere la funzione J all’insieme aperto dei numeri complessi dato da

D= U {lzeli|lz—agl <r}

rnEL

definendo su tale insieme f(z) = > ., a,(z — ¢)". Per la (versione complessa
della) Proposizione 2.10, la funzione > — f{z) & espandibile in serie d potenze
attorno ad ogni punto zp € D.

Esercizi e complementi

E 3.1 Si dimostri che f € C*{[a,b]) nel senso della Definizione 8.1 se ¢ solo se f €
C*{(a,b)) ed esistono, per ogni 0 < p < k, i limiti, rispettivamente de desira e da

sinistra, in a e b di fFP (&) e che tali Emati sono uguali ai limits dei rapporii incrementali
(per 1 Sp<k)

(p-1) _ plp—1} =1y _ _ plp=Drp_
pg £ ) = SV @) TG B - £
hLD h 10 —h

(3.49)

E 3.2 Sia f(2) = =¥ se z & irrazionale e f{z} = 0 altrimenti. Dimotrare che f & continua
in 0 ma che, per qualungue intervallo I contenente 0, f & C(7).

E 3.3 Si dimostri che seng —z = —%: + 2”g{x) con g analitica in z = 0.
E 3.4 Sia f(z) =3, ., 24" sen (2%2). Si dimostri che f € ¢ (R) ma che § ¢ C*({0}).
E 3.5 Si dimeostri che la funzione f di 3.4 non & analitica in alcun punto di R

© ot . (n} N ; .
E 3.6 " Si stimi inferiormente an, = sup), ., W dove g & la funzione deil’Esempio 3.3
e si faccia vedere che limsup @.r™ = oo per ogni r > 0.

E 3.7 Se f & analitica in un intorno di 6, lo sono anche f' e f;f(y)dy.

1 pNaturalmente, il logaritmo, come funzione complessa, & definito come 'inverse della funzione
{complessa) esponenziale, ed analogamente le funzioni circolari inverse,
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F 3.8 Dimostrare che la funzione

L
32 1
o= { g mr2h (350

& una funzione C™(R). Si trovi una successione zy; con #; > 0 e limz, = 0 tale che
f(zs) = 0 e si concluda, grazie al § 2.2, che f non & analitica nell’intorno di 0.

()

blz)=

E 3.9 Calcolare (ik%).

;
3
E 3.10 Dimostrare che limsup

k— oo

=1, per ognt a € R\Z.

E 3.11 Sia

T
et — 1"

(3.51)
(i} Si dimostri che b(x) & analitica in £ = 0.
(i} Si definiscano i numeri di Bernouili By, come in (3.42) e si calcolino i primi cinque
B.
(iii) Si dimostri 'identita
b{2z} 4+ x = wcotanhx . (3.52)

(iv) Dimostrare che Bazy1 = 0 per ogni £ > 1.
E 3.12 (1) Usando la (3.52) si dimostri la {3.46).
(ii) 81 dimostrino le identitd elementari

senh 2z = 2senhx coshz , cosh2e =2 cosh®z —~ 1,

cosh’z — senh?z =1 ,  2cotanh 2z — cotanhe = tanhz .

(iii) Usando 1'ultima relazione nel punto (i) si dimostri la (3.45).
(iv) Si dimostrino le identita elementari

tanh e = —itaniz , cotanhz =icotanic . {(3.53)
Usando il punto {iv) si dimostrino {3.43) e (3.44).

E 3.13 (Stima di Cauchy) Sia u una funzione analitica in {z : jz — zo| < 1}
Si dimostri che esiste una costante (¢ > 0 tale, per ogui § > 0,

sup [P (@) TV vE>0. (3.54)

e —zo|Sr =3
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4 Serie di Fourier

4.1 Funzioni periodiche e polinomi trigonometrici

Una funzione f di variabile reale si dice periodica di periodo T > Ose f{x+T) =
fiz) per ogni z € R Se f & una funzione periodica di periodo T, la funzione f
definita da f{z) = f (J:%;) & periodica di periodo 2w; pertanto consideremo solo
funzioni di periodo? 2.

Definizione 4.1 C3, ={f € CP(R} : f(z+27) = f(z}, VzeR}L

Esempi naturali di funzioni C3, (o meglio Cj,} sono le costanti, senx, cosz,

sen 2z, cos 2z,... e loro combinazioni lineari:

N
@
sn(x) = ?D+Zancosnm«+~bnsenn:c , An,bp E R ; (4.1)

n=1

(il ruclo, del tutto formale, del fattore 1/2 davanti alla costante ag apparira chiaro
in seguito). Una tale espressione si chiama polinomio trigonometrico (reale) di
grado N. Una classe assai pilt vasta di funzioni periodiche si ottiene considerando
limiti, per N che tende ad infinito, di polinomi trigonometrici:

Proposizione 4.2 Siano {ta}np0,{0n}n>1 due successioni di numeri reali taki
che

oG
> lan| + [ba) nF < oo . (4.2)
=1
Allora, sy (z) {definito in (4.1)) converge, per N che tende ad infinito, uniforme-
mente su R ad una funzione f € CF,,.

Il limite di polinomi trigonometrici ovvero un'espressione della forma

o

5 T Z(an cos nE + by, senn) (4.3)

n=1

prende il nome di serie di Fourier; dunque il risultato appena esposto pud essere
riformulato dicendo: “se i numeri a,, e b, soddisfano {4.2) allora la serie di Fourier
(4.3) ad essi associata converge uniformemente su R e definisce una funzione di
classe C5..".

Dimostrazione (delia Proposizione 4.2) Grazie a (4.2), perogni 0 < k < p, la
serie delle derivate ) ug‘), con ug =ag/2 e (per n > 1) up = a, cOSnE + by senne,
converge totalmente in R e il Teorema 1.6 implica che Y, u, converge ad una
funzione f € CP(R). La periodicitd di f deriva dalla periodicita di sx:

fle+2n) = Jim sy(z+2m) = lim sn{z) = f(z) . |

! Per le formule relative al caso generale si veda 4.11.
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L’ipotesi (4.2) implica, in particolare, che max{|an|, [ba|} < M /nP.

Pil interessante & la questione inversa: data una funzione f € C%,,, trovare una
successione di polinomi trigonometrici che converga ad f.

Prima di analizzare tale questione, sl noti che cosna e sennz sono, rispettiva-
mente, la parte reale ed immaginaria di e'™®: questa osservazione suggerisce una
riserittura pitt compatta, in forma complessa, dei polinomi trigonometrici (4.1).

Ponendo .
— %0 an F iby
Co = -"2-' s [ T
ed osservando che la “trasformazione inversa” di tale relazione (ovvero la relazione

che da gli a,, e b, in termini dei ¢g,,) & data da

Vnz1), (4.4)

apg=2, epern>1l, ay=ca+con, bn=dcy—ic.y, (4.5)
3 =
si ha che®
N
Z cpn €™ = ¢+ Z(Cﬂ F Cepycosne + (ie, — fc_p) senne
RES =1
N
N
ay
= 3 + Z ap cosnE + by senne = sy{x) . (4.7)
n=1

Osservazione 4.3 (i) Nel caso che stiamo considerande a,, e by, sono numeri reali
e quindi ¢_, = &, (dove, come al solito al barra denota “complesso coniugato”).
Naturalmente avrebbe senso considerare il caso (apparentemente pili generale) in
cul a, e b, sono numeri complessi, nel qual caso i polinomi trigonometrici sy (z)
sarebbero defle funzioni complesse di variabile reale. In questo capitolo considere-
remo polinromi trigonometrici e serie di Fourier reali anche se useremo spesso la
notazione complessa che presenta dei vantaggi dal punto di vista algebrico®.

(ii) Si noti che per ogni coppia di numeri reali & e 3 si ha'

Vol + 82 <ol +18l < VE a2+ 3. (4.8)

2%e 2y, per n € %, sono numeri complessi, | simboli

N N
Z Zn Z Zn , Zzn (4.6}
n=—N -

nEn
in|<N
denotano, per N intero positive, la somma z_n + 2-n+1 + 00+ 2y-1 + 2n; naturalmente

o M . o M )
il simbolo ¥ z» o (qualora non vi sia ambiguitd) >, #n, denotera la somma z_n +

. . o [= =] . . -
Zong1 + e+ 21 + zaq; 1 simbolo E nel En: § g 1 O E"w zn denotano il limite,
qualora esista, limy 500 E aee B [per le definizione sulla convergenza di successioni o serie

complesse si veda 1.25, punto (iv)].

3Per le definizioni e proprietd fondamentali relative a funzioni complesse di variabile reale
ovvero a funzioni f: EC R — C =i veda 1.25.

4La prima disuguaglianza si verifica elevando al quadrato e la seconda deriva dalla disugua-
glianza di Cauchy (6.2) con y; = 1.
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Si noti anche che, se an, by e ¢p sono legati da (4.4) {e bp=0), si ha

eal = lemnl = 5 VETE,  ¥n20. 4.9)

Dunque (se an, bn € ¢y sono legati da (4.4)) la condizione (4.2) & equivalente a

3 leal Inl? <00, (4.10)

nez

e la Proposizione 4.2 pud essere riformulata come segue

58 &p == Cp € D pez len||n|P < oo allora flz)= 3 7 cae'™ € Cher-

4.2 Coefficienti di Fourier

Sia f(x) = 3., cz tne™" una serie di Fourier con ) |en| < oo [cosicché f € Cpel-
E’ possibile calcolare t numeri ¢, (o, equivalentemente, i numeri a, e b,) dalla
sola conoscenza della funzione f(z)7 La risposta (affermativa) & contenuta nella
seguente

Proposizione 4.4 Siano ¢, pern € Z, numeri complessi tali che 3, 5 |ca| < oo
e sia f(z) = 3, czcne”™. Allora

1 2

—_ . —inc
Cn = o= | flzie dx . (4.11)

Dalle relazioni (4.4) ne consegue che 1 numeri a,, e b, sono dati da

1/ 1
in = — | flz)jcosnzde (n20), bn= f(:L) sennz dr  (n>1).
Ty .
(4.12)
Dimostrazione (della Proposizione 4.4) Dal Teorema 1.5 segue che®
1 2n . 1 2 ) .
o e = fm [T 5 cadmeas
|ml<N
o —— t(m%n P —
T oon I\}Enm Z cm/ de = ¢cq . l

<N

Motivati da questa discussione (e cambiando punto di vistal) diamo la seguente

{1} Qui stiamo usando la versicne del Teorema 1.5 per funzioni complesse di varizbile reali: si
veda 1.25. (i) Si ricordi anche (1.42) per cui ‘[02" e Tdr & nuilo se 0 # k € 7 ed & ugnale a 2 se

k= 0. (iii) Qui ed in seguito espressioni quali . Zm sono abbreviazioni per = Zwn.
( ) Q g ; q Z‘misf\ e p Z :n“|e<_1N w
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Definizione 4.5 Sia f une funzione periodica di periodo 2w ed integrabile su®
{0,2n). Si chiamano coefficienti di Fourier di f { numeri complessi

. 1 )
fn= —/ flo)e ™™ dx | Vel (4.13)
2k

Osservazione 4.6 (1} Anche i numeri a, e b, definiti in (4.12) (per f una fun-
zione periodica di periodo 27 ed integrabile su [{, 27)) vengono, a volte, chiamati
coefficienti di Fourier di f (o coefficienti “reali” di Fourier di f).

(ii) Naturalmente il ruclo dell'intervallo [0, 2r) pud esser giocato da un qualunque
intervallo lungo 2n poiché la conoscenza di f su di un qualunque intervallo lungo
quanto il suo periodo permettere di ricostruire f su tutto R Ad esempio si ha:
se f(x) & una funzione periodica ed integrabile su [0,2n) allora lintegrale su un

qualungue intervallo lungo 27 coincide con Yintegrale tra 0 e 2x. Infatti, per ogni

a<beperognikeZ, j:_:';;:f( dr = j f()dt (si ponga ¢ =z + 2kw), dunque,

per ogni xg,
zp+21 2w Tp+2w
/ flzydzr = flz)dx + l flz)dz
o mO‘ZTr 7;0 2w
= flz)dz + / flz)de = fla)da
zo 0 0

In particolare, se f & periodica ed integrabile su [0, 27) tale & f(z)e~"* e dunque
il calcolo dei coefficienti di Fourier di f pub essere fatto sostituendo [0, 27) con un
qualunque intervallo lungo 27, Ad esempio, &, a voite, utile usare la formula
i - Nz dr . 4.14
fn = 2?1_ f (z)e €L ( )

Alcune proprietd dei coefficienti di Fourier sono contenute nella seguente

Proposizione 4.7 Sic f : B — R una funzione periodica di periode 37 “a
quadrato sommabile” su” {0,27). Allora

. an
O Vid<g [ U@l (e
(ii) fn zzliun ! (Vne Z}:
Y TR W P P (R VETI ST NS

[n|<N In|<N
8Come nei paragrafi precedénti “integrabile” sta per “integrabile secando Riemann” anche se
tutti | risultati qui esposti vaigono sotto l'ipotesi pili debale di integrabilitd secondo Lebesgue.
Si potrebbe fin da ora generalizzare un po’ i risuitati di queste paragrafe sostituendo le ipotesi
di integrabilitd su [0, 27} con integrabilita su {0, 2m)\{z1, ...,z v} dove gli z; sono punti fissati in
[0,27).
"0 pill in generale f & “a quadrata sommabile” (cice f2 & integrabile) su [0, 2w)\{z1,....zN }.

62



R 2w
) NI [ @k

neZ N
(v lm |fal=0;

{vi) (ﬁ’:ﬁn = (in)*f,, , (per f € Cloey VO< k< p, ¥ n);
y N 1 2m
(i) S 1A < o [ 1P @R (e £ € Cy YOS RSP Y )

neL

Dimostrazione (della Proposizione 4.7)

La (i) & conseguenza immediata di (1.40) e del fatto che ™| = 1.

La (ii) & conseguenza lmmediata delle definizioni date.

(iii): Espandendo lintegrando si trovano, oltre 5- Lﬁﬂi flz}|?dz, i seguenti due
termini®

S hefa = L[T(X o) (S o) i

In|<N O g lmj<N

It

an
ez(n—-m)w dr
0

= 5w XA

[nisN  migN

L[ e (50 5 hemYis = 2me( 5 Ak [ o)

[ni=N |n|EN
fn A—n) =2 Z |an2 .

[r|EN In|=N

I#
%]
=
o
—

Mettendo assieme tali termini si ottiene 'asserto.

(iv): La relazione in (iii) mostra, tra l'altro, che E{mg:vifnrz < g;LzWEf(m)[Qdm
per ogni NV e prendendo il limite per N — cc si ottiene la {iv).

La (v) & implicata dalla convergenza della serie in {iv).

(vi): Si noti che se f € C,, allora’ f' € Cper. Dunque

e 1 2
0

(Pozge [ fae= 5 [1@)] = g 0em - oy =0,

83 ricardi che, se z ¢ w sono numeri complessi, allora [z 4+ w|? = (z + w)(Z + &) = {2 +
|w|? 4 2 Re {z4®); si usi il punto (3i) della nota &,

95 usi il punto (it} e si osservi anche che se u : [0, 27} — € & integrabile allora j;" Reu(r)de =

Rej;)zfu(r)d:r.

2 hY— flz 42 h) —

(g om) = g SEEZTER = fle e 2m) 4 h) = f(2)

k0 h h—0 h

= f'(=) .
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che & la (vi) per k = 1 e n = 0; poiché tale relazione pud essere iterata, la (vi) &
vera per n = 0 e per ogni k < p. Sia ora n # 0. Essendo f € CJ,,, integrando per
parti (Osservazione 1.23) si ottiene:

b = %f”mfm@=§£ﬁmﬂf$yﬂ
_ Lty 1

an —in 0 2min J

‘27r’ ‘ 1 -
flaje ™ de = —(F), .

che & la (vi) per k =1 e n # 0. Tterando tale relazione si ottiene 'asserto.
(vii): Applicando la (iv) a f (#) (che per le ipotesi & integrabile) ed usando la {vi)
si ottiene la relazione (vii).

Osservazione 4.8 (1) La relazione in (iv) viene, a volte, chiamata la disugua-
glianza di Bessel.

(ii) I vari asserti delia Proposizione 4.7 possono essere letti in termini dei coefficienti
di Fourier “reali” a,, ¢ b, (4.12) facendo uso delle relazioni (4.4) o (4.5) con ¢, & Fu
Ad esempio, se denotiamo con e pl# § coefficienti “reali” di Fourier di ¥, la
{vi) diventa

Al (—1)%#?11"&,2, se k & pari,
" (=1)77" nFb,, se k & dispari,
&
~1) n*b k & pari,
=g o seRepa, (1.15)
(=177 n"a,, sek & dispari.

ana . . 27 £

(ifi) Dal punto (vii) segue che se f € CE., [ful?|n|?® < & L7/ (2)i®dz per
ogni 2 € Z e quindi (maggiorando l'integrando con supg | f'P(z)|* e prendendo la
radice quadrata) si ottiene

2 M
fecr, = \fnlgmi% (Vnei), conMpEsEplf(”)(a:)i. (4.16)

(iv) Se f & integrabile su [0,2r) allora f, = 0 quando n — oo (“Lemma di
Riemann-Lebesgue!!”). Infatti, sia f(z) definita come f(z) perz € [0,2r~ 1) e 0
altrimenti. Tale funzione f; & chiaramente a quadrato sommabile (essendo limitata)
ed inoltre dalla definizione di integrale di Riemann segue che ﬁ”l f— ful = 0 per
k —+ oo. Dato € > 0 sia & tale che L2”|f — fi| < €/2. Essendo fx a quadrato

sommabile, dalia Proposizione 4.7, punto (v) segue che esiste IV tale che per ogni
n € Z con |n| > N si ha |fyn| < /2. Allora, per ogni [n| > N si ha: [fa| <

11 Naturalmente una funzione f pud essere integrabile ma non a gquadrate sommabile come, ad

esernpio, 1/4/2x — z su [0,27).
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. . . 2 ) R 2
[fo = Fenl + | fan] = Ll (f(m)*fk(m))ewmmdﬂ +1fenl £ l |f(@) — fu(z)idz +

2 £ T
i fen] 5 - 5= e. Dall’arbitrarieta di ¢ segue 'asserto. 1

(v) Discutiamo un po’ pilt in dettaglio la relazione fondamentale che c’& tra rego-
larita di una funzione periodica ed il decadimento (per |n| — oc) dei suoi coef-
ficienti di Fourier. Il punte {vii) deila Proposizione 4.7 & un parziale “viceversa’
della Proposizione 4.2. Infatti, come gia osservato nell’Osservazione 4.3 punto (ii),
la Proposizione 4.2 & equwalente a

S8 T = Con € 3,z |CnlInlP < 0 allora f{z) = 3, cpcae™ € Gl
Mentre il punto (vii) implica
91 '
se f € Cb,, allora y, ez | ful*In]* < oo
ma quest’ultima condizione & piii debole della condizione ) . fallnl? < .
Quindi queste relazioni non ¢t permettona di caratterizzare esattamente le funzioni

C2,, (con p < o) in termini del decadimento dei loro coellicienti di Fourier. Invece
dalla discussione fatta segue che

f € CF, se e solo se i coefficienti di Fourier \fn[ decadono pit rapidamente (per
\n| — oc) di ogni potenza inversa dit* |n|.

Un'altra classe di funzioni che & possibile caratterizzare esattamente tramite una
condizione sul decadimento dei coefficienti di Fourier 2 la classe Cl, ovvero le
funzioni periodiche ¢ reali analitiche su R

Proposizione 4.9 f € C% se e solo se f € Cger e

DE]‘
3C,0c>0 taliche |fu<Ce™™ VaeZ. (4.17)
Nel corso della dimostrazione faremo uso della seguente stima

Lemuma 4.10 Sia o > 0 e sta k un intero non negetivo, allora
- 1
ZE,—LU iF < (1+ ) —k Ll (4.18)
=0
Dimeostrazione Se k = 0, poiché o < Z c ol /3t siha

R B =
2 -"fr;:—1+ea —1+(§:

Q .

j 1
) <l+-—,
]!

—

che & (4.18) nel caso k = 0. Sia ora k > 1 e si consideri la funzione f(t) =e™ "'t
per t > 0. Tale funzione & positiva per ¢ > 0, ha un unico massimo in £. = k/a,
& strettamente crescente per {0 < ¢ < t, e strettamente decrescente per ¢ > £..

20yveror ¥V p = 0 3 Cp > 0 tale che | fr]| < Caln|™P ¥ n £ 0.
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Sia N=[t,] ([|= “parte intera”) cosicché N < t. < N + 1. Allora, poiché

miny g1 f(E) = min{f(N), f(N + 1)}, fN+1f(t dt > min{f(N), f(N+1)} e
quindi

N+1
F(V)+ F(N+1) = min{ F(N), F(N+1)}+max{ f(N), F(N+ 1)} < F(t.)+ [N ;.

Dunque, essendo f crescente tra 0 e IV e decrescente per t > N 4- 1 sl ha

N-—-1 N
f@)y < | fltyde, i < fe)
Y s > ss [

F=N-+2

e quindi*?

i

Seito= s [ o i/
§=0

i=l1
af—}rl-}-(ﬁ).gk!a"k (1+a). i

Dimostrazione (della Proposizione 4.9) Sia f € C

Il

v Dal Teorema 3.6 segue che

V2o € [0,27) 3 Mag.7ep > Otaliche  sup  |[f¥@) € Me,ry) K YE20.

|z —20|<rag

Gli intervalli I, di centro zg e lunghezza 2r;, formano un ricoprimento aperto
dell’insieme compatto [0, 27] ed & dunque possibile trovare 0 < zy < -+ < zy < 27
tali che [0, 27} € I, U---Ul;, . Definendo M = max)<j<n My, 7= minj<i<n 7oy
si ha allora

lf @) < Mr* g VzeR,¥VE>0. (4.19)

Dal punto (vi) della Proposizione 4.7 e dalla (4.19) segue dunque, per n #£ 0, che

. 1 2 ; 1 P
_ (@) —inx < — =P pl < .._Q_m , 4.2
| fal ZWLn!P‘/O F¥N@)e™ ™ dz| < Mr?pl < M( ) (4.20)

Inf? nir

Quindi, se |n| > 2/r, scegliendo p={n| r/2] si ha che

M(ﬁ)p < M2-lRIr/E < prg={linb /a1 . (gppyeftrinlles2/2) (491

Da (4.20) ed {4.21) segue (4.17) se poniameo:

= °'|“] =
o= (rlog2)/2, C*”o«q ax | fule C= max{2M,C.}.

1351 usi la stima k! > (k/e}* che si ottiene facilmente per induzione su & > 1 (ricordando che
(1+ 17k < e}
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Assumiamo ora che valga (4.17). Poiché 3 .o In|3’e“’|”‘ < oo per ogni p > 0,
dal punto (ii) dell'Osservazione 4.3 segue che f € CgE,. Il punto {vi} della Propo-
sizione 4.7, la (4.17) ed il Lemma 4.10 implicano, per ogni = € [0,27) e per ogni
interoc k > 1,

FR@) = | flmten| < 31l It

ne& neZ
< C Ze_"‘"lmij‘ (2C) Ze'”j i*
REL i=1
: 1_ -k 11
< o1+ U)f’ K. (4.22)

Inoltre, sempre da (4.17), segue che!®

< Sl oY e =

nEZ neZ

—T

< (20) (1 + ) (4.23)

Quindi |fi(x)] < Mr~* k! per ogni = € R e per ogni k > 0 se scegliamor=o e
M = (2C)(1 + 1). Dal Teorema 3.6 segue dunque 'asserto.

4.3 Convergenza di serie di Fourier

Passiamo a rispondere alla domanda fatta allinizio di questo capitolo che ora pud
essere cosi riformulata: sotto quali condizioni f (periodica) coincide con la sua
serie di Fourier?

Cominciamo con un risultato preliminare che da condizioni sufficienti affinché il
troncamento di una serie di Fourier converga a f in un punto:

Lemma 4.11 (Dini) Sia f : R = R periodica ed integrabile su {0,2x). Fissato
x € {0,27), se il rapporto incrementale y = F{y) = (f(;r: +y) - f(a:))/y ¢ integra-

bile (come funzione di y) in un intorno di*® y = 0 allore

Jim > Fael™ = flz) . (4.24)

\n|<IV

Osservazione 4.12 Una ipotesi che implica la validitd del “test di Dini” (= “in-
tegrabilita del rapporto incrementale”) & che f sia derivabile in z. Infatti se f &
derivabile in 2 esiste § > 0 tale che |F{y) — f'(z)| < 1 per |y} < 4. Dunque

()] < |F(y) - f@)] + 1 @] S 1+ 1f @) =M . (4.25)

1450 § = jngcrj/j, (1+e )il —e @)= (e +1)/{e—1) = 24c+8/c+8) <
2+ a)fe <201+ L)

15P{y precisamente: se F ¢ integrabile su [—z, -z + 2r) N {0 < [y} < r} per r sufficientemente
piccolo.
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Dunque per ogni 0 < p < § s1 ha J;<!y|<5iF(y)|dy < 26M e quindi F & integrabile
su [—d,d]. o

Esempio 4.13 Sia f la funzione di periodo 27 che vale z° nell'intervallo [~x, 7).
St noti che la funzione f & di classe C'ger, & derivabile in ogni & # 7 + 2k7 ma non
& CL... Calcolando i coefficienti di Fourier di f [usando {4.14) ed osservando che
et™™ = (—1)" per ogni n € Z] si trova, per n # 0,

R 1 by B 1 e inz 1 T »
fn - 55‘26 1n:z:d$ — _[mz _] + pe T g
2w j_ 2w —in l-r  minj_,
1 L 1 e i 1 T
= e | """ dr = -—-:-{:c - ] ~—=f € mE dx
min f_, wminl —in l-a @n< f_
1 I: inge T n
= —|zre” ] 1
n? —n =(-1) n2 ’
mentre . ,
N 1 i
fo=—{ zidc=—.
2m [, 3

Dunque dal Lemma 4.11 segue che, per ogni —m < z < 7,

2 n 2 o0
2T (_1} ine T
f(.’l?) =r" = -3— + 2 76 _— Z___:

gl 3
ngEl

3

COs L (4.26)

La serie in tale relazione converge totalmente e dunque, come nella Proposizione 4.2,
definisce una funzione Cpe. Poiché, come gia osservato, anche la funzione f & di
classe Cper si ha che la relazione (4.26) vale sullintervallo chiuso [~ 7] e cal-
colando tale relazione in x = 7 si perviene alla notevole identita

i%:i (4.27)

Dimostrazione {del Lemma'® 4.11) Sia G(y) = W. Dalle ipotesi
segue che tale funzione {complessa di variabile reale) & periodica di periodo 27 ed &

integrabile su [0, 27): infatti, chiaramente G{y} & integrabile su [, 2 —¢}, pere > 0
e sufficientemente piccolo!?, e se F(y) = (f(:c +y) - f(m)) Jyegly)=(e¥ - 1))y

& la funzione definita nell’Esempio 2.25, si ha che G(y) = F(—y)/g{—y) che &
integrabile su'® {0,e) U [27r —¢,27). Dunque f(z —y) — flz) = Glyle ¥ — G(y) ed

161 %idea della dimostrazione & tratta da “Appunti sulle serie di Fourier” di A. Figa-Talamanca.
Y7 f{z —y) — f(x) & integrabile (in ¥) su [0,27) per ipotesi (essendo f integrabile su (0,27} e
periodica) e si vicordi (Esempio 2.25) che gli zeri di ¢*¥ — 1 sono dati da 2kn {k € Z).

3Fssendo G periodica di periodo 27, J;EG(y)dy—i—fzitEG(y)dy = ijG(y)dy e F & integrabile
su di un intorno di 0 per ipotesi e ¢{(0) = ¢ # 0 ed @ continua.
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essendo ambo i mernbri di tale identitd (come funzioni di y) periodici ed integrabili
su [0, 27) possiamo calcolarne 1 coefficienti di Fourier {(ovvero moltiplicare ambo i
membri per e~ /(2r) ed integrare da ¢ a 27) ottenendo le relazioni'?

fg =G - Go+ flz), f_ne_mm = G’n+1 —Gn (pern#0). (4.28)

Dunque, per ogni & > 1,

Yo Fne = Y fenem™ = f@) 4 D (G =Ga) =G —Gon+f (@)
jn| <N In|<N lrl <N

(4.29)

Dal punto {iv) dell’Osservazione 4.8 (¢ da quanto sopra detto su ) segue che

Nﬁr:l;:l G = 0 e dunque, prendendo if limite per N — oo nella (4.29), si ottiene
—too

la (4.24). 1

Teorema 4.14 Assumiamo che f € Cf,, per un qualche p > 1. Allora, per ogni
£ > 0, esiste Nq tale che, se N > Ny, si ha

su ine . 4.30
wp @)= Y e S (4.30)
In|<N
Inoltre, vale la sequente “uguaglionza di Parseval”
1 2
2 g Fop2
ar ) W@ de=3 15l (431)

nEd

In particolare, la (4.30) mostra che 3, <y fne™™, per f € Cper cOnverge uni-
formemente a f.

Dimostrazione Dal Lemma 4.11 e dall’Osservazione 4.12 segue che

= Y fad™=lm 30 fie™, VazeR (4.32)
Inl< N ~}Ooi\f<|nl§ﬂ4’

Dalla (vii) delia Proposizione 4.7 (con k = p) segue che, dato € > 0, esiste Np > 1
tale che, per ogni N > Ng, si ha

S AP P < (p— %) : (4.33)

n>N

¥Per il punto (ii) dell’Osservazione 4.6 si trova che j{;%f(m - yldy = f

o — 21rf(t)dt =
FE piyat = 2n fo.
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Usando la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz (0.2) e la (4.33}, si ottiene, per ogni
M >N = Ny,

YoRe < Y M= X (ifallnl) i
N<n|<M N< oM Ng|nl<M
: 3
< (X AP (Y )
N<|n|<M Nein|<M
< (X |fn|2|n|2p)%(2 T n-zp)%
fni>N n=N+1
1 1 o 1 1
= E(P—ﬁ)a(Q/j‘v mTpdx)z =N§‘% .

Prendende, in tale relazione, il limite per A — oo, e ricordando la (4.32) si ottiene
la (4.30).

In particolare, (4.30) mosira che la convergenza di Ztnl <N fnei™® a f & uniforme;
quindi si pud passare al limite, per N — oo, nella formula (ifi) della Propo-
sizione 4.7, ottenendo l'identiti di Parseval. |

Esercizi e complementi

E 4.1 Sia f : B —» R periodica e integrabile su {0, 2x). Dimostrare che f;f(t}dt 2
periodica se e solo se fi”f(t)dt =0

E 4.2 Sia f : R — R periodica e integrabile su [0, 27w) e slano an & by 1 coefficienti di
Fourier “reali” definiti in (4.12), Dimostrare le seguenti affermazioni:

(i) fepari® =2 FfieRVneZ <& b,=0,¥nxl

(ii) f & dispari == ifn€RVYREZ <<= au.=0,Yn20

(iii) Se f & ' allora (i) e (i) valgono con © «=>* al posto di “ = ",

E 4.3 3i calcoline i coefficienti di Fourier delle seguenti funzioni periodiche di periodo
27 i cui valori f(z) per z € [—7,7) sono dati da:
: = sen *kir
() f@ =2, 1<ksd; @ f@=lkl; @@= —% -
k=1
(4) Hz)=¢€";  (5) flz)=¢", (0<=z<m)ef dispar;

© flo)=senz; (N fl)=cos’m;  (BTFT.

E 4.4 Si caleolino i coefficienti di Fourier delle funzion! periodiche di periodo 2r i cui
valori coincidono con i valeri f(x) elencati in (1)+(8) dell’Esercizio 4.3 per z € [0, 27).

20Ing funzione g definita su B" si dice pari se g(—x) = g(2), ¥ 2, e si dice dispari se g(—z} =
~g(z).
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o0
E 4.5 {i) Sia un(z}E/ e cos n{t —z) dt. 5i studi la regolaritd di u= anl Uy B

se ne calcoli la serie di Fourier, -

(ii} Come al punto (i} con ua(z) = et cos nit — a) dt.

]
C 4.8 Proposizione 4.15 Se f € C%,, ¢ C! a tratti®? allora Znez |fn] < oo e quindi
la serie di Fourier di f converge totalmente a f.

———

Lemma 4.16 5S¢ f € C’?,er ¢ C a tratti allora (9, = infn.

Dimostrazione Siano 0 < a; < - - < axy < 27 i punti di salto di f', e poniamo ap=20
e any1 =27 Allora

— Nt1
! —ina — ! —ine
. _/ fe da = ey Z f e dxz

k=) “Sk—1

N+1

. N+]
o ‘ZTr Z[f —i.nz gk ) / fe—‘i.‘ﬂ.xdl

= 2 fe_mzdez'nfn,
27 J

(si noti che poiché f & continua, la somma zk [fe_"”] _; @ una somma “telescopica”
di cui resta la differenza tra Pultimo ed il pr1m0 termine e tali termini si cancellano per

la periodicita). i

Dimostrazione (della Proposizione 4.15) Poiché f' & periodica e continua a tratti,
f' & integrabile su [0,27) e dunque dalla. disuguaglianza di Bessel (punto (iv), Prope-

sizione 4.7) segue che Y [( f) 2 < L |f(a¢)\2d5'; < oc. Dunque dal Lemma e dalla

P

disuguaglianza di Cauchy~ Schwarz per successioni segue che

S = Sl < (1) (i)

n#d n# D n#EQ nxo
1 1
v 7 2\ %
(i) (m) <o, B
n#E0 n0
E 4.7 Si dimostri che sotto le ipotesi del Lemma 4.11 di Dini si ha che

N
: E : F iRz __
x\’,}‘&frgoo an - f(.'L')
n=— M

hafs

ovvero che V £ > { esiste Ny tale che per ogni N, M > Ny si ha che Zf:_M frei™® —
flz) <e.

#1 Una funzione 7 : E — &, con E intervallo di R, & C1 a tratti se esistone N punti in
Eay <+ Caypercui fec! ((ak_l,ak)), per 2 < k < &, ed esistono (finiti) i limiti,
rispettivamente, da destra e da sinistra di f e f' in ap_; ed a;.
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C 4.8 La seguente versicne del Lemma 4.11 di Dini da, sotto opportune ipotesi, infor-
mazioni sulla convergenza della serie di Fourier in punti dove f(z) ha un salto. Ricordiamo
prima le notazioni

flo+) = Em fle+h)= Im_ f(y), fle=)=lim flz+h)= lim f(y).
10 YT T ATO

T,y E

Lemma 4.17 Sie f : B — R periodica di periodo 2w ed integrabile su [0,27). Se ¢ &
[0,27) & tale che esistono i limiti f{zk) e tole che lo funziene

flo+y) = flat) i

” sey >0,
Ply)= W&tﬁ C sew<0, (1.34)
0, se y=10,
& integrabile in un intorno di zero, allora
. 4 inr_f{$+)+f(m_)
Jim 3y femr= Rl (4.35)
LN
Dimostrazione Sia
r—y)— flz—
————~——-——f( e_yz.)y_fl( ) , sey>0,
Gw={ S fE) g
e~ —1
0, sey=0.

Dralle ipotesi fatte (ragionando in maniera analoga a quanto fatto nella dimostrazione del
Lemma 4.11} segue che & & periodica ed integrabile su [0, 2w}, Seguendo lo schema della
dimostrazione del Lemma 4.11 troviamo la relazione

fle—y) —x, @fe=) - x_ (@) fla+) = Ge ™ - Gly) (4.36)
dove
_ 1, sey>0, _ 0, sey>20,
X+(y):{[l, sey <@, X”(y)={1, sey>0.

Moltiplicando per ™™ /(2) ed integrando tra —m e w ambo i mebri della (4.36), trovi-
amo

fo = G -Go+ ———————————f(;L—E_) ; fle=) ;
Fe ™ Caar— Gt =) E2 4 pan el iz o).
2min —2rin
QOsservando che ¢ = (—1)" si ha che
1 - e—x'nfr 2 einrr -1 )
Z I Z Fr ’ Z n Z i 0
o<l 1, oAl N

Dunque 3oy fre”® = fet)d /@) o Gy~ Gy dacui (come nella dimostrazione
del Lemma 4.11) segue |'asserto. |
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E 4.9 Si dimostri che se f & periodica e ' a tratti allora soddisfa le ipotesi del
Lemma 4.17. Dunque nei punti dove f ha un salto {ma esistono 1 limiti da destra e
da sinistra di f e f') la serie di Fourier vale la media del salto.

E 4,10 Sia &k > 2 esia u(z) = Z ST i dimostri che u € Cha? ma che u ¢ Cf,.

nk
>l

E 4.11 Sia f una funzione di periode 7" > 0 integrabile su [0, T'}. Si scrivano le formule
rilevanti per lanalisi di Fourier,
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5 Funzioni di n variabili reali

5.1 Norma, distanza euclidea e prodotto scalare in R"

Per continuare lo studio dell’analisi matematica in pit dimensioni introduciamo
la nozione di norma euclidea. Sia & = (1,...,¢,) € R" un punto {0 elemento o
vettore) di R™ e si definisca la sua norma euclidea come

(5.1)

Ricordando la (0.5), & immediato verificare che la norma euclidea gode delle
seguenti proprieta

i) jzl>0Vz e jz|=0 < x=0,
(i) |axi=|al |,
(i) Nz +yl <lof+ ]yl (5.2)

qui r e y sono elementi di B® mentre a € R & uno scalare. La (ii) si chiama
“proprieta di omogeneita”; la (iii) & chiamata “disugunaglianza triangolare” (si veda
§ 0). La (iii) & equivalente a!

1u—m3“m-hﬂ, VauveR. (5.3)

Alla norma enclidea si associa la distanza euclidea, decretando che la distanza
(euclidea) tra due punti z e y di R* & data da

diz,y} =z -yl . (5.4)
Dalle (5.2) segue che d{-,-) gode delle seguenti proprieta:

)y dz,y)>0 e dlz,y)=0 = z=y,
(i) d(z,y) = dly,z),
(iil) d(z,y) < d{z,z) +d(z,) ; (5.5)

qui #, ¥y e z sono elementi di E*. Si noti, infine, che la norma euclidea & indotta
da un prodotio scalare cioeé
lzP=z-x (3.6)

dove il prodotto scalare “” & definito da
n
ToY= Y Ty, (5.7)
=1

dove = (2, ..., Zs), ¥ = (Y2, ..., Yn) s000 elementi di K",

ISiponga s =u—vey=uvoppure z = v—uey = Sinoti il diverso significato delie barre
i (5.3).
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Osservazione 5.1 (i) Dato uno spazio vettoriale V una funzione ||-|| : V' -+ [0, o0)
che verifichi (i)-(iii} di (5.2) si chiama norma?; se la funzione || - || verifica le
proprieta (i)-(iii) di (5.2) tranne la proprietd “|jz|| =0 == =z = 0", || | prende
il nome di seminorma. Un esempio di seminorma che non sia una norma & data
da R® con ||z||=]=1]- Uno spazio vettoriale dotato di norma si chiama spazio
normatao. Altri esemnpi di norme su RB* sono dati, come & facile verificare, dalla
“norma 1" e dalla “norma oo” (o anche “norma del sup”):

o= ot ek = o . (58)

Si noti che per ogni z € |{", valgono le seguenti relazioni fra le norme appena
introdotte®:

Nel prossimo capitolo verranno discusse alcune norme su varl spazi vettoriali di
particolare interesse per 1'analisi matematica.

(i) Dato un qualunque insieme X, una funzione d{-,-) : X x X -2 [0,00) che
verifichi (i)-(iii) di (5.5) si chiama distanza o metrica. Un insieme dotato di
metrica preade il nome di spazio metrico (si veda anche 5.50).

(ili) Dato uno spazio vettoriale V su R (ovvero con campo degli scalari dato da
R), un’applicazione {-,-) : V" x ¥V — R bilineare, simmetrica e definita positiva*
prende il nome di prodotto scalare su V. Per maggiori informazioni sul prodotto
scalare in B” si veda 5.59.

5.2 Topologia standard di R”

Lanozione di distanza permette di introdurre una topologia in R™ che generalizza
la topologia su R generata dagli intervalli®. Definiamo la sfera aperta di raggio
r >0 e centro zg = {2o1, ..., Ton) € R* come l'insieme

Bo(zo)={r € B : |z —mo| <7} . (5.10)

2Ty solito, una norma su uno spazio vettoriale V si denota appunto con |lx|| (dove x & un
elemento di V). Nel caso di B" e delle norma euclidea, si usa spesso la notazione piit semplice
|z]; & volte (in altri testi) la norma euclidea in K" viene indicata con |z{|z o anche con |z|s.

31e disuguaglianze neile quali appare la norma oo sono ovvie; |z| < ||y si verifica elevando
al quadrato e |z|; < /7|z| deriva dalla disuguaglianza di Cauchy (0.2) con 4 = 1.

4«Bilineare” significa che {ax + by, z) = a{z, 2} + bly, 2) e {z,qy + bz) = a{z,y) + b{z, 2} per
ogni coppia di scalari a,b e per ogni z,y,z € V; “simmetrica” significa che (z,y} = {(y,z) per
ogni x,y € V; “definita positiva® significa che {z,#) > O perogniz € Ve (x,x) =0 =% z=10.

5 Una topologia su di un insieme arbitrario X &, per definizione, una famiglia A di sottain-
siemi di X (detti “insiemi aperti”) che goda delle seguenti proprieta: (i) X e @ appartengono a
Ay (i) un’unione arbitracia di elementi di A & un elemento di A; (iii) un’intersezione finita di
elementi di 4 & un elemento di A. | complementari degli insiemi aperti si chiamano insiemi chiusi.
Uno spazio topologico & una coppla (X,.4) con X insieme arbitrario e .4 & una topologia su
A
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Un insieme E C R™ si dice aperto (rispetto alla topologia indotta dalla metrica
d{z,y) = |z —y|) se per ogni z € E esiste una sfera (aperta) B{x) interamente
contenuta in E; per definizione, I'insieme vuoto @ & aperto. Un insieme ¢ chiuso
ge & il complementare di un aperto (ovvero C C R" & chiuso se CC=R"\C ¢
aperto). Dalla definizione data segue che un’unione (arbitraria) di insiemi aperti
& un insieme aperto e (passando ai complementari) un’intersezione arbitraria di

chiusi & un insieme chiuso®.

Dato un qualunque insieme £, la chiusura di E, denotato E & il pilt piccolo chiuso
contenente E (avvero & intersezione di tutti i chiusi contenenti E); I'interno di

Q
E, denotato E, & il pitt grande aperto contenuto in F {ovvero & I'unione di tutti gli
aperti contenuti in” E}; la frontiera (insiemistica) di F, denotata JE, & Vinsieme

BE=TF\E . (5.11)

Un insieme I C R* & un intorno di z se esiste r > 0 tale che B.(z) C I. Un

punto x i dice interno ad E se x € E? 0, equivalenterente, se E ¢ un intorno di
@; & & un punto limite (o “punto d’accumulazione™) per E se ogni intorno di =
contiene almeno un punto di E diverso da z (ciogse Vr > 0 B.(x) N {E\{z}} # B);
z & un punto iscolato di E se esiste un intorno di # la cul intersezione con & & il
solo punto .

Anche la nozione di convergenza di successioni si generalizza immediatamente:
una successione {2} di punti in R® (28 = (=¥, .., z%")) si dice di Cauchy (o
“fondamentale”) se

Ve>0 3N: 2% 2P| <e VY jizN; (5.12)

per definizione, una successione {z'*} converge a zy {in formule limy_,oo ) =
To) se
lim |z 2| = 0. (5.13)
k—oa

Alcune proprietd elementari della topologia standard in R* sono raccolie nella
seguente

Proposizione 5.2 (i) Una successione in R*, {z'*1}, é di Cauchy se e solo se

sono di Cauchy (in R) le n successioni {x&k)},...,{:c%k)}; 25 converge a x se e
solo se mgk) canverge o x; per ogni 1 < i< n; R® ¢ completo®;

(ii) E ¢ R™ ¢ chiuso se e solo se agni successione di Couchy in E ammette limite
in I

(1ii) per un qualungue insieme E C R®, (_%)'3 = E°,

BT viceversa &, in generale, falso (Esercizio 5.3 & vero invece che un’unione finita di chiusi &
chiusa e che un’intersezione finita di aperti & aperta (5.4).

o ——
TChiaramente A & aperio se e solo se 4 = 4 e ' & chiuso se e solose C = C.

85i ricorda che *X completo” vuol dire che ogni successione di Cauchy in X ammette limite
in X.
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(iv) per un qualunque insieme E, © € O se e solo se ogni sfera aperta cenirata
in o contiene sia punti &i E che punti di E¢, in formule: OF = F N Le.

Dimostrazione (i) le prime due affermazioni sono immediata conseguenza della®
(5.9}; la completezza di R* deriva dunque dalla completezza di R,

(it): sia E chiuso ed assumiamo (per assurdo) che esista una successione di Cauchy
{z*}1 ¢ E che non convergain E. Per la completezza di R, esiste Z € R*\E = E*
tale che %) — #: poiché E° & aperto esiste una sfera aperta B,.(%) C E¢; ma dalla
convergenza di z(F) a Z segue che esiste NV tale che x¥) € B,(F) per ogni k > N il
che contraddice 'assunzione che {x'*'} C E. Questo dimostra il “solo se” di (ii).

Per dimostrare i1 “se” assumiamo che “ogni successione di Cauchy in E ammetta
limite in B e supponiamo (per assurdo) che F non sia chiuso. “E non chiuso”
2 equivalenie a “E° non aperto” il che & a sua volta equivalente a “d z € E¢
tale che ¥V r > 0 B, ()N E # §”. Scegliendo v = 1/k con k € N, si avrebbe che
3z ¢ By, (Z) N E il che vuol dire che la successione {z¥'} ¢ E converge a
# ¢ E e (poiché ogni successione convergente & di Cauchy) questo contraddice
Vassunzione fatta. . .

(iii): per definizione di B, E C E e passando ai complementari E¢ C (E)° e poiché
(]_g})“ & chiuso dalla definizione di chiusura d’un insieme segue che E¢ C (EE‘)" .
D’altra parte E° C E° e quindi A = (E¢)° C E; poiché A & aperto, dalla definizione
di interno d’un insieme segue che (“E?)C C E} OVVEro (1%‘)6 c Er.

(iv): Passerto deriva subito dal punto (iit}; infatti §E = E\ E=En( é)c = E\E".

5.3 Compattezza in R"

Un insieme K si dice compatto se da ogni ricoprimento di aperti si pud estrarre
un sottoricoprimento finito ovvere, in formule,

k
(o) KC U E,., FE,aperto == Ha,.,apcd: KC UEO,,. ;
acA i=1

qui A & un insieme arbitrario (e quindi non necessariamente numerabile) di indici.
Siano, ora, (b) e (c) le seguenti proprieta:
(b) vi{eW™Wyc K, I{kleme K: lim o' =z ;
=

{c) K & chiuso e limitato ;

P Assumendo la (5.12), da (5.9) segue che, per ogni 7, \wgk) - a:§”| < Sup\mgk) - mgj)l =
i

[2tF) — 2| < e; viceversa, se le {mgk)}kz{) sono suceessioni di Cauchy in R e se ¢ & un numere
positivo 3 N tale che [azgk) - a:Eh)| < g/, Y Rk > NeV1l<i< n Questo implica che

248 — ok} < e//m ma poiché [z < T|z|ee [s1 veda (5.9Y] si ha che |zt%) — 5| < £ ovvero
1%} & una successione di Cauchy in R? (nella topologia standard).
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si ricorda che un insieme si dice limitato se esiste una sfera che lo contiene; la (b)
viene a volie chiamata “compattezza per successioni”.

Teorema 5.3 (Bolzano, Borel, Heine, Pincherle, Weierstrass)
Sia K un sottoinsieme di R™, Allora le proprietd (a), (b) e (c) sopra elencaie sono
equivalents.

Dimostrazione Dimostriamo le implicazioni: (a) == {b) = (¢} == (a}.
(a) = (b): assumiamo per assurdo che valga (a) e non valga (b) ovvero che =
%) ¢ K per cui insieme {z'*) : k¥ € N} non ha punti limite in K. Dunque per
ogni x € K, esistono una sfera aperta E, di centro x ed un intero k(z) > 0 tale che
z*} ¢ E, per ogni k > k(z). Essendo {E, : * € K'} un ricoprimento aperto di K,
per (a), si ha che che esistono k punti in K, o'V 2™, tali che K C Ui-“zl B .
Ma se kg = max{k(z!") : 1 <i <k} si ha, per costruzione, che z'%) ¢ E ., per
ogni 1 < ¢ < k il che significa che 2%} ¢ K, ma questo contraddice 'assunzione
{z¥} C K.

(b) == (c): assumiamo per assurdo che valga (b) e non valga {c) ovvero che K
& non limitato oppure non chiuso. Se K & non limitato esistono z'*) € K tali che
lz")| = oo e chiaramente ogni sottosuccessione {#%:}} < {z®'} & anche tale che
litiwseo |1%)| = 00 il che contraddice {b). Se K non & chiuso, esiste Z € K\K
ossia esiste una successione {z'*)} C K tale che 2/¥) — # ¢ K. Chiaramente
ogni sottosuccessione {z*)} < {z*)} ¥ anche tale che lim;eo %) = Z il che,
nuovamente, contraddice (b).

{¢) == (a): assumiamo per assurdo che valga (¢) e non valga (a) ovvero che
esista un ricoprimento aperto {E,}la.ca di K da cul non si possa estrarre al-
cun sottoricoprimento finite di K. Poiché K & limitato esiste un cubo!® (chiuso)
Qo =1{z € R* : |z|x < R} che contiene K al suo interno. Suddividiamo il cubo (g
in 2" cubi uguali, Almeno une di questi cubi, la cui chinsura verrd denotata J1,
& tale che @5 N K & non vuoto e non pud essere ricoperto da alcun sottoricopri-
mento fnito di {E,}. Ripetendo tale costruzione otteniamo una famiglia di cubi
chivsi Qo=@ 21 D2Q2: 2 -, conlatodi @:=R Qui, e tali che ¢J; N K & non
vuoto e nen & contenuto in alcun sottoricaprimento finito di {E,}. Se per ogni i
scegliamo un punto z(¥ € QN K, allora la successione {z()} & di Cauchy!! e per
la completezza di R* esiste xg tale che 24 3 z4. Poiché K & chiuso si ha che
zg € K. Quindi esiste un op tale che zq € E,,. Ed essendo E,, aperto ne segue
che esiste una sfera di centro zg tutia contenuta in E,,. Ma allora esiste IV tale
che Qn C Fy, e quindi anche @y N K C E,, e questo contraddice il fatto che,
per ogni i, @; MK non & contenuto in alcun sottoricoprimento finito di {E,}. ]

Y0Un gubo in R™ & un insieme della forma {o € B® : |z — 30|co < r} per qualche zo € B e
qualche + > 0; per n = 1 un “cube” & un intervallo aperta di centro zo ¢ lunghezza 2r, pern =1
un “cube” & un quadrato di centro zg e lato 2r etc.

1 pgiché la distanza massima tra due punti in ur cubo di R® di lato £ & +/né, se 7 >+, allora
20, 21 g @; e quindi jz*) — 2U}] < JnR2-1
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5.4 Connessione in R”

Un sottoinsieme EF di B" si dice sconnessa se esistono due instemi aperti 4 e B
tali chese Ap=ANE ¢ Bp= BN E allora

Ap#0, Bg#0, ApgnBg=0, E=AgUBg. (5.14)
Un insieme 2 connesso se noOn & sCONNEsso.

Osservazione 5.4 (i) Ricordando la definizione di topologia data nella nota 5
di questo capitolo, 51 ha che, dato un qualunque insieme E € R™, la famiglia di
sottoinsiemi di F datada A={B = ANE: A& un aperto di R*} & una topologia
su E: tale topologia prende il nome di topologia relativa o “topologia indotta
{dalla topologia standard)”. Quindi E & sconnesso se & Punione disgiunta di due
aperti non vuoti nella topologia relativa.

(ii) Un esemnpio di insieme sconnesso di B* & dato da Z" (basta prendere come
A la sfera centrata nell’origine di raggio 1/3 e come B l'insieme dei punti x con
|zl > 1/2).

Un semplice criterio per verificare la cannessione & basato sulla nozione di “con-
nessione per curve”. Per definire le curve in K* abbiamo bisogno della seguente
{naturale) definizione: una funzione di una variabile reale a valori in K,

telCcR— ()= (z] (0, ...,zn(t)) e R
si dice continua in ¢y € [ se
Yex»0 38>0: |20t)—z20)] <¢, Yielconl|t~tg| <d; (5.15)

2{t) & continua in T, ovvero z € C(I,R?), se z & continua in ogni'? ¢, € I. Dato
E C R* una curva in F & un insieme della forma

F={zcR: z=z({t)pera<t<b} (5.16)

dove z € (!{[a,b], R™); i punti z{a) e 2(b) si chiamano gli estremi della curva®®
I'. Un esempio (banale) di curva in F & data da ' ={x¢} con zo € E (essendo
la funzione ¢t € [0,1] — 2(¢) =zo chiaramente continua). Esempi pill interessanti
sono dati da un segmento in £ C R” di estremi 2 e y ovvero dall'insieme

Plz,)={zeR rz=a+itly—2z), t€[0,1]}, (5.17)
0, pitt in generale, da una poligonale di estremi 2 e y e “vertici successivi” 2% =z,
xR =y, ovvero dall'insieme

%
Pl Wy = U Patt=1 g®)y (5.18)

i1

1215 {5.9) segue subito che z € C(I, 8"} con £ C [, se e solo se le n componenti di z, z{t)
per 1 < i < n, sono {funzioni scalari di variabile reale} continue su I,

13 La funzione z che realizza la curva I' viene chiamata un camming; in altri termini un
“cammino in & C R & semplicemente una funzione z € C(fa, b], E).
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Un insieme £ € B™ di dice connesso per curve (rispettivamente, “per poligo-
nali”) se per ogni ¢,y € E, esiste una curva (rispettivamente, “una poligonale”)
di estremi « e y tutta contenuta in E.

Proposizione 5.5 (i) Un insieme di B connesso per curve & connesso. (i) Un
insieme operto di B® connesso é connesso per poligonoli.

Esempio 5.6 (i) Un qualunque insieme convesso'? di R® & connesso (essendo
connesso per poligonali}.

(i) L'anello {x € B* : 1 < |¢| < 2} & connesso per poligonali'®.

(iii) La circonferenza {z € R? : |z| = 1} & un insieme connesso (essendo connesso
per curve) ma non connesse per poligonali.

(v) Sia Fo={(z,y) e B : z2=0, ~-1<y<lleF={zy ek :0<
r< i y=sen %} T’insieme in R? dato da E= E, U E; & connesso ma non &

- !

connesso per curve!®,

Per dimostrare la parte (ii) della Proposizione 5.5 avremo bisogno del seguente
semplice risultato:

Lemma 5.7 Sia & C R un insieme aperto non vuote e sia @ € E. I'insieme
W, ={y € E tale che esiste una poligonale in E di estremi x e y} & un insieme
aperto.

Dimostrazione Se y € W, esiste una poligonale Pz, ..., y)} tutta contenuta in
E di estremi x e y. In particolare ¥ € E. Poiché E & aperto esiste una sferetta
U di centro y tutta contenuta in E. Ma per ogni z € U il segmento P{y,z) C U
e quindi la poligonale P(z,...,y,z) = Pz, ...,y) U P(y, #) & tutta contenuta in E.
Questo significa che IV € W, e ciog la tesi.

Dimostrazione {della Proposizione 5.3) (i) Si supponga, per assurdo, che £ C R"
sia connesso per curve ¢ sconnesso e mostriamo che si perviene ad una contrad-
dizione. Siano 4 e B due aperti per cui valga (5.14). Slaz € Ag e y € Bg. Per
ipotesi esiste una curva I'={z(t) : a < t < b} tutta contenuta in £ con , z{a) = =
e z(b) = y. Sia

Iz={rza: z(t)e Ag ,Vt € [a,1]} e to=supl.

Chiaramente a € T (e quindi I # §). Inoltre z{ty) ¢ A: infatti, se fosse z(fp) € A
esisterebbe una sferetta aperta I/ C A di centro z(tg) e per la continuita di z{f}
in ty € [a,b] esisterebbe un & > 0 tale che z(t) € U C A per ogni ¢t € [a,}] con
It — to} < §; ma se fosse t = b allora 2(b) € Ag e questo contraddirrebbe 'lpotesi

14 gi ricorda che B ¢ R" si dice convesso se presi comunque due punti in E il segmento
P{xz,y) che li unisce & tuito contenuto in E.

Y8 Egercizio 5.6.

¥ Egerzizio 5.7.
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che z(b) € By e d’altra parte se tq < b esisterebbe un ¢’ € (fo, b} con z(') € Ag
e questo contraddirrebbe la definizione di tp. Quindi z(tg) € dAg. Inoltre, z(to)
gin £ = Ag U Bg e quindi z{ty) € Bg. Essendo B un aperto esiste una sferetta
V centrata in z{ty) tutta contenuta in B e, ragionando come sopra, si trova un
8" > 0 tale che z(t) € V per |t — to} < &. Ma allora esisterebbe un ¢ € ({g — &, to)
per cui z(f) € V e quindi 2(f) € Bg ma questo contraddice la definizione di tg.

(ii) Dimostriamo l'implicazione equivalente: “£ aperto e sconnesso per poligonali”
implica “E sconnesso”. Dire che E & sconnesso per poligonali & equivalente a dire
che esistono z e ¥ in E che non possono essere gli estremi di alcuna poligonale
tutta contenuta in E. Siano allora A=W, e C' =W, gli insiemi dei punti unibili
tramite poligonale, rispettivamente, a « ed a y: tall insiemi sono, per il Lemma 5.7,
sottoinsiemi aperti di E. Secondo la nostra ipotesi ANC = @ (se z € ANC significa
che esistono due poligonali P e P’ in E che uniscono, rispettivamente, z ¢on z e
y con z; ma allora la poligonale P U P' C E unirebbe z e y contrariamente alla
nostra ipotesi). Sia ora D= E\(AUC). Se D = { avremmo Vasserto (essendo 4 e
€ insiemi aperti disgiunti e non vuoti e £ = AU ). Se I & non vuoto fissiamo
z € D. Poiche D ¢ E ed E & aperto, esiste una sferetta V' centrata in z e tutta
contenuta in E. La sfera V' non pud contenere puntl di 4 o di € (altrimenti,
ragionando come sopra, potremmo trovare una poligonale che unisce z con © o con
y contravvenendo la definizione di D come l'insieme dei punti che non possono
essere uniti tramite poligonali in E con z o con y). Ma questo significa che V C D
e cioé che D & aperto. Ponendo B =C U D si ottiene I'asserto poiché AN B = @,
z2€Ag,yeBge E=AUB.

5.5 Funzioni continue da R" in R™

La nozione di continuitd per funzioni vettoriali di n variabili si da nella maniera
ovvia: una funzione f: E C B — R™ si dice continua in zy € E se

Ye>0 36>0 taleche |f(x)—f(wd)] <e,Vze Econlz—xo)<d. (5.19)

La funzione f si dird continua su E, ovvero f € C{E,R"™), se & continua in ogni
punto g di E. La seguente proposizione raccoglie alcuni risultati elementari sulle
funzioni continue.

Proposizione 5.8 Sic ECR* e f: E = R™.
(i) f ¢ continue in 2q € E se e solo se

¥V {z¥} CE taleche lim ™=z, = klim F&5y = flzg) . (5.20)
=00

k—o0

(ii) f & continua su E se e solo se per ogni aperto I C K™, f~1{I} é un aperto
nella topologia relativa di*” E.
(iii) Se E ¢ compatto ¢ f & continua su E allove f(E) & compatto.

T Ovvero, esiste 4 aperto di &? tale che f~H{{) = ANE.
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(i) Se E & connesso e f & continua su I allore f(E) é connesso.
(v) Siano f, g funzioni continue inzo € E ed a valori in R™ esich: T CR™ — RP
continua in yg € I. Allora: f + g é continua in @q; se f(wo) = yo, ho f & continua

3

in xo; nel caso m = 1, fg & continua in Zo; nel caso m = 1 e flxg) # 0, ? e

continug in xy.

Dimostrazione (i): Assumiamo (5.19) e fissiamo ¢ > 0. Sia {z¥)} C E tale che
%) 5 o Allora esiste ko tale che |28 — 2] < & per ogni k 2 ko e, per (5.19),
if () — flxg)| < £ (per k > ko) il che implica (5.20).

Per il viceversa dimostriamo che se non vale (5.19) allora non vale (5.20). La
negazione di (5.19) implica che esiste £ > 0 tale che per ogni k£ possiamo trovare
2% € E per cui jo®) — zp) < 1/k e |f(x'®) — f(zo)] > £. Ma allora 2'¥) = 29 e
[f(2*)) — f(z0)| > € il che dimostra che non vale (5.20).

(i) Supponiamo che f sia continua su E e sia I un aperto di R™ tale che f~'(I) #
@ (altrimenti non ¢’¢ nulla da verificare essendo § un aperto). Sia wo tale che
flzo) = yo € I. Poiché I & aperto esiste una sfera aperta J di centro yg e raggio
r interamente contenuta in I. Da (5.19) con € = r segue che l'insieme A, = EN
Bs(zo) € f~H{I). Per definizione 4;, & un aperto nella topologia relativa di E,
ma (poiché zo era un punto arbitrario) questo & equivalente a dire che f~'(E) &
aperto (sempre nella topologia relativa).

Assumiamo ora che per ogni aperto I € &™, f~!([) sia un aperto nelia topologia
relativa. Sia g € E, sia € > 0 e sia yg = f(zg). Per la nostra ipotesi B= f~1({y :
Iy ~ yo| < €}) & un aperto nella topologia relativa di E ovvero (per definizione)
esiste A aperto di B® tale che B = AN E. Essendo xg € A e A aperto esiste § > 0
tale che Bs(zg) € A quindi Bs{zg) N E C B il che significa che vale (5.19).

(iil) Sia {y*)} una successione in f{E): ovvero esistono z(¥) € E tali che f(z®) =
y %) Per la compattezza di E e per il Teorema 5.3, esiste 2%} — % ¢ E. Dal
punto (i} segue allora che y*4} = f(z#)) - f(#)=7 € f(E) il che (sempre per
il Teorema 5.3) significa che f{£} & compatto.

{iv) Dimostriamo Valfermazione equivalente: “f(E)} sconnesso == I sconnesso”.
Se f({E) & sconnesso esistono due aperti I ¢ J tali che JN f(F) # 0 # I'n f(E),
INJNfE)=0e f(E) = F(EYN(IUJ). Per il punto (ii), gli insiemi A= f~1(I)
e B= f~1(.J) sono aperti non vuoti nella topologia relativa di E ed inoltre (come
& immediato verificare dalle posizioni fatte) ANB =P0e E=AUuB edunque E &
SCONNESSOo.

(v) Le affermazioni sono conseguenza immediata del punto (i) e dei teoremi noti
sulle successioni di numeri reali. M

Qsservazione 5.9 Il caso scalare & particolarmente importante:

La funzione vettoriale f : 2 € E C B - flz)= (f1 (), -, fm(a:)) € R™ @

continua in zg € E se e solo se sono continue in zg le m funzioni scalari f; : £ — R

Infatti, assumendo la (5.19), da (5.9) segue che, per ogni 1 < 1 < m, |fi{z)— fi(zo)| £ sup|fie)—
t

Fi{za)] = | f(z) = flzo)ee < |F(2) — flzo)] < £; viceversa, se le f; sono funzion! continue e se ¢ &
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un numero positive 3 ¢ > 0 tale che [ fi(@) — fi(wo)| < /v, ¥ 2 € E con |z — xo| < 8. Queste
implica che | f(z)— f(0)lce < £/+/m e da (5.9) segue che |f{z)—f{xo)] £ Vm|f(z)—f(zo)lec <&

Esempio 5.10 In vista dell’osservazione precedente, considereremo solo funzioni
scalari.

(i) La funzione x € B* — |z| € R & coniinua su R™.

Infatti, Y zp ¢ R® e V2 > 0, se |z — 20| < §=¢, da (5.3) segue che ||z| — |zof| < |z — o] < &,

(i) Sia 1 < i< neg:R— R unafunzione continua. La funzione « € B* — g{x;)
& una funzione continua su B*. In particolare £ € R® — z*, con m € N, & una
funzione continua su R".

Infatti, = — 2; & continua (essendo, per ogni zg e =, |2, — 2o;] < lz —2pl < ¢ e §=e) ¢
’affermaszione deriva dal punto (v) della Proposizione 3.8.

(i) La funzione f:z € R — 14 2y + 32327 € R ¢ continua su tutto RY. Piu

-

in generale ogni polinomio su'® R® & continuo su tutto R™.

L'affermagzione deriva dal punto precedente e dal punto (v) della Proposizione 5.8,
(w143)
[

\f1+I2

definizione, ovverosu {z € B* : zy > —1}.

(iv) La funzione f : 2 € R* — + II[‘/E & continua sul suo insieme di

L’affermazione deriva dai punti (i} e {ii) precedenti e dal punto (v) della Proposizione 5.8.

izly :

(v) Sia @ € R. Lafunzione {z,y) € B® - f(z,y) =< 22 + 42 se (z,y) # (0,0)

o se (z,y) = (0,0)
& continua su R?\{(0,0)} e non & continua in (0,0).
Infatti, Ja continuitad su R\ {{0,0)} & conseguenza de! punto (i) qui sopra e del punto {(v) della
Proposizione 5.8. Per dimostrare che f non e continua in {0,0), per il punto (i) della Propo-
sizione 5.8, basta trovare una successione {zy,yr) — (0,0) tale che f(zy,¥x) # @. Se a = 0, pos-
siamo scegliere {2y, u,) = (1/k, L/k) mentre se o % 0 possiamo scegiiere®® (zy, y5) = (1/k, 1/k2).

Un risultato notevole del ¢aso unidimensionale che si estende invariato al caso di
funzioni scalari di n variabili reali & il seguente “teorema di Weierstrass”

Teorema 5.11 Sia F un insieme compatio di B™ e sia f : E — R une funzione
continua su E. Allora f assume mossimo e minimo in E.

Dimostrazione Sia M = sup,.g f(z); dalla definizione di estremo superiore
segue che possiamo scegliere una, successione, {z*)} in E tale che limy—, oo f(z'%)) =

'81In monomio su R™ & una funzione della forma 271232 -+ 23" dove ai,...,¢n $0NO numeri

interi non negativi; la somma a; + -+ + an definisce i grade del monomio; un polinomio su R
& una combinazione lineare (a coefficienti in ) di monomi su B?; il grado massimo dei monomi
che costituiscoro un polinomio definisce il grado del polinomio.

19 (01 fk, LfkY = 1/2; f(1/k,1/k%) = k/{1+ &%) = 0.
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M. Per il Teorema 5.3 possiamo trovare una sottosuccessione {zt*#:}} convergente
ad un punto z € E. Allora per la continuita di f segue che M = limg fat®y =
limj e f{2%)) = f(z). Per il minimo si ragiona analogamente.

La nozione di uniforme continuitd si generalizza immediatamente al caso di funzioni
di 7 variabili. Una funzione f: £ ¢ R" — R™ si dice uniformemente continua
su F se

Ve>038>0taleche |f(z)-fly)l<e, Va,ye€ Econ|r—yl<d. (521)
Vale allora il seguente “teorema di Heine—Cantor™:

Teorema 5.12 Sia E un insieme compatto di R® e sia { + E — R™ una funzione
continua su E. Allora f & uniformemente continua su E.

Dimostrazione Procediamo per assurdo usando la caratterizzazione (b) usata
nel Teorema 5.3. La negazione di uniforme continuita si legge:

Je>0talecheV d > 03 x,ycon |w—y| <4 tali che [flz) — fly)| =&, (5.22)

(naturalmente & e y dipendono da ¢ e § e guest’ultimo & arbitrario). Se scegliamo
§ = }, otteniamo che esistono z*/ & y*) tali che ['¥ - y®)| < L e |f(2¥) -
F(g¥*N)| > €. Poiché E & compatto possiamo estrarre una sottosuccessione {m(”)}
convergente in B ed una altra sottosuccessione {y%3?}, con {k;} C {k'}, anch’essa
convergente in F: poiché {k;} & stata estratta da {k'}, si ha che anche {xlka)}
converge in E. Poiché |xt*s) — y(8:)| < -&3— segue che lim;j_ o 257 = im0 y!57;
sia 2 € E tale limite comune. Allora lim |f{z{53}) — f(y™®)| = |f(2) =~ f(z)| = ©
(per la continuith di f) e questo contraddice il fatto che |f (z41) — f(y?))| > ¢ per
ogni k.

1l Teorema di Heine—Cantor ha un “viceversa” parziale:

Proposizione 5.13 Sie £ C K" un insieme limitato e sia f : & — R™ uni-
formemete continua su E. Allora esiste un'unice funzione f continua su E tale
che f{a) = flx) per ogni x € E.

In altri tetrmini la classe delle funzioni uniformemente continue su di un insieme
limitato E coincide con le restrizioni delle funzioni continue sulla chiusura di E.

La dimostrazione & basata sulle seguenti naturali nozioni:
Definizione 5.14 Sia f: EC R* — R™ e, dato 2 € T sin Es{zg) = Bs(zg)NE
=f{r € E:0< |z~ax <0}; o € R™ ¢ il limite di f per x che tende a xg,

a = lim,,,, flz), se e solo se

VYe>036>0taleche |[f(z)~a|<e, Vae& Es(xg) . (5.23)
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Nel caso m = 1, si definiscono, rispettivamente, il Emite superiore (o “massimo
limite”) e il imite inferiore (o “mintmo limite”) di f quando x tende @ xg i numer:
limsup f(z) = inf sup flz), liminf f{z)= sup inf f(z) . (5.24)
=g >0 g Fy T—+Zg §>n zEES
Ovviamente, se To & un punto d’accumulazione in E allora f & continua in g se
e solo se limy ,z, f{x) = f{zo) e (nel caso m = 1) esiste il lim,_q, f(Z) se e solo
se liminfy..u, f() = limsup, ., f(z).

Lemma 5.15 Se f: E C R* — B™ ¢ uniformemente continua su E allora, per
ogni x € OF, esiste i lim f(z).
E—rrno

Dimostrazione Consideriamo dapprima il caso m = 1. Sia x¢ € 0F e siano

—o0 < a=liminf f(z) < 8= limsup flz) < oo
E-r2q T-¥Zn

Siano 28 € B e y*) € E tali che t® — 2q, 3 = 2q, f&®) w ae fy'¥)
3. Fissiamo £ > 0 e supporiamo valida {5.21). Sia, ora, N tale che z(® y(®) ¢
B a(zo) per ogni k > N cosicché, perognihe k 2 N, ot — 28| < [58%) — go] +
lzg—z*)| < 6/2+6/2 = 6. Dunque, per ogni b,k > N siha {f(z!™)~ f(2"*)] < ¢,
il che implica (mandando prima h e poi k a 00) che ja— 3 € . Essendo € arbitrario
o = (3 il che & equivalente alla tesi (nel caso m = 1).

Il caso generale (m > 1) segue immediatamente osservando che le componenti
di f, fi per 1 < { < n, sono uniformemente continue su £ e dire che esiste il
limg e, fi{z) per ogni 1 < < m equivale a dire che esiste il limg 4, f(z): per
costruzione f & continua su E. |

Dimostrazione (della Proposizione 5.13) Basta definire f(z) come f(z)se x € F
e come il limy. f{y) se 2 € QE. i

Osservazione 5.168 Gran parte della teoria sviluppata nel § 1 si estende imme-
diatamente a funzioni vettoriali di pit variabili. In particolare la definizione di
convergenza uniforme di una serie o di una successione di funzioni definite su
E ¢ ’R" ed a valori in E™eé identica alle®® Definizioni 1.1 e 1.8; analogamente i
Teoremi 1.4 ¢ 1.9 valgono (enunciati e dimostrazioni) anche nel presente caso. An-
che la nozione di eonvergenza totale (Definizione 1.7) si estende al presente caso
e naturalmente, come nel caso unidimensionale, la convergenza totale (pit facile
da controllare negli esempi) implica la convergenza uniforme. Ad esempio la serie
3o g CON uy : 2 € BT = up(z) = e cos|z|® converge totalmente (e quindi
uniformemente) su® E={z € R* : z; > a} con a > 0 e definisce (Teorema 1.4)
una funzione u(z) = 3>, ux(z) continua su E.

20Naturalmenie, nel presente caso le “harrette” vanno interpretate come norma euclidea ed
inoltre sard opportunc chiamare l'indice “muto” di somma k (ad esempio} e non n per non
confonderlo col numero delle dimensioni.

2l pssendo [ug{z)| < e %2 su E, si ha che ZsupE |lug] < Ze""“ =1/{1 ~e %} < oc.
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5.6 Funzioni differenziahbili da R" in R

In guesto e nel prossimi sei paragrafi considereremo funzioni scalari di n variabili
reali,

Sia f : E ¢ R* — R con E aperto. Fissiamo un punto ¢ = (To1, ..., Zon) € E €
consideriamo la funzione di una variabile £y — f(21, a2, ..., Bon) al variare di z; in
un intervallino attorno a z,. Possiamo chiederci se tale funzione di una variabile
sia derivabile in 2o; e nel caso in cui tale funzione sia derivabile, chiameremo il
iimite cost ottenuto, Ia derivata parziale rispetto a z; della funzione f nel punto
zg. Naturalmente possiamo fare la stessa cosa sostituendo la prima variabile x4
con una qualunque delle altre variabili ; per i = 1,..,n. In generale la derivata
parziale di f rispetto a z; nel punto zy & la derivata {qualora esista) della
funzione ; — f(Zo1, ., T4, oo, Ton ) N6l punto zo;, tale derivata si denota

of v o1, e o + by, Ton) — f{Zo)
e, "0 = h | (529
Esempio 5.17 S f(x,y) = °y® — senx, e (zo,%0) = (1, —2}, sl ha
g(fﬂo,yo) = (2zy° — c052) |(zgye)= —16 —cos L,
3 ‘
3_.;(35013/0) = 3‘7"2:”2 L(to,'ﬂo); 12.
Se flz) = |z|,z € R™ e x # 1),
8i$i _ I;

Altre notazioni usate frequentemente per la derivata parziale di f rispetto a z;
SONO!

awif: f;t‘.‘ ’ Daf - (527)

Data una funzione f di n variabili a valori in R che abbia tutte le derivate parziali
in un punto zg € R*, I'elenco ordinato di tale derivate parziali forma un vettore
ad n componenti che prende il nome di gradiente di f (nel punto o) e si denota
con una delle seguenti equivalenti notazioni

(S teo), s gl Vi), flao), felao) . Ocflao),  grad flan).

(5.28)
La nozione di derivata parziale, benché molto naturale, & assai pit “debole” della
rozione, nel case di funzioni di una variabile reale, di derivata:

22Spesso, nel caso di B2 e R il vettere & = (£1,..,, 2= ) viene denotato, rispettivamente, con
(@) e (7,3, 2)
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Esempio 5.18 Sia P={(z,y) € E® tali che y = 2* e (z,y) # (0,0)} e conside-
riamo la funzione di due variabili definita da

fen={ 0 mEnen, 529

Tale funzione & ovviamente discontinua nell’origine (0,0) (f(0,0) = 0 ma in un
qualungue intorno dell’origine vi sono punti della parabota P su cui la funzicne
vale 1). Tuttavia f(h,0) = f(0,A) = 0 per ogni i € R e quindi i limiti dei rapporti
incrementali nell’origine rispetto ad = o ¥ esistono e sono nulli:

] af -

3z (0,0) =0, 6y(0,0) =0. {3.30)
Le derivate parziali sono limiti di rapporti incrementali ove l'incremento delle varia-
bili indipendenti vengono fatti lungo le direzioni degli assi coordinati. Cambiando
la direzione dell'incremento delle variabili indipendent:i si perviene alla nozione
di derivate direzionall; sia £ un qualunque vettore non nullo in R", si definisce
la derivata direzionale della funzione f, fatta rispetto al vettore £, nel
punto zg, il limite (qualora esista) del rapporto incrementale®®

i flzo + t€) — flaa) _

31
£ t (5.30)
Tale limite verrd denotato con una delle seguenti equivalenti scritture:
af -
55(%) v Geflwo),  Deflmo) - (5.32)
Se {e(?} denota la base ortonormale standard di &?,
eV=(1,0,...,00, €2=(0,1,0,..,0) , ..., ™ =(0,..,0,1),
da tali definizione segue immediatamente che
af _ of .
— = : 3
geld) Oz, (5.33)

Nell'Esempio 5.17 se scegliamo (g, y9) = (0,0) e £ = (1,1), si ha

af t? — sent
—=0) =lim ———— = —1.
6‘5( ) t—0 t
Osserviamo anche che nell’Esempic 5.18, f possiede tutte le derivate direzionali
in 0 e sono tutte nulle®® (e ciononostante la funzione @ discontinua in 0).

28 In alcuni testi, con maggiore precisione di linguaggio ma anche con una definizione pill
restrittiva, si definiscono derivate direzionali solo quelle fatte rispetto ad un vettore £ di norma
unitaria {identificando giustamente una direzione con un vettore £ tale che [£] = 1).

2 Esercizio §.16.
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Tornando alle funzioni di una variabile reale, un modo equivalente di dire che
f:R — R & derivabile in @ &: esiste un numero L tale che®

flz+h)= f{x)+ Lh +o(h) ; (5.34)

in tal caso si ha f'{z) = L. Si noti che A — Lk & una applicazione lineare da R in
R. La (5.34) & la proprieti che, generalizzata al caso a pifl dimensioni, fornisce la
nozione pit significativa relativa alla derivazione in R™:

Definizione 5.19 Una funzione f a valori reali e definita su di un aperto & di
R® si dice differenziabile nel punto xg € E se esiste un’applicazione lineere
L:R" — R tale che, per tutti i vettori h € B* sufficientemente piecoli, si abbia

flazo+h) = flzg) + LA} ++r(h), e lim

=0. (5.35)

Lapplicazione lineare I {che dipende dal punio xq) si denota anche con df o pid
precisamente con dfy, € st ehiama i differenziale dello funzione f nel punto zq.

In altri termini, esattamente come per (5.34), si ha che®® f(zo+ h) — f(z} — Lh =
o(h}).

Osservazione 5.20 (i) Ogni applicazione lineare da R™ in R corrisponde alla
moltiplicazione scalare per un dato vettore; infatti, sia {e#} la base di R, sia
hz 30 hie! un qualunque vettore e sia £= (L(etV), .., L(e!™)); allora dalla
linearitd di L segue che

L) =L hieP)y =3 hiti=£-h. (5.36)
i=1 i=1

{ii) Se f & differenziabile in x4 allora esiste un’unica applicazione L per cui vale
(5.35). Assumiamo, infatti, che ¢l sia un'altra applicazione lineare L' per cui valga
(5.35) con r'(Rh) al posto di r(h) e facciamo vedere che da L # L' si perviene ad
una contraddizione. Siano £ # £ 1 due vettori corrispondenti alle due applicazioni
lineari?™ L e L'. Sottraendo le rispettive relazioni (5.35) e dividendo il risultato
per |#|, si ottiene
}

h . r(h) —r'(h)
|A] I

Scegliendo A = t(¢£ — £) con f piccolo, e mandando ¢ a zero si ottiene |£ — € =0
che contraddice £ #£ #'. |

(€~ £ =0. (5.37)

23 fna funzione g definita nell’intorno di un punto ¥ € B® si dice o{z —v) (*o piccolo di z - y”)
se limz oy gz —y)/ |z —y] = 0; ¢ si dice O{xz —y) se esistono M, J > 0 tali che |glz—w)| < M|z—y]
per ogni |z — y| < §. Dunque la (5.34) significa che limp—sq f{z + k) — f{z) = LR = 0.

*8Di solite se I & un’applicazione lineare si usa la notazione Lh al posto di L{h); nel caso del
differenziale di una funzicne df, per motivi estetici, si preferisce mantenere la notazione df{h).

2o LW =4 -h,Vhel(R)=¥¢ h Vh
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La funzione f dell’'Esempio 5.17 & differenziabile in ogni punto di B”; dimostria-
mone la differenziability in 0. A tal uopo, useremo la seguente stima elemnentare?®

|se11t—t|§c£t|3, V<1, con C‘Z(23+1 (5.38)

Sia A = (hy, hy) con [h] < 1 esia £=(~1,0) (cosicché df(h) = £-h = —M).
Maggiorando k| con |h|, si ottiene

ey 0 - F@) - df )| [BAS - senhs
L | = 7]
< |Bf® + | sen by — By
- (Al

IA

B +clb? =0 (per |B|—=0). |

Proposizione 5.21 Siec E un aperto di B" e sia f : E = R differenziabile in
xo & E. Allora: (i) f & continua in zo; (v} f ha tutte le derivate direzionali in g
e per ogni vettore non nulle £ € R® si ha

W@w V(o) € = dfuoE) (5.39)

In base a tale proposizione possiamo dire che f & differenziabile in xy se e solo se
esiste il gradiente di f in xq e vale

| f@o + k) = flaa) ~ V f(zo) B
I}JI\I-ED ] =0. (5.40)

Dimostrazione {della Proposizione 5.21) La continuitd segue immediatamente
dalla definizione (poiché r(h) — 0 quando h — 0).

Sia £ un qualunque vettore non nullo in B". Essendo f differenziabile in @y esiste
un {unico) vettore £ tale che valga (5.33) con L(h) =£- h. Dunque (sostituendo h
con t§ con t € R sufficientemente piceolo) si ha

flwo +88) — flwo)  £-2E+r(t)

t t

—2L s f.f (pert—0). (541)

L)
28per |t] < 1 st ha: |sent —t| = | E l (¢]® E . In effeiti la costaate ¢ &
Ek = Jk
Lt (2k + (@k+1)! (

pili piccola di 1/5 (Esercizio 5.18).
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Quindi esistono tutte le derivate direzionali. Prendendo £ = et vediamo che

of

b= Az

== (z0) -
Dunque # =Vfedf{§) =Vf-£L 1

Da tale proposizione segue che se f e g sono differenziabili in zo € R* allora anche
le funzioni f + g e fg¢ lo sono e si ha

d(f +¢)=df +dg,  d(fg)=gdf + fdg . (5.42)

Un criterio semplice per capire quando una funzione sia differenziabile & contenuto
nella seguente

Proposizione 5.22 Sia E C R" un aperto contenente x e sia f une funzione (a
valori reali) continua in x e con derivate parziali ench’esse continue in x. Allora
F & differenziabile in x.

Dimostrazione (onsideriamo dapprima il caso bidimensionale n = 2. Dalle
ipotesi segue che per ogni & > 0 esiste un p > 0 tale che

o) .

Bwfi( " - g%(:c) <ée, Vig -zl <p, Vi. (5.43)

Sia £ € B con 0 < |¢| < p, dal tearema fondamentale del calcolo segue che

flz+ & — f(2)
= flzy + &, 00 + &) — flas +&,20) + f(CU1 + &1, 20} — flay, x2)

1
= (/(; %($1 + &, e + tfg)dt){o ( —Bi .761 e tfl,ma)dt)ﬁl .
(5.44}
Dunque, |(#1&,t262) < p per ogni [t;| <1, e
|flz+&) — flz) - V)€
1
=& [ 2L+ ea i) - sL@]a
.Y af
a5 — e(a)]d
+£1/0 [8 {x1 + &, z2) Er 151
< |§21[) |8—$2($1 &1, @2 + o) — 8—m—2($)|dt
1 a
+el [ oL (o1 + ter,) - O
< e(|&:] + () =elély < V2eig], (5.45)
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da cul segue immediatamente l'asserto; {nefll’'ultima diseguaglianza abbiamo usato

(5.9)).

Nel caso generale (n arbitrario), poniamo

‘5(1) E(fl:"'a&inov'“)o) ) E(O) =0 3 ('346)
cosicché .
fla+8 ~fle)=Y flz+£) - fla+£9) . (5.47)
i=0
A questo punto possiamo ripetere I'argomento usato nel caso n = 2. |

Esempio 5.28 (i) Consideriamo la seguente funzione di due variabili reali:

Hﬂ={0’ s 2y 7 23 (5.48)

Ty se XLy — T2 .

La funzione f & continua in 0, ammette tutte le derivate direzionali (in 0), ma non
¢ differenziabite in 0. Infatti |f{z)] < |z] = 0 = f(0) quando = — 0. Si verifica

subito che
6_f(0}w 0, sef#{n,a)Vack,
ag - & SESQER:&:(Q,Q).

D’altra parte, quando & = &, r() = f{£) — f(0O) - Vf(0)- £ = & e &/€] non
tende a zero quando [¢] tende a zero®®.

(5.49)

(i1} Diamo ora un esempio di una funzione di n variabili che sia differenziabile
in zero, che abbia derivate parziali continue in ogul punto « di R con la sola
eccezione di & = 0 ove le derivate parziali esistono [per la Proposizione 5.21, (ii)]
ma non sono continue. Sia

, 1
fiz) m{ fz| Senm , sex#0, (5.50)
0, sex =0 .

Chiaramente tale funzione & continua su tuttc R* e le derivate parziall esistono e
sono continue in R"\{0}. Le derivate direzionali in 0 sonoe nulle: se £ # 0,

Of v TUE s 1 _
B (O = fig === = L O] sen o =0
La funzione f & differenziabile in 0
FO+R) - f0) - VF(0)-R 1
lim = lim |hjsen — =0 .
|a]—0 |7t} oy IR

PG £ = (x1/n,1/n) allora £ /|€] = v3/2.
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D’altra parte le derivate parziali non sono continue in # = 0. Infatti, ricordando
la (5.26), troviamo, per z # 0,

o1
3271'

l .
(z) == 2x; sen — Ti

COSl
ol " Tl ]

. z; 1 .
¢ la funzione —- cos — non amnette linite per x — 0.

E

5.7 Derivate successive

Se f: E C R* ~» R, E aperto, ha una derivata parziale in un punto z € E, di-
ciamo %(I), ha senso chiedersi se tale funzione ammetta anch’essa una derivata
parziale rispetto a, diclamo, z;. In caso di risposta affermativa, denoteremo tale
derivata con uno dei seguenti simboli

Bwjfim,- ’ EiVEL ’ i} y Tix; . .

E’ naturale chiedersi quando accada che Dy f(z) = Dy f(z), ossia quando sia
possibile scambiare 'ordine nel calcolo di una derivata seconda. A questo proposito
sussiste la seguente fondamentale

Proposizione 5.24 (“Lemma di Schwarz”) Sia f una funzione (e valori re-
ali) continua assieme alle sue devivate prime nell’intorno di un punto x € R, Se
D;(D;f) esiste ed é continue in un intorno di o, ollors anche [D;(D; f)l(x) esiste
e st ha

[D:(D; Hl(x) = [D;(Di fHl(=) {5.52)

Dimostrazione Poiché le coordinate z; con k diverso da i e j non giocano nessun
ruolo, possiamo chiaramente considerare il caso di B?, f = f(z,v) facendo cor-
rispondere 2 a z; e ¥ a z;. Per A, k numeri reali piccoli tali che Ak # 0, definiamo
la seguente funzione delle due variabili (h, k) (essendo il punto {x,y) fissato)

a(mk)zf(I+h,y+k)—f(ﬂ:,y:::) —ferhy) + fey)

(5.53)
Notiamo che

lim [ lim a(h, k)] = lim Bf @t hy) - By (zy) = (8.0, f)(x) ,

h—0 L k=0 h—+0 h
N . . am 1:, + k - 61- H;,
]]cI_I;% [rllli)’t%)()z(h,k)] = EI—H}J fl2.y ‘2: ACH)) =z (Byaa.f)(.’c) A5.54)

ammaesso che tali limiti esistano, Dunque il problema ¢ far vedere che la funzione
alh, k) & definita e continua nell’origine (A, k) = (0, 0) cosicché P'ordine nei limiti
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in (5.54) non conta e si avra la tesi. Dalle ipotesi e dal teorema fondamentale del
calcolo applicato due volte, si ha

It

1 1
ath®) = ¢ [ Usle+thy+h) = fale+ th
|}

/01 [/Oiﬁyfx(:c-f-th,y-%sk) ds] di | (5.55)

Tale relazione mostra, innanzitutto, che o & definita in un intorno di {0, 0} (non
solo per hk # 0) e poi che o & continua nell’origine e quindi che

a(0,0) = (8,0:)(0,0) = lim lim a(h, k) = (8:0,1)(0,0) . K

Naturalmente, tale risultato si estende in maniera ovvia a tutte le derivate di
ordine superiore ad uno e se f ¢ una funzione che ha tutte le derivate parziali di
ordine p > 2 continue nellintorno di un punto x € B", una qualunque derivata
parziale di ordine &k con k < p definita da

[Or:, Oy -+ Ouy, Fll2) (5.56)

coinciderd con .
5705 -z fila), Y =k, (5.57)

i=1

dove a; & il numero di volte che la derivata parziale 8;, appare in {5.56) e natu-
ralmente

O =8y, (hvolte) . (5.58)

La scrittura in (5.57) significa che si calcolano prima le @, derivate rispetio a z,,
poi le &,y derivate rispetto a z,_; e cosi via. Dal Lemma di Schwarz segue che
Pordine in cui tali derivate parziali st calcolano & irrilevante (purché, come stiamo
assumendo, tali derivate parziali risuttino essere continue nel punto ). La derivata
parziale di ordine & in (5.57) si denota anche

), i), 0°f@),  DOf@) (5.50)
a$1a]“.amn,an 1 il b d ) b .

dove « & il vettore (o, ..., n ).

Definizione 5.25 Dato un qualungue insieme E C R™ ed un intero positivo k,
una funzione f : E — R si dirg di classe C*(E) Jo, piti precisamente, C*(E,R)]
se esiste un insieme aperto A O E tale che tutte le derivate parziali di ordine p
con p < k esistono e sono continue in A; C°(E) fo, pitt precisamente, C=(E, R)/,
come al solito, ¢ dato da Ny»oC*(E).

Naturalmento se £ & aperto si prenderd 4 = E.
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Esempio 5.26 (i) Se f(z,y) = 2®y® — seny abbiamo che f € C®(R?) e, ad
esempio,

33)‘ a2 f
=12 = .
O, ancora, s¢ a, b sono interi positivie k=a+b > 5si ha
ok f
W(%Q) =0
(i) Sia
2’y - ylu
few={ w0 o000, (5.60)
0, se (z,y) = (0,0) .

La funzione f & omogenea®® di grado 2 ed & quindi continua in R*. Infatti f €
CYR): per ogni h € R, f(h,0) = 0= f(0,h} e dunque f;(0,0} = £,(0,0) = 0;
inoltre per ogni (x,y) # (0,0},

af _saly-y' , Ty-y's
dr 2 +y? (a“2+y2}2’
of  a* - 3zy? iy - y:c

L - 5.61
By = Ay P 301

e tali funzioni soro omogenee di grado 1 e quindi tendono a zero per |{z, y}| — 0.
Perd
£20.0) _ | f(hO)
h ’ h
e dunque f,{0,0) # f,z(0,0). D’altra parte, come & facile controllare, le derlvate

seconde miste sono omogenee di grado 0 (e non identicamente costantl) e quindi®*
non sono continue in (0,0).

=1, (5.62)

Osservazione 5.27 [ Teoremi 1.11 e 1.11 si estendono facilmente al caso di fun-
zioni (scalari) di n variabili anche se i loro enunciati (e le loro dimostrazioni) hanno
bisogno di una opportuna riformulazione:

Sia E C IR® un insieme apertoeuy, € C1(E), k > 1. Se ¥ uy converge puntualmen-
te®? e 3. 8,,ux converge uniformemente in I per ogni i, allorau = Y uy € C*(E)
ed U= Eaxiuk.

20 Una funzione f: R*34{0} — R si dice positivamente omogenea (rispettivamente, “omo-
genea”) di grado e se f{tx} = t f(x) per ogni ¢ > 0 {rispettivamente, per 0 # ¢ € [§) e per ogni
x € B*\{0}; naturalmente se f & omogenes allors & positivamente omogenea. Se f & positiva-

{1t )| = tote |7 ()| < et

con M = max(,i=1 |f(%)]. Per ulteriori informazioni sulle funzioni emogeneee is veda 5.20.
3 Proposizione 5.20 in 5.49.
820vvero, come nel caso unidimensionale, converge Y up(z} per ogni @

mente omogenea di grado a > 0 e © # 0 allora | f(2)| =
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Sia E un insieme aperto di R* e fi, € CL(E). Se f, converge puntualmente
e O;, fr converge uniformemente per ogni i, allora f = limyo fr € CY(E) €
B, f = lim 8y, fi.

Le dimostrazioni seguono facilmente dal caso unidimensionale3?.

Come esempio consideriamo la serie z € B — 3, ux(z) con ug(z) = sen {zj?k.
Tale serie converge puntualmente sulla sfera aperta di raggio®™ 1, E={z e R" :
lx| < 1}, ed inoltre ia serie delle derivate parziali

ZB sen|z|** = Z.‘Zkz, sen |z|F -1

k>t

converge uniformemente su ogni sfera B, ={z ¢ B* : |z| < a} con 0 < a < L
Quindi la funzione u= S uy € CHE) e Op,u = 3wy 2hz; 122D cos |2k,

5.8 Formula di Taylor in R”

Sia 29 € K* e f una funzione di classe C*({z¢}) (ovvero f & continua assieme
a tutte le sue derivate parziali di ordine p con p < k it un intorno di 2). Per
ogni p < k, definiamo il tensore delle derivate di ordine p, 82 f(xy), come
la applicazione multilineare che a p vettori in B*, £, £() associa il seguente
numero:

2 f(wo) : (60, 6W) € R x -+ x B = 8 f(20) (€, .., €7))

n I
= Z dx; afé):v (‘EG) E{p) . (5.63)
J

Jis-ndp=1

Sinoti la differenza traisimboli 82 f(zq) con @ = (e, ..., @n) vettore a componenti
interi non negativi e &2 f(xp) con p numerc intero non negativo: il primo simbolo
denota un numero (il valore della derivata parziale di ordine oy + --- + ay, fatta
o volte rispetto a zq,..., a, volte rispetto a &, e calcolata nel punto zq) mentre il
secondo simbola denota un “oggetto a p indici” che agisce secondo la regola (5.63).

Esempio 5.28 Sia f = 2?28, zo = (1,1), a = {1,3), p = 3, €M) = (1,0), £ =
(-1,1), €3 = (3, -1) e calcoliamo, rispettivamente,

8% F(za), & OPf(mo){eM, P By,

In relazione alla prima quantitd, troviamo

8 flzg) = (z0) = 1202123 |omyp= 120 ,

o
Bmlamg

33Basta applicare | teoremi unidimensionali alle funzioni di una variabile z; —
““F(ml’ woy iy ey Tn ) {dove le “varfabili” z; con j # ¢ sono fissate).
34%e |x| < 1 allora Ek>0 lugfz)] € 30 [x)?F = 1/(1 — |=f?).



mentre i} valore del tensore delle derivate di ordine 3 di f, si ha (omettendo dap-
prima la dipendenza da )

(1) g2} 3y o (L) £(2) o(3)
@2N(ED, 9,69 = Z 8:::53:3,33:5 676

i,4. k=1

ik

2
— Z ( BSf 83f )5(3)
= Oz Oy, 3:1:181:28;1:;3 k
R
B3 Ozi8r,  Or16x%
Calcolando tale valore nel punto zg = (1,1) si ha
A o) (6,62 €3) = 04 40 — 40 = 0.

Per semplificare un po’ la notazione, diamo la seguente definizione:se £ e R ek &
un intero non negativo, denotiamo con (£)* la k-upla di vettori (£, ..., €) (ripetuti
k volte):

(2)
. dz 82:_1 Oz F2.00. 02, 5 E

= —3—=+4

=9 . (5.64)
N e

k volte

Proposizione 5.29 (Formula di Taylor) Siazo € R* ¢ f € C*({x4}) con k >
1. Vale, allora, per £ € R" con {€| sufficientemente piccolo, la sequente formula:

( S ar l(lmt)k_lak' t kdt, (5.65
flon =) = 3253 Oifen) (€ + [ e obi(ea 410 (©F dt, (569

dove, per definizione, 82 f(xo) = f(zo) e (6)°=1.

Si noti che, dalle ipotesi e dalla definizione di tensore delle derivate, segue che
lintegrando in (5.65) & una funzione continua sull’intervallo [0,1]. La formula di
Taylor in B* & una immediata conseguenza del teorema fondamentale de! calcolo
(in una variabile) e del seguente risultato, interessante di per sé e di frequente
utitita:

Proposizione 5.3¢ Sia zo € K", f una funzione (a valori in R} differenziabile
in To; to € By £ = w(t) = (01 (8), ..., nlt)) una funzione definita in un intorno di
ta, a velori in R™, tale che p(to) = zq e tale che le n funzioni w;(t) siano derivabili
in to. Allora la funzione composta f oy ¢ derivabile in ty e 3i ha3

{f20)'(to) = Vf(zo) - ¢ (to) = Za (zo) wilto) . (5.66)

35Si ricorda che una funzione ¢ da R in R® si dice derivabile se le n componenti di ¢ lo sono
ed in tal caso ¢'(f) denota il vettore (gp’l(t), o tp;{t)).
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Dimostrazione Essendo le funzioni ;(¢) derivabili in ¢5 st ha che

)| _

i (5.67)

wito + 1) = plto) +¢'(to)h + p(R) | lim ==

Dunque, dalla differenziabilita di f in @y = (ty) segue, per h sufficientemente
piccoli, che

Fowlto+h) —foplts) = [{au+y/to) At plh) ~ flao)
Vieo) - (' (t)h + p(h)) + 1 (' (10) b+ p()

Vf(za) - ¢ (to) h+olh) . (5.68)

i

da cui segue immediatamente Passerto. N

Esempio 5.31 Sia flz,y) differenziabile in {zg,yp) € R? e sia g(z) derivabile
in zg e tale che g{zmo) = yo, allora la funzione di una variabile 2 — f(z, g(z )) &
derivabile in zg ¢

e 10w = Ful10) + 5/ (e0) fy 0,00) (5.69)

Tale formula segue daila Proposizione precedente prendendo ¢(t) = (2o +1, glzo +

£).

Dimostrazione (della Proposizione 5.29) Se F' & una funzione di una variabile e
di classe C* ( [0, 1}, ]R.) dal teorema fondamentale del calcolo segue che

_ k-1 F“’)(O) 1(1 _ t)k—l (&)
1) “p; ot AT F®@ydt (5.70)

Infatti, se k = 1 (5.70) ¢ esattamente il teorema fondamentale del calcolo e, se
k > 2, integrando per parti®®, si ha che

1 k—1 kel 1 k-2
(1- t) (k) _ P )(0) (1- ) {k—1}
Iterando tale relazione si perviene a (5.70).

Dalle ipotesi della proposizione segue che esiste una sfera, B, di raggio p e centro
zo tale che f € C*(B). Fissiamo £ € R cosicché |£] < p. Sia ora F(t} la seguente
funzione di una variabile reale a valori in R

F(t)= flx + 6) . (5.72)

28E lintegrazione per parti non & altro che una conseguenza immediata del teorema fonda-
mentale del calcolo,
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Dalle posizioni fatte e dalla Proposizione 5.30 segue che F' € C*([0, 1]): Infatti da
(5.66) (applicata con @(t) =@ + £, per cui ¢'(t) = £) segue che

F'{t) =V f{zo+1€6) - £=0y flmo +16) £= ) &

i=1

%(mo + &) ; (5.73)

tale relazione ed una seconda applicazione della Proposizione alle i funzioni fz, (xo+
t€) implicano

" - = 8%
FU(t) = Z;Ei_z; Bz7
- =

0, pit in generale, perogni 0 < p < k

(20 + 18) &= 82 f (wo + 16) ()7, (5.74)

FUP (1) = 82 f (w0 + E)(€)" . (5.75)
A questo punto lasserto deriva da {5.71). |

Denotiamo con P;(£; %o} 1] polinomio di Taylor di ordine j della funzione f
nel punto z¢ e nelle n variabili £;,...,&, (ciog nelle n componenti del vettore £):

J
Py{m)= 3 B f(a) (67 (5.76)

p=0

e raccogliamo nel seguente coroliario alcune conseguenze immediate della formula
di Taylor.

Corollario 5.32 Nelle ipotesi dello Proposizione 5.29 valgone le sequenti affer-
mazioni: (i)
Ry = flzo + &) — Pil& o) = o(|€]%) {(5.77)
(ii) (“Formula di Taylor con resto di Lagrange”)
1 .
flwo + &) = Pea(§520) + Faif(y)(@’“ : {5.78)
dove y € un punio sul “segmento aperto” [ che unisce oy com xg + &:
I={zeR': z=z+1tf con te(0,1)}: (5.79)

(iti) Un “teorema deila media in B*”

1
flan+©) = feo) = [ flaorte)-gar (5.80)
{iv) “Stima del resto di ordine k ~ 1" (per k > 1)

Riey = flzy + &) — P& 20) = O(€)F)
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o piu precisamente

Mn%
1m1@k&h,km¢ (5:81)

dove, come al soltto, |- |; dencta la “norma 17 i B® (&= 5 1&|) e seiy, ..., i
sono k indici che variano tra I ed n, lo costante M ¢ definita come (st ricordi

(5.79))

k
M= sup sup a'f

_— . 5.82
i1..dn zel |O%y -+ 0%y, (=) (5.82)

Dimostrazione (i) Dalle ipotesi segue che gualunque derivata di ordine k (ovvero
8% flz) per qualunque a=(ay, ..., x,) € N* tale che 300, a; = k) & continua in
zg. Dato £ > 0, esiste J tale che |85 f(x) — 87 f(x0}| < € per qualunque o con
3 o = k e qualunque z con |z — a2} < 4. Allora per ogni |§| < 4, dalla formula di
Taylor e dalla definizione di P, {5.76), segue che3”

| R
(1 -5kt . .
‘/ @*”:%ﬂ%+@@)ﬁwwaﬂmx)
1 - t " 3k_f 8"‘f
‘f (k -1 Zﬁﬂ [m(:ﬂo + &) — m(wo}]&l g

HL— ke *f . &*f ,
i /0‘ W ‘g‘zl ‘m(.ﬁ[} + tf) - az.—(xﬂ)‘l‘Sh |§H

_w&smnﬁw @

che & quanto volevasi dimostrare.

(ii) Se g(t} & una funzione continua su [0, 1] si ha che

T - k-t 1 /1 ; glm)
'é w@:)ij__ () dt = k'[ g(l ~e¥) de = 7 (5.84)
dove 7 & un qualche punto nell’intervallo ({,1): nel primo passaggio si e fatto il
cambiamento di variabile s = (1 — ), mentre il secondo passaggio & conseguenza
del teorema della media (in una variabile). L’asserto in (ii) segue ora da {5.84)
applicato alla funzione F®)(t) con F' definita nella dimostrazione della Propo-
gizione 5.29.

(iii): tale affermazione non & altro che l’asserto della Proposizione 3.29 nel caso
k=1

(iv): La stima su | Rg..1| segue facilmente dalla {5.78). |

Y|
37 8i noti che = f (lk t)l
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Osservazione 5.33 (i) La formula di Taylor “al secondo crdine” per funzioni f
di classe C*({z0}) viene usata spesso nella seguente versione. Se f € C*({zo}), si
definisce la matrice hessiana di f nel punto 7 la matrice simmetrica (n x n)
costituita dalle derivate seconde di f in zp:

)
F'(zo) = (55 i

Dal punto (i) del Corollario alla formula di Taylor segue che

{i=1,...,n

(.’Eo)) . (5.85)

Flzo +6) = flza) + 7'(ao) €+ 3/ )6 E+0lER) . (5:88)

(ii) Un’altra versione della formula di Taylor usata frequentemente si ottiene rac-
cogliendo i termini comuni in 8% f (£)P. Infatti, in 02 f (£)7, appaiono le derivate
di ordine p nella forma
arf
oot (5.87)
Bxj v Oy,
dove gli indici ji, ..., jp variano indipendentemente tra 1 e n. La (5.87) pud essere
riscritta come 8% f dove a=(ay,...,an) & tale che s + -+, = pe oy &1l
numero di indici j; in (5.87) che assumono il valore 1, a3 & il numero di indici j;
con valore 2, etc. Un esemplio {eonn=4 e p=15) & dato da

5
0 f — 3(3’1’0’1)f
Oy Gz4Bydz101, &
(quijy = 1,92 =4,753=2,J4 =1, j5s = le quindi o = (3,1,0,1)). D’altra parte, in
generale, vi sono varie scelte degli indici ji,...,7, tali da ottenere la stessa derivata
O f: Il numero di tale scelte & esattamente il numero di modi in cui si possono
ripartire p oggetti in n gruppi formati, rispettivamente, da oy ,...,a,, oggetti. Un
calcolo combinatorio elementare®® mostra che tale numero &
P! (crg 4+ o0 4 ap)!

TRRRRR ™ = cpl-a! (5:88)

E’ convenzione usare per vettori a € N* la notazione |a| per la norma | - [z cioé
(essendo tutte le componenti di a non negative) per ay + --- + an. Inoltre sono
comuni le seguenti notazioni: se o € N* e £ C R™ si pone

n

n n
e _— — 0 ;
|a|£Za2~, a!Ea1I---an!=Haj!, £°‘=£f“--o,f:"=H£jJ.
i=1 j=1 J

=

(5.89)
In vista della discussione che ha condotto a (5.88) e delle convenzioni (5.89), si
ottiene 'identita

i) @r= Y Boasea e (5.90)

agN™: ja|=p

383j ricordi che il coefficiente binomiale (i’) ¢ il numero di modi di ripartire p oggetti in due
gruppi {ormati rispettivamente da o oggetti & da p — o oggetti.
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Dungque il polinomio di Taylor di ordine k di una funzione f € C*({zo}) prende

la forma _
dg f(za)

P&y = > e (5.91)

agln: (ol <k
Da tale osservazione deriva immediatamente la seguente versione della Formula di

Taylor in R™:

Proposizione 5.34 {Formula di Taylor (II}) Sie zo € R* e f € C*{({zo})
con k > 1. Vale, ellora, per £ € B con |& sufficientemente piccolo, la seguente
formaula:

floo + &
& . @ 1

= ¥ -—&ff(f“) € +k Y 5-7/ (1 - )*7102 f(wo + t€) dt
a€N": |af<k—1 o aEN™: jal=k 0

oy meelpEbe ow
aENn; |a|<k—1 ’ aeMn: |al=k )

= 2. —agj;(lw”) € +ollgl) (5.93)
wEM®: || <k )

dove 4 = xg + tof per un opportuno O <ty < 1.

Esempio 5.35 Come esempio calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 5 in
(z,3) = (0,0) della funzione (1 4 z)¥. Calcolando le derivate fino all’ordine 5 si
trova (1 + )% = P(z,y;0,0) + O(|(z,y)|®) con
2ty 22y Py oty 2yl
P -0.0) = Ty e
(z,4;0,0) =1+ 2y 5 + 5 + 3 ) 5

(5.94)

5.9 Serie di Taylor, funzioni C*(R") e C¥(R")

La teoria delle funzioni (reali-) analitiche discussa nel § 3 si estende, quasi senza
variazioni, al caso generale di funzioni definite su R®. In guesto paragrafo accen-
neremo brevemente a tall sviluppi.

Prima di discutere le serie di Taylor di funzioni su B™ consideriamo brevemente
serie numeriche multiple ovvero serie numeriche in cui gli indici variano su N*:

>, (5.95)
aEN™
dove, per ogni valore del multiindice a = (ay, ..., ¢y}, G € uh pumeroc reale. i dice

che la serie in (5.95) converge assolutamente se

supoy < oo, dove on= Z lao) , (5.96)
N

agnin
laloe =N
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e |afu = max |ex;|. E’ chiaro che, se tale condizione & verificata, la successione
1<1<n

numerica

Sy = Z Qo (5.97)

agln
|alea <V

& di Cauchy e quindi convergerd, per N che tende ad infinito, ad un numerc che
verrd indicato con il simbolo in (5.95). A proposito di serie multiple vale Ia seguente
generalizzazione della Proposizione 2.11:

Proposizione 5.36 (Serie multidimensionali) Siano o, numeri (complessi)
dati per ogni ¢« € N™. Allora

sup g faa| <00 &= sup E jag| < oo
N . N
la|i <N lale <N

= Z Z |ae] < oo . (5.98)

;=0 fty =0
Nel caso in cui una delle precedenti relazioni valga si ho che®®

IZEDIREN THD MPIED DERD DY)

Joe] 1 €N || o SN ==() =0

Dimostrazione La (5.9) implica che {a € N" : |aj; < N} C {a € N" : |a|e <
N} C{o e N* : |al; < nN} da cui segue che

Yo Jaal € Y laad < DD laal,

a1 <N afoc <N lali<nN

che, a sua volta, implica la prima equivalenza in (5.98). La ¥ <= " nella seconda
equivalenza di (5.98) & ovvia; per dimostrare la ¥ = " osserviamo che esiste
M > 0 tale che, per ogni N > 0,

N N
z iaa| = Z Z laa]| < A,
oo SV G1=0 =0
e quindi se, dati Ny,...,N,, denotiamo N = max{Ny,..., N}, si ha che
M N, N N
YIRS JUNED yEu0 o IS
a=0 =0 o =0 Q=0

e 'asserto si ottiene mandando N,,....N; ad infinito.

#9Le norme | +|] ¢ | |oo Sono particolarmente usate su vettaori interi (poiché il valore di tali
norme & un intero) ma, in principio, qualunque altra norma potrebbe essere usata (si veda 5.35).
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Osserviamo che da {5.98) (e dalla disuguaglianza triangolare) segue che i Hmiti in
{5.99) esistono®’. La prima uguaglianza in {(5.99) segue da:

Yotm Yoal = | T wlg Y lal

lajoe <N ladL <N oSN, lali >N lalee &N | |ali >N
< Z lag) =+ 0 {per N = o0) ,
N<lai€nN

essendo Z]L‘] < |ae| di Cauchy. Per dimostrare la seconda uguaglianza, sia 0 <

N<cMe , N, interi tali che N < N; < M. Allora
Ny Na
S Ya- Tal -] ¥«
=0 an=0 |afa < SNy, Jafoe >N
< Z laq| < Z Gal
&SN, |ale2N N<lalew <M
I'asserto segue mandando N ~ oc. i

Esempio 5.37 (i) Si consideri la seguente serie bidimensionale*!

Y sen(i+j) e . (5.100)
3

Poiché per una qualunque coppia di numeri reali o0, > 1 si ha ab > Qgﬂ’, si ha
anche che

>, e

I A
[
"

+,3#0 i,j#0
max{f, j} LN max{i,jIqN
1<i,jaN

= (Ze—%) (1—f3)2, con d=+/1/e.

Quindi la serie in (5.100) converge assolutamente.

104d esempio se Elallﬁ\' lag| & una successione (in N) di Cauchy lo & anche zlaliﬂ\f Qe

essendo, per M > N, I Z 2n — Z aﬂ‘ = | Z aal < Z laa| =

jali M o[t €N Nglalhh g N<lali €M

Z el ~ Z lac].

laely <M fal1 €N
Y guesto caso si preferisce denotare le copple di naturali con (4,7} o (h, k) piuttosto che
a = (ay,az).
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{ii} 5i consideri la serie f(x Z % con z € R*. Allora
agNn

n

1

Qo (=33 . an =

¥ pti= (3 ta) - (3 ) = M=
€N ay =0 =0 i=1

e quindi ia serie f{x) converge assolutamente per ¥ € F={z : jz;] < 1} e su tale

insieme si ha.
>z H 1 . (5.101)
a&ln ~ Ti

In particolare (prendendo xy = - = &, = 0) si ha
. 1 yn
3 gl = (-——) . VYio<d<l. (5.102)
1-4
aeN®
Passiamo ora alle serie di potenze in R" ovvero a serie della forma
> aalz - z0)* (5.103)
aEln
con Ty € B® e g, € R Osserviamo che se xp € B e se |& — xg| < r, per ogni N,
si ha
| 30 o -0 < 3 laal rh (5.104)
o] <N lal<N
Dunque, se, per ur qualche r > 0, la serie
> aar®h, (5.105)
aEnn

converge assolutamente, aliora la serie (5.103) definisce una funzione f(x) per
z € RB” nella sfera di raggio r centrata in @g. Dimostriamo ora che tale funzione f
& di classe C*°({zo}) e che

¢ f(xo)

= Ga (5.106)
Se M= |aa|ri®r < oo allora
logf < Mr=lel | YaeN, (5.107)

Dunque, se 1 < j <nesel < p<r, per ogni z tale che |z -~ zo| < p sl ha

Z |8, (aa{x ~ 20}®)| = Z |t (z - mo)a*ewl

cehin a&Mn: ;21
1 o M

EZI%II%IP‘ < 72(9/?')‘“"!%‘%
ﬂ/f( 1
p \l—p/r

|

)Y o < oo

a;=1
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Quindi, la serie ) an(z — 20)® € la serie > Oy, (aq{z — 20)") convergono uni-
formemente su {|z — z¢| < p} e dall’Osservazione 5.27 segue che f & C* su tale
sfera. Per Darbitrarietd di p, tale argomento pud essere iterato un numero arbi-
trario di volte e quindi f € C*°({zo}). L'uguaglianza {5.106) segue ora facilmente
dall’Osservazione 5.27.

Definizione 5.38 Sia zo € R". (i) Si dice che una serie di potenze ) aq{x—xq)*
ha reggio di convergenza positivo se esiste v > 0 per cui lo serie (5.105) converge
assolutamente; l'estremo superiore dell’insieme degli r > 0 per cui (5.105) converge
assolutamente prende i nome di roggio di convergenza.

(ii) La serie di Taylor di una funzione f € C°({zg}) ¢ definite come la serie

Z ae(x — @)™, con gy = éf-—ﬂiﬂl . (5.108}
el al

(iii) La classe C¥{{zg}) (“la closse deile funzioni reali-analitiche nell’intorno di
z0”) & Vinsieme delle funzioni f € C®({z¢}) lo cui serie di Taylor, ¥ aq{2—20)%,
ha raggio di convergenza positive e f= 3 as(x —~ o) n un interno di zg. Se
E C R*, si dice che f € C¥(FE) se f € C¥{{z¢}) per ogni zg € E.

Esempio 5.39 Sia & un intero positivo e sia f(z) = (z1 + -+ + z,,)¥. Derivando
f sl ottiene, per ogni @ € N,

0, selat#k,

G, f(0) = { K, sela| =k (5.109)

e quindi, dalla (5.92), segue che

(imi)kz > e (5.110)

aclN2 jaj=k

Tale formula, che da la serie di Taylor della funzione (z) +- - -+x,)*, non & altro che
una generalizzazione della formula del binomio di Newton. Ponendo ¢ = (1,1, ..., 1)
in (5.110) si ottiene

k
3 aIT - %— —  Jall<nl®al, VaeeN' o (5111)
aglN®: jo|=k
Esempio 5.40 Sia f{z)= log{l + &1 --- &} e ¢ 0. La funzione f & di classe
C>({0}). Inoltre ricordando lo sviluppo di Taylor della funzione scalare log(1 -+ ¢)
attorno a £ = 0 (che ha raggio di convergenza 1}, troviamo, per tutti gli |z| < 1
(che implica |x1 - - 25| < 1),

—1 k41 -1 k4t
log(1+ a5 -+ 2p) = 3 %(m RENEDY Li—-zk , ee=(1,..,1).
k1 k1
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Dunque f € C¥({01) e la sua serie di Taylor in = 0 (che ha raggio di convergenza
uguale ad 1) & data da

(= JkeN: a=k
Zaaiﬂa, g = i C o= ke,

0, altrimenti .

Esempio 5.41 (i) Naturalmente, come nel caso unidimensionale, C¥ & una classe
funzionale pil piccola di C%° come dimostra al generalizzazione dell’Esempio 3.9
ovvero la funzione

1
exp(—m), se1m|<5,

0, se jz) > e

pe(z) = (5.112)

che ¢. € C°°(R™). D’altra parte ., non & analitica nell'intorno di un qualunque
punto zp con |zp| = £ (in tali punti la serie di Taylor & identicamente nulla mentre
se |x| < ¢ la funzione & strettamente positiva).

Come nel caso unidimensionale, si ha che @, > 0, che supp (@) = {z : |z] £ e} e

{ii) Siano Kgr(zq) e K, {zo) due cubi aperti in B di centro zg € R™ e lato, rispet-
tivamente R > r > 0. Sia x{#) la funzione CF°(R) deli’Esempio 3.10 e definiamo

dlx) = HX('»‘C:&) ‘

La funzione ¥ soddisfa, in R", le stesse proprieta che y soddisfa in R ovvero
(a} 0 < (z) < 1; (b) Y(z) =1 se |z ~ x| <13 (c) supp(¥) = {z: |z — mo| < R},
(dove naturalmente qui « e xg sono vettori in R® e | -] & la norma euclidea in B™).

Infine, come nel casc unidimensionale, vale la seguente caratterizzazione

Teorema 5.42 La funzione f & analitica in xo € B se e solo se f € C°{{zo})
ed esistono due costant positive M, r tali che

sup  |8%f(z)| < Mr~lal,  VYVael'. (5.113)

|z—zal<r

Dimostrazione Lo schema della dimostrazione & identico a quello del Teorema 3.6.
Assumiamo (5.113) e si osservi che se 2 & tale che |z — 2o| < p, allora jz; — 204 < p
e

i n

‘ (@i - zoi)™| = I 1z: — il

i=1 i=1

|(z — z0}*|

<& pu1+---+&n Eplal .

106



Dunque, per p < r e per ogni N > 0, si ha

Z Ia J;(FD —z)* £ M Z plal p\ai < M Z (g)k’tl
le|<N la|<N e
= (X)) <=,
k>0

e ciod la serie di Taylor di f converge assolutamente. Inoltre, dalla formula di
Taylor (Proposizione 5.34) segue che, per ogni intero & > 1, esiste un punto y*}
sul segmento che unisce xy con  tale che, se |z —zg| < R < #/n, si ha fricordando
anche {5.111)]

rw - Yo L gy

foo| <h—1 ) locl=k

My (7)) su(D) 5

lox =k lal=k

| T B

a!

Fal

It

ILI(HR) - { {per k -» oo0) ,

T

il che significa che f & analitica.
Viceversa, se f & analitica in un intorno di zg allora esiste i > 0 tale che

f(z
o)=Y aslo—20)", ag= —-«ﬁ%ﬁl .Y laglRP <oo . (5.114)
A BEN®
Allora, osservando che, per ogni a, § € N*,
(ai + ﬁz)' - CI.’;'! (ai -+ ﬁz) < ai! 2ﬂi+ﬁi oy (Q’ + ﬁ)f < ol 2|a+ﬁ] ,
ey - g -
s ha, per |z — x| < v < R/2,

i

swp 1055@ = swp | Y aas 2 o - w0
lo—2g|<r jz—zo| < AERn
< rl®al 37 jaass| (2r>'“+3f
AENn
< Mrolelat, con M= Z lasiRI?! . |

penN

5.10 Massimi e minimi locali di funzioni di n variabili

In questa sezione discuteremo alcune condizioni legate all’esistenza di massimi o

minimi Iocali di una funzione scalare!? regolare di » variabili reali.

42Qui @ essenziale che le funzicni che si considerano siano funzioni a valeri in R {dove ¢’¢ un
ordinamento naturale); al contrario aver assunto il codominio IR nei precedenti paragrafi & stato
fatto solamente per semplificare 'esposizione.
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Definizione 5.43 (i} Data una funzione f € C1(E,R) con E C R, un punto xq
in cut st annulla il gradiente, cioé f'(xzq) = 0, si chigme punto critico (o anche
“nunto stazionario”) per f.

(i) Sie f + E C R* = R. Un punte ©p € E & un punto di minimo locale (o
“relativo”) per [ se esiste uno sfera B di centro zg tole che

flxe) < fl1), YeekENB. (5.115)

3

Se in (5.115) vale il segno * < " per x # xo, 81 dice che g & un minimo locale
in senso stretto. Le stesse definiziond si danne nel caso di massimo locale
sostituendo “<” in (5.115) con “>7 (e successivamente “<” con “>").

Ricordiamo che una matrice (reale) 4 € Mat(n x n) si dice definita positiva se
2 simmetrica e se

AE-£>0, VEeR\N\{0}, (5.116)

in tal caso si scrive 4 > 0; se in (5.116) vale il segno “>" si dice che 4 &
semidefinita positiva e si scrive 4 > 0; se in (5.116) vale il segno “<* (rispetti-
vamente “<”) si dice che A & definita negativa (rispettivamente semidefinita
negativa) e si scrive A < 0 (rispettivamente “A < 07).43

Proposizione 5.44 Se K ¢ un aperto di R* valgone le seguenti affermazions:
(i) Condizione necessaria affinché una funzione f € CY(E) abbia un punto di
minimo o massimo locale in xg € E é che xo sia un punto critico per f.

(i) Se f € C*(E), zo ¢ un punto critico per f e f'(xy) > 0 (rispettivamente
“f'{zo) < 07), allora f ha un minimo locale (rispettivamente “massimo locale™)
in senso stretfo nel punto xq.

(iti) Se f € C*(E), zo & un punto critico per [ e f"(za) ha un autovalore positivo
ed uno negative, allora 2o non & né un minimo né un massimo locale??.

Dimostrazione (i}: Assurniamo che f abbia un massimo locale in zy. Allora, per
ogni £ € R*\{0} fissato, la funzione di una variabile ¢ — F(t) = f{xo + t§) sard
definita per ¢ sufficientemente piccoli ed avra un massimo locale in ¢ = 0. Quindi
F'{0) = 0 ovvero la derivata direzionale d¢ f{zo) = 0. Dall’arbitrarieta di £ segue
Passerto.

(ii): dalle ipotesi e dalla (5.86) segue che (per {£| sufficientemente piccola)

1
Flao+8) = f(2o) + 5 f"(20)§- €+ o(J€l*) - (5.117)
La funzione di n variabili G(x)= { f"(xe)x - 2 & continua sull'insieme compatto

57l ={p e R" : |g| = 1} (5.118)

438 ricorda che 4 > 0 se e solo se A & simmetrica e tutti gl autovalori di A sono strettamente
positivi; per alcuni richiami di algebra lineare si veda 5.58.

¥ 0vyvero: arbitrariamente vicini al punte eritico xp vi sono punti su cui f assume valori
strettamente minori di f{zg) e punti su cui f assume valori strettamente maggiori di f{ro}.l
punti per cul vale (1ii} vengono dettl punti di sella.
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e vi assume (essendo f"({zq) una matrice definita positiva) sempre valori positivi.
Dungue, dal teorema di Weierstrass segue che

min Gle)=A>0. {5.119)
zEgR-I

Allora, da (5.119), si deduce (per |£| piccoli e diversi da 0) che

£ olle®)
€] | M )
ofj¢f?

) + 167 (G5 + 2 )

ollE[)
(o) +167 (A + S )
> flzo)

Flzo+8) = fleo) + 16l (5"t ){

i

IV

(1€] dovra essere preso cosl piccolo che, ad esempio, [o(1€[*)|/I€]* < 2). Nel caso
f'{zo) < 0 basterd considerare la funzione — f al posto di f.

(iii): Siano A e —u (con A > 0, p > 0) i due autovalori di A= f"{xg} menzionati
nell'ipotesi e siano v e w due corrispondenti autovettori: Av = Av e Aw = —pur.
Essendo xp un punto critico per f, dalla formula di Taylor al secondo ordine (5.86)
con £ = tv si ha?®

2

Flaa-+ t0) = Flao) + SAPE +od®) = Flan) + £ [l + %5L] 1 (5120)
e, per il teorema della permanenza del segno, la funzione di ¢ tra parentesi quadrate
& strettamente positiva se ¢ & sufficientemente piccole. Quindi sulla retta di di-
rezione v ¢ passante per zy (ovvero la retta di equazione parametrica {y = zo+tv :
t ¢ R}) vi sono punti y arbitrariamente vicini a 2o tali cke f(y) > f{zo}. Analoga-
mente, si vede che sulla retta passante per 2y e di direzione w vi sono punti y
arbitrariamente vicini a zq tali che f{y) < f(zo)-

Esempio 5.45 (i) Dati n numeri reali diversi da zero Ai,...,An, definiamo
7
)= Z Nixi 4+ Plz) =z - Az + P(z) , (5.121)

dove®® A= diag(Ar,-..,An) e P(z) &, ad esempio, un monomio di grado d > 2.
L’ipotesi su P implica che le derivate prime e seconde di P in O si anmullano e
guindi Porigine & un punto critico per f e dalla Proposizione 5.44 segue che tale

W80 £ = tv, £- AL =t Av = 22 v = AT |w]? e of[Ei®) = of£?).
6 A = diag (A1, ..., An) denota la matrice diagonale (n x n) con elementi di matrice A;; = 0 se
i3 7 e Ay = A,
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punto & un minimo se A; > 0 per ogni 7, & un massimo se A; < 0 per ogni ¢ ed &
una sella altrimenti.

(i) Sia f(z,y) = sinh{(z? +y*) per (x,y) € R?. Calcolando le derivate si trova che
2 0
0 0
ci permettere di concludere nuila sul comportamente di f vicino al punto critico.

D’altra parte sinh0 = 0 e sinh# > 0 se ¢ > 0 dunque Porigine & il minimo assoluto
di f.

{0, 0) & l'unico punto critico e f7(0,0) = . Quindi la Proposizione 5.44 non

5.11 Funzioni differenziabili da R® in R™

Le nozioni di differenziabilita e di derivabilitd si estendono facilmente alla situ-
azione di funzioni vettoriali:

Definizione 5.46 Una funzione f a valori in R™ e definita su di un aperto E
di B™ si dice differenziabile nel punto zq € E se esisle un'opplicazione lineare
LB - B™ tale che, per tutti i vettori h € R" sufficientermnente piccoli, si abbia

Flzg +h) = flzg) + LAY +r{k), e lim ——=10. (5.122)

L applicazione lineare L (che dipende dal punto zo) si denota anche con df o pui
precisamente con dfs, e si chiama il differenziale della funzione f nel punto zo.

Naturalmente, ora, all’applicazione lineare df corrisponde una matrice (m x n):
tale matrice prende il nome di matrice jacobiana (o “jacobiano”) della funzione
f nel punto xy. Se denotiamo con J (o con J;) tale matrice , sappiamo che i suot
elementi di matrice J;; (corrispondenti alla i-esima riga ed alla j-esima colonna)
non sono altro che la i-esima componente del vettore dfz, (el7), dove eY!, come al
solito, denota il j—esimo versore della hase ortonormale standard in ™, Dunque
prendendo la i-esima componente della relazione (5.35) e ponendo h = el si
ottiene

. filme +te3) — filmo) ()
lim : = (dfeole™) (5.123)
ovvero la matrice jacobiana non & altro che la matrice delle derivate parziali di f:
8fi
Jij = "55:_2?(“"“) . (5.124)
Tale matrice (m % n) si denota anche con
af . :
%(ﬂﬂo) , o semplicemente con filzg) . (5.125)

Diremo che f : E C B* —+ R™ & di classe C*¥(E, ") se esiste un aperto A 2 E
su cui tutte le componenti f; di f sono di classe C*(E,R).
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Vediamo ora qual ¢ la matrice jacobiana di una funzione composta. Siano
zo € R™ e yo € R™; sia f una funzione C'({ap}, R™), yo = f(z0) e g una funzione
Cl{{yo}, B?). Allora, dalla Proposizione 5.30 , segue che, per ogni 1 <4 < p,

dgic f) f) Z Bgz 6@ (z0) | (5.126)

2
ovvero la matrice jacobiana di funzione composta @ data dal prodotto delle matrici

jacobiane: 5 5
X920 ) = S tun) ) (5127

In generale, Videa del formalismo che abbiamo sviluppato & che il calcolo noto
per funzioni scalari si estende con l'ovvia interpretazione dei simboli al caso di
funzioni vettoriali. Ad esempio, se F: R* xR™ - R*, g: R™ - R*, y e K", x
€ R, z={y,z) € " ed h{z) = (g(z), ) si verifica immediatamente la seguente
“regola di derivazione™:

B(Feoh) OFOh _0OF0dy L oF aF
bx Bz 0z By Bz = Ox

dove le matrici jacobiane di F' sono calcolate nel punto h(z). Un altro esempio si
ottiene generalizzando (in maniera ovvia la dimostrazione della Proposizione 5.30:
se f e g sono due funzioni a valori, rispettivamente in R™ e RP, differenziabili,
rispettivamente in Tp € R™ e yp € B™ con yo = f{xo), allora la funzione composta
go f & differenziabile in zy e vale

d{g o flzob = dgye (dfm(,&) , YEeR. (5.120)

Infine, se U = B,(xp) & una sfera centrata in 2p € R*, g € CH{U,R™) e |§] < 1,
applicando la (5.80} alle componenti g; di g, si ottiene immediatamente la seguente
fondamentale formula*’ (“teorema deila media per funzioni da R* in R™”):

(5.128)

1
g(mo + &) — glwo) =f0 gg;(a:o + ) £ dt . (5.130)

5.12 Derivate sotto segno di integrale

In questa sezione, per semplicita di notazione, considereremo funzioni (scalari) di
due variabili, z e ¥, ma la lettrice o il lettore notera che i risultati valgono anche
per funzioni (scalard) di n variabili*®

47Per definizione, se I & un intervallo di B e w : I -+ R® & una funzione continua (e quindi
tutte le componenti di » sono continue), 'integrale L u(t)dt & un vettore in R* 1a cui i~esima

componente & data da fu@(t)dt analogamente se A : t € [ — A(f} & una funzione a valeri
matriciali, cioé A(t) & una matrice n x m, e se gli elernenti di matrice di A sono funzioni continue

su J, lintegrale LA(t)dt & una matrice n x mn il cul elemento (/A(t)dt) & dato da / 15 (t)dt.
T i T

Per maggiori informazioni si vedano 5.46 ¢ 5.47.
48pgr lintegrazione di funzioni continue di n variabili su “rettangoli” si veda 5.48.
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Integrando una funzione di due variabili z e y rispetto a y si ottiene una funzione
della sola variabile x; il problema che qui ci poniamo &: sotto guall ipotesi tale
funzione & derivabile rispetto a x e qual & il valore di tale derivata.

Proposizione 5.47 Sia ~00 < a < b < o0 e siano f = f(z,y) e la sua derivata
parziale rispetto a x, fo, funzioni di classe C({zo} % [a,b]). Allera lo funzione

[
F(z)"‘—"f flw,y) dy (5.131)

é derivabile in zo e si ha
dF b
o) = [ folworu) dy (5.132)

Dimeostrazione Dalle ipotesi segue che esiste un intervallo chiuso I = [zo—§, #g—+3]
tale che f,f. € C(I x [a,b]). Quindi f ¢ f. sono uniformemente continue su
I % [a,b). Se A(h) denota il rapporto incrementale della funzione F' in zo, dal
teorema fondamentale del calcolo segue che:

AW = F(m0+]L;_F(xD) =/bf(aru+h,y})1—f(ﬂ;0,y) ”
b
- f (/'lfm(mo—i—th,y) dt) dy . (5.133)

Per la uniforme continuita di f; in I x [e,8], dato un qualunque € > 0, esiste
un 7, che possiamo assumere minore di 8, tale che se |(z,y) — (Z,7)| < r allora
|Fz{z, 4} — f2(Z,F)| < &. Allora se [h} < r, da (5.133) segue che

800~ [y ] = |[([ 1eton s th) - feteu, ] )

b, ol
< [ ([ Meteo+thia) = folo i)l ) ay
a 0]
< e(b—-a). (5.134}
Dall’arbitrarieta di & segue 'asserto. |

Esempio 5.48 Sianc a,b ed f come nell’enunciato della Proposizione 5.47 e siano
alt), A{t) e g(t) funzionl C1{{t}) tali che alty) = @, Blte) = b e glly) = za-
Allora dal teorema fondamentale del calcolo e dalla Proposizione 5.47 segue che
la funzione F(u,v,w) = ['f(w,y)dy & una funzione C'({(a,b,x0)}) e dallat®
Proposizione 5.30 & dalla Proposizione 5.47 segue che

d o) ' ' i ’

&t Lo f(ua(t),z,,r)dy]t0 = B'(to) f (x0,b) — ' (to) f (20, 8) + ¢ (to)fa fal@o,v)dy .

19A 0, z, 2o, ¢ ¢ della Proposizione 5.30 corrispondono qui, rispettivamente, 3, (u,», w},
{a, b, za), F e {al?), 5(t), g(t)}.
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Esercizi e complementi

E 5.1 Sidimostri che le funzioni ||, |-[1 € | |eo definite in (8.1) e {5.8) sono delle norme
anche su C*. Si dimostrino le (3.9) per x € €. 8i faccia vedere che tali disugnaglianze
non possono essere migliorate (ad esempio |£|1 < 1z} non vale, in generale, se n viene
sostituito da una costante @ piit piccola: infatti se z = (L,1,...,1) si ha [gh = n e
|#}ee = 1}.

E 5.2 Dimostrare che una unione {(arbitraria) di insiemi aperti ¢ un insieme aperto e
che una intersezione arbitraria di chiusi & un insieme chiuso.

E 5.3 Dare un esempio di una famiglia di aperti E; ¢ di una famiglia di chiusi C, con
i=0,1,2,.., tali che [] B non sia ur insieme aperto e U ; non sia un insieme chiuso.

E 5.4 Dimostrare che un'unione finita di chiusi & chiusa e che un’intersezione finita di
aperti & aperta.

E 5.5 Dimostrare che l'insieme vuoto @ e R® sono gli unici insiemi contemporaneatmente
sia aperti che chiusi.

E 5.6 Si dimostri che Uanello {x € B* : 1 < |2| < 2} & connesso per poligonali.
E 5.7° 8i dimostri 'affermazione fatta al punto (iv) dell’Esempio 5.6.

E 5.8 Dimostrare (usando selo la definizione di uniforme continuitd ) che la funzione
f:z e R* - |z® & uniformemente continua su B1 = {z € R" : || < 1}.

E 5.9 Dimostrare che se g(t) & una funzione di una variabile, continua in o € R e
FlEL, ..., Za) = glzx) allora f(x) & continua in ze, ¥ 7o € R* tale che 2o, = to.

E 5.10 Fissato un numero naturale N > 0, si trovi un & tale che |f(z) ~ flze)| < 107
per ogni {& ~— xp| < § nel seguenti casi:

(1) f=|£|a,G}O,I‘ER4,220=(0,1,1,2);

. _ 1 4 o 1y
(U) f = §en mlmg : & GR » &0 "‘( 1!01 1) 1
n

(1) f=log[cos(]:[m)} ,z€ER, o =10;

daxl

) f=3 " 2e R, zo=(1,.,1);
k=0
{v} f=tanh|z|s, ze¢ K", zo=(1,..,1);

(vi) = (mm : tanhlm[l) zeR, zo=(0,1,1,2) .

E 5.11 Sia S2={z e B : |o| =1}, =(2,0,0), o = (1,0,0), f =z za2(sin|w — &)~
Trovare § tale che |f(z) - f{zo)| < ¢ per ogni z € 57 tale che & — zo| < 4.
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1‘2 + y2
E 5.12 Sia® f(z,y) = 7;2+ 2 Arctan {y/x) '’

sex #0,

S sex=0.
{1) Si calcoli, per ogni # fissato il limyyo f(r cos, rsend).
{ii) B continua f nell’origine?

E 5.13 (i) Sia f(x,y) definita nelVintorno di (0,0) ed a valori in R Dimostrare la
seguente affermazione: ‘

Seperogniec > 0,36 > 0 tale che, perogni0 < r < &, siha|f(rcos8,rsend)~f{0,0}] < ¢
allora f & continua in (0,0).

(ii) Discutere tale risultato in connessione con 'esercizio 5.12.
E 5.14 Sia f : E C B* — R Dimostrare che f é continua in £y € E se e solo se per

ogni cammino® z: (~1,1) = E tale che 2{0) == zo, la funzione ¢ —+ f{z(t)) & continua
i 0,

E 5.15 Si dimostri che, nel Teorema 5.3, (b} === (a) direttamente [senza “passare” per

(©)]-

E 5.16 Si controlli che, per la funzione f definita in (5.29), si ha %é(l}) = 0 per ogni
£#£0.

E 5.17 Calcolare aé'il W eR\{0}eVaeR

E 5.18 Si dimostri che se ¢ & la costante in (5.38) allora ¢ < 1/5.

E 5.19 Siano f e g due funzioni differenziabili in zq € R™. 5i dimostri c¢he f + g e fg
sono differenziabili e che vale (5.42) o piil precisamente che per ogni £ € R*\{0} si ha

d(f + 9)aolf) = dfing (§) + dyny(8) . d{fg)2 (&) = glzo)dfes (£) + f(zo)dgmo((§)1-35)
-

C 5.20 (Funzioni omogenee)
Upa funzione f: B*\{0} — R si dice positivamente omogenea (rispettivamente, “omo-
genea”) di grado o € R se

fltz) =t f(z), ¥t>0 (rispettivamente V0 #t € B) | vz e RT\{0}. (5.136)

Proposizione 5.49 5i considert une funzione positivamente omogenes f di grado o
continua sz R"\{0}. e a < 0, f non pud essere estese od une funzione continue su
tutto B a meno che a = 0 e f sia identicamente costante. Se o > 0, [ & estendibile ad
una funzione continua cen f(0) = 0.

50 Arctan( = Q.
515j ricordi la definizione data nella nota 13.
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Dimostrazione Se o < 0 e se x € B*\{0}, si ha limyoo |F{tz)] = lim [¢|*|f{z)| = o0 e
quindi f non & estendibile ad una funzione continua. La funzione f(z) = c & chiaramente
positivamente omogenea di grado 0 ed  continua. Se f & positivamente omogenea di
grado 0 e non & identicamente costante, significa che esxstono To # yo {zo e Yo non nulli}
tali che f{zo) # f(yo}- Ma allora le due successioni "' = txo € ¥ ) = +yo tendono a
zero, ma

kl;rr;o f(z*) =1lim f(%:r:o) = f(zo} # flyo) = kiLﬂgo F&Y,

e quindi f non & estendibile con continuitd in 0. Infine se @ > 0 e se estendiamo f in 0
ponendo f(0) =0, la funzione cosi ottenuta & continuna poiché se £ # 0

1) = £ (ol )| = 1]

dove M = max eRniz|=1 [f{z)]- .

(i I)l < Mial® =0 (jg] = 0)

Proposizione 5.50 {“Teorema di Eulero”) Si¢ f e CHIRP\{0}, R) wna funzione
positivamente omaogenen di grado a, sie = # 0 e sia £= 7. Allora

|sc| (9:} =z -Vflx)=af(z). (5.137)

Dimostrazione La prima uguaglianza deriva da (5.39).

$rrg) - s s(a+ ) - 1@

afr L
@ = I " t
(L4 )" ) - z
_ B ey

E 5.21 Si consideri la seguente funzione f: B2 — R:

jeizal®
flz) = { |1x|,2; sex # 0
0

sex ==

Trovare condizioni necessarie e sufficienti affinché: {i) f sia continna nell’origine; (ii) f
abbia derivate direzionali nell’origine; (iil) f sia differenziabile nell'origine; (iv) f sia

c{oh).

E 5.22* Ripetere Esercizio 5.21 con le funzioni ¢ : B* — Re A : K* — R cosi
definite:

lzy..za]® |z [** o [
oo) = { lmﬁ' —  sex #Q h(z) = { P sex #F0

0 sex=0 0 sex=0.

E 5.23 Si definisca esplicitamente la funzione o{h) in (5.68) e si controlli che effettiva-
mente tale funzione divisa per |k| tende a 0 quando A tende a 0.



E 5.24 5i considerino le seguenti funzioni:
flz1, %2, 38) = sen (z1e72179) @(t) = (¢, sent, t)

Scrivere f o g calcolarne la derivata in £ = 0 in maniera diretta e applicanda la regola di
derivazione per funzioni composte.

E 5.25 Calcolare 8 f(zo) e 82 f(xo)(€EPe®)), con flar,#2) = zizs, p = 3, a =
(2,1), zo = (1,~1), €1 = (1,0), £ = (2,2), € = (3,1).

E 5.26 Calcolare lo sviluppo in serie di Taylor della funzione f(x,y) = «ln(z +3)
intorno al punto (0,1).

E 5.27 Siscriva esplicitamente il polinomic di Taylor di ordine 2,3, e 4 per una funzione
arbitraria di due e tre variabili nell'intorno dell’origine (assumendo, naturalmente che tali
funzioni siano sufficientemente derivabili).

E 5.28 Si calcoli il polinomio di Taylor Pi(£; zo) nel seguenti casi:

(1) k=3, n=2, za=0, flz)=e"" 42,

(2) k=3,(narbitrario) , zo =0, f(z)=cosiz|,

(3) k=2, 20=0, Jf(zr)==z3— senh(z1+ - +%),

() k=4, n=2, (o, y) = (m1), [flz)=tan(zy)—logy .

E 5.29 Si dia una stima dei resti |Ei| nell’Esercizic 5.28,
E 5.30 Si calcolino le serie di Taylor nei casi (1), {2) e (3) dell’Esercizio 5.23.

E 5.31 Si dimostri che la condizione in (5.113) & equivalente a

_ - i
St 0:  sup |0°F@)| < i1 vaen . (5.138)

a
fe—moldr fesl

3

E 5.32 Sia fﬁe"”‘g(l +z123) con € R®. Calcolare f”(0) e scrivere la formula di
Taylor (in 0) al secondo ordine per tale f.

I 5.33 Scrivere la matrice hessiana della funzione f{z,y) = e¥ senz e calcolare f(0)¢-
i, dove E = (332) en= (—1)3)

E 5.34 Caleolare il polinomio di Tayler di grado 3 delia funziome f(x,y) = (2r +
e ¥* nel punto (0,0).

£ 5.35 Una famiglia numerabile di sostoinsiemi, {A4;}, di N, si chiama una invasione
di N ge: gli A; sono finiti; 4; C Aj4; U4y = N™.
Dimostrare che se Y chn G converge assolutamente e se a = limpy o Sy [con Sy
definito in (5.96)], allora

lim Ao = Q

Jim > an

aEA;

per ogni invasione {A4;} di N*.
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E 5.86 Dimostrare che la serie tridimensionale Y s exp(—|a|”) converge assoluta-
mente, per ogni o > 0.

. - . z“ .
E 5.37 5i dica su quale insieme la serie f(z) = E 7 converge uniformemente e cal-

agn
colarne la somma.

C 5.38 (Serie di potenze a valori vettoriali)
Le serie di potenze a valori in K" si studiano esattamente come nel caso n = 1. In
particolare si dice che ka u™) converge assolutamente se converge la serie numerica

Zk“)D |a(k)|. Vale, allora, analogo del Teorema 2.1:

Teorema 5.51 Sig a'® ¢ B® e sic R~ = limsup [a“"]ﬁ?. La serie Ea(mtk converge
assolutamente se |t < B e non converge se |t] > R.

La dimostrazione & identica a queila nel caso n = 1.
E 5.39 Si dimostri che se B e a* sono come nel Teorema 5.51, allora

A= min R;, dove R;= limsup|a$k)|% . {5.139)

1<idn

E 5.40 Si dimostri che nelle ipotesi del punto (iii) della Proposizione 5.44 |, sulla retta
passante per xzp e di direzione w vi sono punti y arbitrariamente vicini a z¢ tali che

fly) < flzo).

E 5.41 Dimostrare che se A2 apertoe connessoinR* e f € CH{A R} e f'() =V flz) =
0V xe Aallora f & costante su A.

E 5.42* Sia f € CY(B*,R) e supponiamo che f'(zo) = 0 se e solo se @ = &g, e che
sup f > f{zo) > inf f.

R R

(i} Nel caso n = 1 dimostrare che # = xy non pud essere né un minimo né un massimo
locale per f.

(ii) E' vera Palfermazione [atta al punto (i) nel caso di n > 27

E 5.43 Trovare il massimo e minimo (se esistono) della funzione

1
Flz)= / log(1+ 2% +47) dy .
0

E 5.44 Si dimostrino (5.128) e (5.129) (sotta le ipotesi che le precedeno).

E 5.45 Si caleoli %ﬁ nei seguenti cask:

(i) f=cos{ay) - 2°; () f=e ™1t aizs), (e R):
51 3 2
Giiy = (ranh (2, e, al) , (2 B

(iv) f={zi, 7122, .,T1 " Tn); (v) f= (ems , (ZxI)S) . {5.140)

117



C 5.46 (Integrazione di funzioni C([a, b}, R"))

Sia I un intervallo di R Se w € (I,B") definiamo l'integrale di » su un intervallo

{a,b) C 1, il vettore
b b b
/u(t]dt: (f uy (t)dt, / un(t)dt) (5.141)

Ricordiamo che se v € C'(J,B*) allora ' (¢} non & altro che il vettore costituito dalle
derivate di v: (v’(t)) = {vi)'(t) per ogni 1 < i < n. Le seguenti proprieta (i} e {ii) sono
di immediata verifica: )

(i) se w € C(J,R") allora per ogui {s & I la funzione u(t) = j;:u{'r]dr appartiene a
CUI,B") e vale il teorema fondamentale del caleolo: v/ (1) = u{t).

(i) i Teoremi 1.11 e 1.10 valgono anche quando C{E) e C'(E) vengano sostituiti da
CI,R*y e CHI,R™).

(iii) Se w € C(I,R*) e (a,b) C I, per ogni norma |- | su R", si ha

b b
|/ u(t)dt] S/ [u(t)]dt . (5.142)

Dimostrazione di (m) Dalla teoria di R1emann dell'integrazione (relativa a funzioni

continue da R in R), & continua e ponenda § = £t
b b
|(/ m(t)dt,...,fu.n(t)dt)|

k 3
otteniamo:

b
([ o
: k
= lim 1( 6ku1(a+5kj),...,26kun(a+6kj))|

k—roo
=1

=

F=

=

= lim Zﬁk Ul(a+5kj) 1“11(0-"'5-‘:]-))'

k—co

tA

b
kli_ﬁl;qZ&l(m(m+6kj),...,un(a+5kj))‘ =[ |u(t)dt |

=1

(iv) Sia u € C(I,R"} e (a,b) C I ¢ =i consideri la successione di vettori

&
(B _ b~a b—a,
T —E o ule = R (5.143)

j=1

allora #'®) converge (in qualunque norma in R*) a f u(t)di. La formula (5.143) non
& altto che la somma di Riemann relativa alla partizione ottenuta dividendo {a, b} in &k
intervalli uguali.
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C 5.47 (Integrazione di funzioni a valori matriciali} Sia I un intervallo di R e
sia t € 1 ~+ A{t) una funzione a valori nell'insieme Mat(n x m) delle matrici » x m;
ossia, per ogni £ € I, A(t) & una matrice n x m con elementi Aj;(f) (con 1 £ i< ne
1 < § < m). Diremo che la funzione ¢ € I — A(t) € Mat{n x m) & continua, ovvero 4 €
C(I,Mat(n x m)), se sono continue le nm funzioni A;;(t) (per ogni i, j). Analogamente
diremo che t &€ T — A(t) & CY{(I,Mat(n x m)) se sono C' le funzioni ¢ -+ A;(t) e per
definizione Ja derivata di A sara data dalla matrice di elementi A} ;(t) ovvero, per agni

i3, (A{j (t)) = Al;(t). Se A € C(I,Mat{n x m)) possiamo definire I'integrale di 4

integrando elemento per elemento, ossia, per definizione, _K,A(t)dt & una matrice n X m

tale che
( ] A(t)dt)r = f Ay (8)dt . (5.144)
I u !

E’ immediato verificare, anche in questo caso il teorema fondamentale del calcolo:

se A € C(I,Mat(n % m)) e, per ogni to € I, Ia funzione t —+ B(t) = j;:’A[T)d'r appartiene
a C'(I, Mat{n x m}} e B'(2) = A(t).

In effetti tali definizioni saranno pit trasparenti una volta identificato Mat(n % m) con
R** tramite lo mappa che alla matrice 4 € Mat(n x m) costituita dai vettori colonna®
u™ w0 associa il vettore in B™™ le cui componenti sono Pelenco ordinato delle com-
ponenti dei vettori u!M,...,u'. Ad esempio, secondo tale identificazione, la norma en-

clidea della matrice 4 &, per definizione, |A|= Z AZ. A questo punto la discussione
2]

del punto 5.46, con le sue conseguenze (i)+(iv), pud ripetersi per funzioni a valori ma-
triciali.
C 5.48 (Integrazione di funzioni C(E, R} con E rettangolo compatto di K")

Sian =2 esia f = f(x,y) una funzione di due variabili continua su di un rettangolo
chiuso

R=|a,b] x [¢,d] . —oLa<hb<ow, —<e<d<o0. (6.145)

La fanzione di una variabile y —+ f{z,y) {fissato z) & una funzione continua sull’intervallo
[¢,d] e quindi possiamo calcolarne Vintegrale (qui per “integrale” si intendera “integrale
secondo Riemann”). 1l risultato & una funzione di x che, come vedremo, & continua su [a, b]
e possiamo dunque calcolarne ancora lintegrale, Chiaramente avremme potuto fare le
stesse operazioni scambiando il ruolo di « e y (ossia avremmo potuto fare prima l'integrale
rispetto a x e poi quello rispetto a y): la seguente proposizione ci assicura che otterremmo
lo stesso risultato.

Proposizione 5.52 Sia f = f{x,y) una funzione continua sul rettangolo chiuso (5.145)
e siano

d i
F(SE)E[ flz,y) dy G(y)ff fla,y) dz . (5.146)

Allore F e (G sono continue, rispettivaments, su [a,b] e [c,d] e st ha

b d
f Flay de =/ G{y) dy . (5.147)

320vvero A = uﬁ”; i vettori colonna »'9) sono elementi di B™.
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Dimostrazione Poiché R & compatto e f & ivi continua, f & uniformemente continua su
. Dunque, per ogni ¢ > 0, esiste § > 0 tale che |f{z,y) — f(z',v")| < &/(d - ¢) qualora
[{z,y) — (2', 1) € 6. Quindi, se |z —2'| <4, 5l ha

"t = st ) ] < fcd

ovvero F & continua su [c,d]. Tl ragionamenta che mostra che G & continua su [a, 8] & del
tutto analogo. Definiamo, ora, per ogni intero N > 0

\F'(z) —~ F(z')] =

"'f(-’l:ray) dyﬁfr

Fr)=Y fle,y) sy, con 5N-5‘—§— Cmmc4lioldn . (5.148)
i=1

Fw converge uniformemente in [a,b] a F: dato infatti e, sla Np tale che dn, < & (dove §
& seelto come sopra). Allora, per ogni N = N,

N opuiga
|Z[ (f(ﬂ?ayi)ﬂf(z,y))dy|
Z [yu+1

Quindi dal Tecrema 1.10 e dalla teoria dell’integrazione di Riemann in una variabile (vedi
0.1}, segue che

b
f F(x) dx

Fu(x) - F(a:)[

Hig1

A

favw) = £e,v)]

-3 b
f lim Fr{z)dr= hm Fy{z) dz

N=rco N—oc

hm f Zf(ry)ﬁo dr

d
im 3Gl do = [eway.
=1 c

Iterando, la Proposizicne 5.52 si ottiene immediatamente il seguente risultato generale

Il

Corollario 5.53 Sia f = f(z), ¢ € B (r > 2), une funziene continua sul “rettangolo”
chiuso

E=la1,b1] % - % [an, bn] , con —oo<ai <h<oo, (5.149)

¢ sia ¢ une permatazione® di {1,..,n}, allore, per ogni 2 < i < n, la funzione

LR bey
Ler; "}'/ (([ f(‘r)dmﬂ1)"')dzﬂ’i71
Uiy Qoy

una funzione continua su [4q,.0s,] € $i ho

-[Iﬂ ( . ( blf(w)dm) ---)dw" = /b% ( ( balf(x)dm,l) ---)d:c,,, . {5.150)

agl

[+-13

53 Una permutazione o delllinsieme I = {1,...,n} & un’applicazione biunivoca o : £ € [ — a; €

I.
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Il contenuta di tale corollario & che se f & continua su di un rettangolo chiuso di R”
possiamo integrare una variabile alla volta, in un qualungue ordire, ed il numero ottenuto
dopo n integrazioni unidimensionali é lo stesso indipendentemente dall’ordine scelto.

b
E 5.49 Sia F C R™ un rettangolo compatto, Si dimostri chese g € C(E,R) e / lgidz =
0 allora g = 0 in E. :

C 5.50 (Spazi metrici e topologie relative)

Un insieme (arbitrario) X si dice spazio metrico se & dotato di una funzione simmetri-
ca® d: X % X — [0, 00} che soddisfl le seguenti condizioni:

(i) dizy)=0 == r=y,
(i) d{w,y) <d(z,z)+dizy), YzpzeX, (5.151)

Tale funzione d(-,-) si chiama distanza e la proprietd (ii) si chiama disuguaglianza fri-
angolare; con leggero abuso di linguaggio, chiameremo spazio metrico la coppia (X, d)
con X insieme dotato di metrica d.

Uno spazio normato X dotato di norma |- || & uno spazie metrico con distanza d(z,y) =
iz — y||. Un esempio di spazio metrico che non sia uno spazio normato & dato dal cerchio

unitario
S'e{rec B |o|=/at +2} =1} (5.152)

con distanza d(z,y) =|z — y| dove | - { & la usuale norma euclidea in R?. In geverale un
qualungue sottoinsieme X di une spazio metrico (Y,d) (ovvero dello spazio metrico Y
dotato di distanza d) & uno spazio metrico rispetto alla stessa distanza d.

Su spazi metrici, si dice che una successione {x,} con #, € X converge ad un punto
rg € X se

zg = lim z, <<= lim d{zp, 20} =10. (5.153)

= oo o
Una suceessione {n} in X si dice di Cauchy (o “fondamentale”) se per ogni ¢ > 0
esiste N tale che
d(mn,xen) 5 £, ¥ n, m 2 N . (5154)
Uno spazio metrico X si dice completo se ogni successione di Cauchy ammette limite
in X.

Avere una distanza permette di definire una topologia su X (si ricerdi la definizione di
topalogia data nella nota 5): una sfera aperta di centro xo € X e raggio r > 0 &, per
definizione, il sottoinsieme di X dato da

Be(zo)={z e X: diz,z} <r}. (5.155)

Ad esempio, se X = [0,1] (rispetto alla distanza usuale |z — yl), la stera B%(G) &
data dall'insieme [0, %) La topologia standard sullo spazio metrico (X, d) (ovvero “la
famiglia standard degli aperti di X) & data dagli insiermi che sono un’unione arbitraria
di sfere aperte (e I'insieme vuote & per definizione un aperto).

Pii dettagliatamente si dannc le seguenti definizioni (che generalizzano ad un arbitrario
spazio metrico (X, d) le nozioni analoghe note nel caso di (R",d) con d(z, y)=|z — yi):

*4Ciot d(z,y) = d(y, =), ¥ z,y € X.
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(T1) A C X & un insieme aperto se per ogni x € A esiste r > 0 tale che B, (z) C A.
{Ts) C C X & un dnsieme chiuse se € = X\ A per qualche insieme A C X aperto.

(T2) N C X &un intorno di x se esiste r > 0 tale che By(z) C V.

(T4) o & un punto interno di £ C X se £ & un intorne di ».

(Ts) ¢ € X & un punto limite {o “di accumulazione”) per E ¢ X, se per ogni r > 0,
B.(z)N{E\{x}) # 0. z € E & un punto isolato di E se esiste r > 0 tale che B-(x)\{z} C
X\E.

(Ts) La chiusura di B C X, denotata E, & il pidt piccolo insieme chiuso che contenga E.
Linterno di F, denotato ,&, & il pit grande aperto contenuto in E. La frontiera di E,

denotata OE, & Pinsieme "E"\E:.

Anche la nozione di continuitd si generalizza immediatamente: sia f : X — Y una
funzione tra due spazi metrici (X, dx) e (¥, dy ) diremo che f & continua in ze € X se

Yem>0348>0: dyl(r,z0) €86 = dv(f(x), f(zo)) <, (5.156)

o, equivalentemente, se V& > 0, 38 > 0 tale che x € Bs(zs) implica che f(x) € Be(f(z0)).
Si noti che tali sfere sono sottoinsiemi di insiemi {in generale) diversi e seno definite in
termint di distanze (in generale) diverse. Il simbolo C{X,¥) denoterd l'insieme delle
funzioni continue™ da X in Y.

Molte delle proprieta note nel caso di R™ si estendono (spesso con le atesse dimostrazioni)
al caso di uno spazic metrico arbitrario. Ad esempio si ha

Proposizione 5.54 Sia (X,d) uno spazio metrico.

(i) Se X & completo E C X ¢ chiuso se e solo se ogni successione di Couchy in E ammette
limite in I,

(1) per un qualungue insieme E C X, (1%'}“ = E-,

(iv} per un gqualungue insieme B C X, x € 8L se e solo se agni sferu aperta centrata in
x contiene sia punti di E che punti di B, in formule: E = E N E<.

Dimostrazione La dimostrazione & identica alla dimostrazione dei punti (ii}, (i) e (iv)
della Proposizione 5.2. i

Si noti che $* & un sottoinsieme chiuso di R* e che non ha nessun punto interno rispetio
alla topologia di R (ciod: non esiste alcuna sfera in R? tutta contenuta in S') mentre

¢ un insieme aperto {e quindi ogni punto di S' é un punto interno di S') rispetto alla
topologia di §' considerato come spazio metrico rispetto alla distanza “ereditata” da 2.

In generale, dato un qualunque spazio topologico (Y, A) e dato un sottoinsieme X C Y,
si deifnisce la topologia relativa (o “topologia indotta”) la famiglia di sottoinsiemi
A C X per i quali esista un aperto E di Y tale che A = En X. B facile vedere che™ se
(¥, d) & uno spazio metrico e X € Y, la topologia standard di (X, d) (evvero la topologia
generata dalee sfere aperte in X con la metrica d) coincide con la topologia indotta da
Y su X.

55 Cioe continue in ogni punto,
%6 Esercizio 5.56.
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E 5.51 Sia X uno spazio metrico e E C X. Con riferimento alle definizioni (T1)+(Ts}
date in 5.50, si provi che:

=]
(i) £ & Punione dei punti interni di F.
(ii) £ = EU { punti limite di E}.
{iii) &F & Punione dei punti isolati di & e dei punti limite di £ che non siano punti interni
di E.

E 5.52 Siano (X, dx) ¢ (¥,dy) due spazi metrici. Dimostrare che f € C(X, Y se e sclo
se & verificata una delle seguenti proprieti:

lim zn =20 = lim f{z,)} = f(xo) (5.157)
Bapertodi ¥ ==  f7'(B)apertodi X . (5.158)

E 5.53 Un sottoinsieme K © X (X spazio metrico) di dice compatto se da ogni
ricoprimnento aperto & possibile estrarre un sottoricoprimento finito?7.

(if si dimostri che K & compatto se e solo se da ogni successione in K & possibile estrarre
una scttosuccessione convergente in K.

(i) Dimostrare che se f € C{X,Y) (¥ spazio metrico) e K & un insieme compatio di X
allora f{K) & un insteme compatio di Y.

(iii) Si dia un esempio di spazio metrico X e di un suo sottoinsieme E che sia chiuso e
limitato ma che non sia compatto.

C 5.54 Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, D un sottoinsieme compatto di X e
f € C(X,Y). Se § & iniettiva, allora Ia funzione inversa, f*, appartiene a C(K, D) dove
K & I'insieme compatto f{D).

Dimostrazione Sia {y.} una successione in K tale che y» — y € K ¢ slano «n ¢ &
{gli unici punti in D) tali che f(z.) = y» € f(E) = § Supponiamo per assurdo che
{z,) non converga a 7. Dalla compattezza di D segue che esiste {2, } ¢ ¥ in D tali che
Zn, —+ £ # Z. Ma allora f{zn,} convergerebbe, per la continuitd di f, a f(#) che, per

I'iniettivita di f, & diverso da f(Z) = §. Questo contraddice le posizioni iniziali.

E 5.55 Si dimwostri che un sottoinsieme chiuso di uno spazio metrico (X, d) & uno spazio
metrico (con la stessa distanza d) completo.

E 5.56 Sia (Y, d) uno spazio metrico ¢ sia X C V. Si dimostri che A € X & aperto
secondo la definizione (T1) se e solo se A & aperto rispetto alla topologia relativa (ovvero
se e solo se esiste un aperto F di Y tale che A = EN X).

E 5.57 Si dimostri che [1,2} & un sottoinsieme chiuso di X = [0,2) nella topologia
relativa.

57Cioe: se {A4;}jes & una famiglia di aperti di X tale che K € [_ijJ Ay, allore esistono ji,...,
jr tali che K < | Aj,.
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R 5.58 Alcuni richiami di algebra lineare

(1) A = diag (A1, ..., An) denota la matrice diagonale (n x n} con elementi di matrice
Ay =0seiztjeli=MA.

(2) Se v, ..., v sono n vettori in B™ o ™, T =M, ., v'™] denota la matrice (mxn)
con elementi di matrice Ty; = vi(j), ossia i vettori v costituiscono la j-esima colonna
della matrice 7.

(3) Se A & una matrice (p x m) e v € R™ (0 C™), 1 < j < n, allora

Al ™) = (a0, L, 4] {5.159)

(4) Se [, ..., v'™)] & come sopra e A = diag (Ai,..., An) allora

['U(l), vy U(ﬂ)]a’\ = [AI'U(U)'") )‘RU(H)] . (5160}

(5) Se (v, ..., v™] & come sopra ed & = (w1, ..., #5) & un vettore in R* (o £} allora

o™ e = 2o 4zt (5.161)

(6) Si ricorda che data una matrice (n x n) ad elementi reali o complessi, si chiama
polinomio caratteristico di A, il polinomic di grado n, Pa(d) = det{A — AI) dove I
& la matrice identithy, I = diag{l,..,1) (a volte, se necessario, si indicherd T con I,}.
Le n soluzioni (in generale complesse, anche se 4 & una matrice reale) di Pa(X) = 0 si
chiamano autovalori di A. L’insieme degli autovalari di A, si chiama spettro di 4 e
si denota o(A). Tale insieme contiene, al pi, n numeri complessi distinti (per esempio
o(I.) = {1}). Se A € o(4), il determinante di 4 — AI & zero e, dalle proprieta del
determinante, segue che le n colonne {in generale complesse) che formano la matrice
A — M sono linearmente dipendenti; questo, in virtd del punto (5) significa che esiste un
vettore (in generale a componenti complesse) non nullo z, tale che (A — Aljz = 0 ovvero
Az = Ax; tale vettore si chiama autovettore di A relativo all’autovalore A,

(7) Una matrice quadrata A € Mat{n x n) si dice diagonalizzabile se esiste una matrice
non singotare T (cioé con det T # 0) tale che 77 'AT = A con A matrice diagonale. Dalla
proprietd del determinante

det(AB) = det(BA) (5.162)

sezue che det(T™'BT) = det B. Da queste relazioni segue facilmente che se A & diag-

onalizzabile ¢ A = diag (A,..., An), allora lo spettre di A & costituito dall'insieme dei
Ad

(8) Se A possiede n autovettori indipendenti, allora € diagonalizzabile. Infatti, siano
v gl n autovestori indipendenti di A e A; i corrispondenti autovalozri. Allora T =
[v'*, ..., 0™ & non singolare e dai punti (3) e (4) segue che

AT = Ap™, ., o™ =40t L 4e™)
= o', A = [ ., 0 ™A = TA

con A = diag (A1, ..., An). Ovvero T7'AT = A, ciok A & diagonalizzabile.
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(9) (Esercizio) Se A possiede m < n autovalori distinti, allora i cerrispondentt autovet-
tori sono indipendenti e dunque: se A possiede n autovalori distinti, allora ¢ diagenaliz-
zabile.

(10} Se A & una matrice {(n x m), AT denota la matrice trasposta di A ovvero la la
matrice (m x n) con elementi (A7) = Aji. Una masrice quadrata A si dice simmetrica
se AT = A. Si verifichi che A & simmetrica (e reale) se e solo se

we Av = Au v, vou,ve R, (5.163}

Una matrice quadrata reale U si dice ortogonale se VUT = UTD = T ovvero se U &
invertibile e U~ = UT, Une matrice simmetrica ¢ diagonalizzabile tramite una matrice
ortogonale ovvero esiste una matrice ortogonale I7 tale che U TAU = A, con A diagonale
(per una dimostrazione si veda, ad esempio, Algebra lineare di S. Lang, Ed. Boringhieri).

{11) {Forma canonica di Jordan) Vale il seguente teorema di Jordan®®:

Teorema Per ogni matrice guadrata complessa A esiste una matrice invertibile {quadrata,
complessa) T' tale che

JU 0 ... w0
. o J®
T'4T=J=1 . _
0 g

dove JU sono blocchi quadrati d; x d; e .. di = n; tali blocchi (detti “blocchi di
Jordan”) hanno la forma

JU = NIy, + 6Ny,
con A € C, =; uguale 0 a 0 0 a 1 e N; denota la matrice (d x d) nilpotente®

1 ¢ ...0

0 a1 ... 0
Ny= . - )

0 0 0 1

¢ 00 0

C 5.59 (Prodotto scalare in R")

5i consideri R e la sua base “ortonormale” standard e*,..., ¢®, dove, come al solito,
e & la n-nupla, (0,...,1,...,0), con tutti 0 tranne un 1 nel j-esimo posto. Ogni punto
(o “vettore”) z=(xy1,...,xn) € R* si scrive allora come

n

2= metl, (5.164)

i=1
¢ il pradotto scalare tra due punti (o “vettori”) z,y € B* & dato da

n

eSS TE (5.165)

=1

38Per una dimostraziocne si veda, ad esempio, Algebra lineare di 8. Lang, Ed. Boringhieri,
59«ps Nilpotente” significa che esiste un intero positivo p tale che MP = 0.
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Il prodotto scalare, visto come funzione su coppie di puntiin R® & simmetrico e bilineare™.
F’ possibile usare il prodotto scalare anche per introdurre il concetto di® “angolo” in B®;
in particolare si dice che due vettori # e y sono ortagonedi, e siscrivez L ysez-y = La
base standard {¢'} & “ortonormale” nel senso che e’ - &) = §;; dove d;; 2 il cosiddetto

delta di Kronecker:
=)0, sei#],
§i = { 1 sei=j. (5.166)

Dato un vettore non nullo & definiamo i piano ortogencle a x l'insieme
rE{yeR: y-z=0}. (5.167)
E’ facile vedere che®® =, & un sottospazio vettoriale di R* di dimensione {n — 1).

Una matrice {reale) A € Mat(n » n) si dice simmetrica se
Az .y =z Ay, Ve R, {5.168)

ovvero® se A;; = A;; (dove A;; denota Pelemento di matrice corrispondente alla riga i
ed alla colonna j).

Una matrice (reale} UV si dice ortogonale se conserva il prodotto scalare:
Uc-Uy=z-y, Yz,yeR'. {5.169)

Si verifica facilmente® che I & ortogonale se e solo se vale una qualunque deile seguenti
affermazioni: (i) UT = U™ (i) |Uz| = |z| per ogni z € R*; (i) U = [o™, .., v"] con
{v"?} base ortonormale in B (ciod v - v} = §,;).

Matrici ortogonall hanno determinate uguale a®® 1 ¢ —1. Chiamiamo §0(n) l'insieme
delle matrici (reali) {n % n) ortogonali e con determinante uguale ad 1:

SOm)={UecMat{nxn): UT =U""e detU =1}. (5.170)

Si vede facilmente® che ogni matrice &7 ¢ SO(2) corrisponde ad una rotazione in R®
mentre ogni matrice di SO(3) pud scriversi come composizione di tre rotazioni in R,

Concludiamo guesti richiami ricordando che esiste un procedimento standard {chiama-
to “il procedimento di ortogenalizzaziene di Gram-Schmidt”} per costruire una base
ortonormale {u"!} a partire da una qualunque base di vettori, {v¥’}, in B® in modo tale
che il sottospazio vettoriale generato da u*",..., ") coincida con il sottospazio generato
da o'V ..., vV (s veda 5.66).

E 5.60 Si dimostri che A soddisfa (5.168) se e solo se Ai; = 4ji.

8000k oy = y- & (ax+by) -7 = a-z+by- 2z per ogni coppia di scalari a, b; bi-lineare significa
che & lineare in tutti e due i suoi argomenti {cosa che deriva immediatamente dalla proprietd di
simmetria}.

81Par una discussione pill generale su angoli e prodotio scalare si veda 5.61.

62 Bsercizio 5.65.

83 fgercizio 5.60.

54 Esercizio 5.62.

85 Esercizio 5.62, punto (3).

%9 Esercizi 5.63 e 5.64.
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E 5.61 (Angoli in B*). Sia Arccos : [-1,1] — [0, ] la funzione inversa di cosf
definita in modo tale che Arccos( = Z; (si noti che questa definizione fissa univocamente
il “ramo” della funzione inversa del coseno, che abbiame qui chiamato Arccos, e che tale
funzione & continua su [—1,1] e ¢ sull'intervallo aperto (—1,1}). Dati due vettori non
nolli 2 ed y in B* definiamo I'angolo 8 tra x e y come

8= Arccos (5.171)

Y
|l Tyt~
Si dimostri che, nei casi # = 2,3, tale definizlone coincide con quella usuale di angolo
# formato dalle due semirette {Az : A > 0} e {Ay : A = 0} (scegliendo naturalmente
I'angolo 8 < 7).

E 5.62 51 dimostri che {5.169) & equivalente ad una qualungue delle seguenti affer-
mazioni: (1) UT = U™, (i) [Uz| = |z| per ogni z € R™; {iii) U = [v™, ..., ™) con {n¥)}
base ortonormale in R™.

E 5.63 (Il gruppo® SO(2)). Sia U € SO(2). (i) Dimostrare che esiste 8 € [0, 2#) tale

che
_ [ cosd —send
U=U@)= ( senf  cosf ) . (5.172)

(i) Dimostrare che se ad un punto z € B facciamo corrispondere il numero complesso
z = 1 + iz, Vazione di U in (5.63) corrisponde alla moltiplicazione di z per e*.

[Pl formalmente, sia ¢ : 2 € R* = 2 = p(z) =21 + iz2 € C. Bisogaa allora dimostrare
che {liz) = e p(z)]

(iit) Si dimostri che U(8)™" = U(—#).

E 5.64 (Il gruppo S0O(3)). In virth dell’esercizio precedente possiamo definire in R
rotazioni di un angolo 8 eftorne ad un asse coordinalo:

1 0 0
UMy = ({J cosfd  — senﬁ) ' (rotazione di  attorno a e(l))
0 senf cosd

cosf (0 —send
vy = 0 1 0 ) (rotazione di § attorno a e'®)
senf 0 cos?

cosd —send O '
U @)= send cos® 0}, (rotazione di ¢ attorno a ™) (5.173)
0 0 1

(i) Si dimostri che se U € 50(3) allora esistono 8, ¢, € [0, 27 tali che
U= EU I ()U ) (5.174)

(ii) Si dimostri che (UD(8)) ™" = U (-9).

57 {In gruppo 7 & un insieme dotato di una operazione binaria “+”: a,6 € G —+ axb € G che
goda delle seguenti proprieti: (1) (associativitd) ¥ a,b,¢ € &, (axb)xc = g= (bxc); (ii) (esistenza
dell'elemento neutro o dell’unitd) 3 e e Gtaleche exa =axe = o, ¥V a € G (ili}) (esistenza

dellinverso) ¥ o € G 3 b € G tale che a b = b+ a = e (e tale elemento viene normalmente
denotato con b =a~1).
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I 5.65 Si dirnostri che dato = # 0 in R™, il piano ortogonale a z, 7y, & un sottospazio
vettoriale di R* di dimensione {n - 1).

E 5.66 (Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt) Siano v, v vettori in-

dipendenti in B™ con m < n e sia V lo spazio vettoriale generato da tali vettori. Defini-
amo

w® =yl umzl%i% ,
w? = v -y w't 22 = w'?
w(D) . 4 ’ Jw(®]
e, ricorsivamente,
. R k- EDIN(S )
w¥ =4V - Z mw(h) ’ w') = %w(jjl . (5.175)
k=1

Si dimostri che: w . w™ =0 per ogni b # j; {u!} & una base ortonormale di V (ciod
wl? .yt = 8y e che il sottospazio

J
v e eR: v= Zahu(h) con ayn € R} {5.176)

he=1

generato dai vettori u{', ..., u"Y) coincide con V(o'", .., o'} e con V{w'®, e, wt), per
ogni § < m.
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6 Spazi normati

Nel precedente capitolo abbiamo visto come sia possibile estendere molti dei risul-
tati validi per funzioni da R — R a funzioni da B® — R™ tramite I'introduzione
del concetto di norma euclidea (che estende il concetto di modulo per numeri reali).
Generalizzando ulteriormente il concetto di norma & possibile studiare sistemati-
camente spazi vettoriali pilt complicati quali, ad esempio, gli spazi di funzioni. La
teoria che tratta lo studio dell’analisi matematica su tali spazi va sotto il nome di
“analisi funzionale”. Tn questo capitolo discuteremo brevemente alcuni elementi di
questa teoria.

6.1 Spazi normati e spazi di Banach: definizioni ed esempi

Sia X uno spazio vettoriale'. Come gid menzionato nel capitolo § 5, una funzione,
I - |l, che ad ogni = € X associ un numero non negativo |||, e tale che soddisfi le
proprieta:

i) ||z|| =0 <= 2 =0, (non degenerazione)

(i) Azl = |A] {jz|| , per ogni scalare A, {(omogeneita)

(iii) |z + vl < lzj] + |yl ,¥V 2,y € X , (disuguaglianza triangolare),
(6.1

si chiama norma su X ed in tal caso X prende ii nome di spazio normato
[spesso, con leggero abuso di linguaggio, chiameremo spazio normato la coppia
(X, -ih]; se || - || verifica solo (ii) e (iii) ma non necessariamente (i} prende il
nome di seminorma. Come abbiameo gid notafo nel caso di R la disuguaglianza
triangolare in (6.1) & equivalente a

o= gll 2 [llal — . VoweX. (6:2)

Esempi di spazi normati’

(1) R* oppure C* con la norma euclidea, | - | [definita in (5.1}], o con la norma 1,
I+]; o con la norma oo, | - | [definite in (5.8)]. Come gia detto, la norma euclidea
| - | a volte si denota | - ;. Pill in generale, per ogni 1 < p < oo, si definisce la

“norma p”
n L
jalp = (D leil”) " s (6.3)
i=1
(la validita della disuguaglianza triangolare per || - ||, & dimostrata in 6.23).

isu R o su C, cioé con scalari reali o complessi.

?Nella maggior parte degli esempi che seguono la verifica delle omogeneita e della non degen-
crazione deile varie norme introdotte sard ovvia mentre la disuguaglianza triangolare sara basata
sulle disuguaglianze discusse nel Prologo. E' comunque necessario che la lettrice o il lettore veri-
fichino con cura le proprieta (i), (ii) e (ili) per ciascuna delle norme introdotte.

129



(2) Mat(n x m), lo spazio vettoriale delle matrici con elementi di matrice reali
(0 complessi) con n righe ed m colonne, con una delle seguenti norme: se A €
Mat(n x m) e Ay, per 1 <i<nel<j<mdenotanc gh elementi della matrice
A

1

Al = sup |Azl,  |Allpe= sup Azl ,  lidlle = max|dyl,
{z:|21=1} (a:flp=11} i
(6.4)

dove z € R™ (0 z € C™), 1 < p,q € oo; si noti che ||A|| = ||A|l2,2- St osservi che
se z & un vettore non nullo, il vettore —— ha norma uno, quindi la norma || Al

. |5
& anche uguale a
Ax
Allpg = sup Az, : (6.5)
EHAQ 1] p
Da guest’ultima osservazione segue immediatamente che
iAxlg £ Y Allp,e 12lp VeeX (6.6)

e che i|A]|, ¢ & la costante migliore per cui tale disugualianza vale. Le norme || -{jp.q
in (6.4) vengono, a volte, chiamate “norme operatoriali”.

(3) Pn, lo spazio vettoriale dei polinomi (reali o complessi) di grado al pitt n con
la seguente norma: se u € Py e U= 9 p_g TF,

lull= 3" laxl - (6.7)

k=0

(4) Spazi di successioni: Se x & una successione a valori reali (o complessi) z : i €
M —z; € R (0 €C) definiamo

et = Yo s lolle= (3 leil?)
=0 i=0

Allora £F = {successioni z tali che ||z||, < o0}, (p = 1,2, 00}, & uno spazio normato.

1
o lielico = sup | (6.8)
€N

(5) Lo spazio R(zq,r) delie funzioni reali analitiche della formaw(z) = 32, ar(z—
2o)* tali che Yk lax 7% < oo dotato della norma®

o]

lull-= > laslr® ; (6.9)

k=0
Lo spazio R per (€) delle funzioni u € €%, tali che 3, _» finle™® < oc dotato

della norma
lullg= Y [l . (6.10)
ned

3%i osservi che, poiché |ezlr® — 0, definitivamente si ha che |ag/rf < 1 e quindi
limsupy,_, o las|/* < #=1 avvero il raggio di convergenza di u & maggiore od uguale a r; si
veda anche 6.2.
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(8) C(I), lo spazio delle funzioni continue u : ¢ € I = u(t) € R, con I = [a, 0],
intervallo chiuso, con la norma “uniforme”

Helleo,r = sup [u(t)] ; (6.11)
tel

gualora non vi sia ambiguita, tale norma si denota semplicemente con || - [leo.

(7) Lo spazio vettoriale, C1(I), delle funzioni continue in un intervallo chiuso /
con derivata continua in? I con la norma

lullorry = lulloo.r + 1 lloo.s - (6.12)

(8)* C(I) con la “norma L'” o la “norma® L*”:
lullor = [huiolde, Bles = ( f i a)” (6.13)

(9) C{E,R™), lo spazio delle funzioni continue su un compatto £ di R® a valori
in R™, con la “norma uniforme”

llulles, & = sup [luz)]] , (6.14)
el

qui || + || & una norma prefissata in K™ (tipicamente sard || - || = | - [ norma
euclidea).

Naturalmente, per il teorema di Weierstrass possiamo sostituire in {6.11},(6.12) e
(6.14) Pestremo superiore con il massimo.

Osservazione 6.1 (i) Il simbolo “*” nell’esempio (8) sta a segnalare una dif-
ferenza sostanziale fra questc esempio e gli altri {si veda la Proposizione 6.7 pit
sotto),

(ii) Spesso if calcolo esatto di una norma non & immediato e dal punto di vista
“pratico” alcune norme sono pill convenientl di altre. Ad esempin, sulle mafrici,
tra le “norme operatoriali”, & assal pitt facile calcolare la norma || - || 00 (che non,
ad esempio, la norma, || - ||2.2) e se A &€ Mat(n x m), allora si ha che

m
Alloo.co = sU Al . 6.15
1| A5, 19-2”;' Jl (6.15)

Infatti, se = € R™ con |z|x < 1 (ovvero |z;] < 1 per ogni j),

(Azloe = supl Y Az Ssup Y [Ayllegl < sup y_ 141
i j z J T J

4In particolare, se u € CY{[e, b)), esistono i limiti (rispettivamente, da destra e da sinistra}
dei rapporti incrementali in @ e b di » e tali limiti sono uguali (rispettivamente) a u'(a+) ed a
u' (b=

SPer la verifica della non degenerazione di norme “integrali” si ricordi 5.49.
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m
ovvero ||Alls,oo € SUP Z |A;;|. Daltra parte, sia io tale che sup; »_; |Ay| =
1<isn S0y

2 [4igs| & sia x; = seguo {Aip;) se Aig; # 0 e x; = 1 altrimenti; allora si ha
che |z]e = 1 € Agzzy = 0. In tal case Supz|f1ij| = ZiA'io:i! = ZAM;EJ- =
i = - .
P i i

|Z Aiizi| < || Alloo,s0 il che prova (6.15).
i

Ricordiamo aleune definizioni fondamentali date nel precedente capitolo®:

Definizione 6.2 Siano u e u,, elementi di uno spazio normato X dotate di norma
Il 1|. Si dice che la successione {u,} tende a u, e si scrive limy, o0 Up = U, $€
tende a zero la successione di numeri non negativi ||u — uy)|, cioé selimyoo |[u —
unl] = 0. Una successione {u,} di elementi di uno spazio normaio X, si chiama
successione di Cauchy (o “fondamentale”) se Ve > 03 N tale che ||u, —uml|l <
£ per ogni n,m > N,

Il caso in cui uno spazio NOrMAato sia completa’ & cosi importante da meritare un
nome “proprio”:

Definizione 6.3 Uno spazio normato completo si chiama spazio di Banach.

In alcuni degli esempi dati, sono state introdotte pilt di una norma; & dunque
naturale chiedersi cosa comporti I'uso di una norma rispetto ad un’altra.

Sia X uno spazio vettoriale e consideriamo, su di esso, due norme che indicheremo
con ||+ |lo e || - |ls- Dalla Definizione 6.2 & chiaro che se esistono due costanti ¢; e
¢y positive tall che

[ullo < [fulls < collulle, YuéeX, (6.16)

1

una successione {u,} converge ad u nella norma || - ||, se e solo se converge ad u
nella norma || - ||s. Questo motiva la seguente

Definizione 6.4 Due norme || - |lo € ||+ ||» su uno spazie vettoriale X si dicono
equivalenti se esistono due costanti positive c1 e ¢z tali che valga (6.16).

Osservazione 6.5 (i) Gli spazi vettoriali degli esempi (1}, (2) e (3) sono finito
dimensionali {ovvero hanno una base finita) al contrario degli spazi vettoriali
{4)+(9).

(ii) La (3.9) mostra che la norma euclidea, la norma 1 e la norma oc su R sono
tra loro equivalenti.

6Uno spazio normato (X, || - ||} & uno spazio metrico (X, d) con d{z,y) = |z — ¥l e gli spazi
metrici sono stati brevemente discussi in 5.50.
"Tale, cioé, che ogni successione di Cauchy ammette limite nello spazio stesso.
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(iii) Anche le norme in (6.4) sono equivalenti. Dimostriamo, ad esempio, che la
norma ||+ || =]+ il2,2 ¢ la norma || || s0no equivalenti: sia z € K™ con o] =1,
allora per la disuguaglianza di Schwarz si ha

1 m 1) m m
Azl? = SOUY A2 <30 (D0 14 (D0 1al)
=1 j=1 i=1 =1 i=1
n m n m
= ST 1AL <AL D03 1 =nm Al
=1 j=1 i=1 j=1
D’altra parte siano ig € jo indici per cui si abbia [Asyj,| = |4l € sia e, il versore

in R™ con componenti tutte O tranne un 1 nella jo-esima componente (cosicché
lejot = 1), allora:

ll4lice = [(Aeje)io] < | Aes ] < 1Al lego] = 114N
e dunque
Al < 14l < Vam|Allwo - (6.17)

In realtd in uno spazio vettoriale {su R o su C) finito dimensionale tutte le norme
sono equivalenti. Per dimostrare tale affermazione sara sufficiente® dimostrare che
in B* {0 in C") tutte le norme sono equivalenti ¢ guesto verra fatto nella Propo-
sizione 6.6. La situazione & diversa in spazi vettoriali infinito dimensionali:

(iv) £* & un sottoinsieme proprio di #2 che a sua volta & un sottoinsieme proprio
di £°°. Infatti, se 2 € £', ; = 0 quando i = oo e dunque |z;|, a partire da un
certo ig, & pit grande di |z;|? e dunque x € £?; ragionando analogamente si ha che
se z € €2 allora z € £°°. D’altra parte la successione costante (1,1,..) € £ ma
non appartiene a 2, mentre  con z; = (i + 1)~! appartiene a £ ma non a ¢'. Si

noti che || 1, ||+ |l2 € || - ||oc SonO delle norme su £ ma || - ||; non & una norma su
£2 {vi sono elementi x € £2 tali che ||z]|, = oc); analogamente || - [i2 € || - || sono
delle norme su #2 ma || - ||z non & una norma su £, Osserviamo anche che su £
le norme || iy, || - |2 & || - |loo n0n sonO equivalenti tra loro® cosi come non lo sono
- liz e If - [loo su €2,

(v) Lo stesso fenomeno accade in C(I): la norma ||+ [lo,7, (6.11}, nou é equivalente
alla norma||-|ig:, (6.13), (sullo spazio C(I)). Per verificare tale asserzione, facciamo
vedere che esiste una successione u, € C([-1,1]) che non & di Cauchy rispetto alla
norma | - ||ge,(~1,1] mentre lo & rispetto alla norma [-1/z: (e quindi le norme || - ||
e || - ||z non possono essere equivalenti). Consideriamo la successione di funzioni
continue sull’intervallo [~1,1] cosi definita: ug=0e pern > 1 sia
0, se—1<x <0,
u(z) = nL , seOSmS;
- T

1
1, se —<a<l.
n

85i veda B6.4.
9Ad esempio, se snEk) = (L+ 41"V allora |29l = 3 ma supy |[289]]1 = co; si veda
anche 6.29.

133



Qsserviamo che u, converge puntualmente a

{0, se-1<z2<0,
X(w):{l, sel<z <1, {6.18)
Inoltre, u, > 0, e

. 0 ; 6.19
|un_X|Ll“'§;; ’ per n - oG (6. )

quindi u,, & una successione di Cauchy (rispetto alla norma || - f{z: essendo
i = sl 5 < = e + o = X2 = 5= + 5 (6.20)

U — — — 1= — _— .
n — Um|lLy S ||¥a — XL m — XL 2n " om

D’altra parte

1 1 1
“un - unzuoo,[—l,l] = |un(§) - un?(ﬁ)l =1- ; )
quindi {u,} non & una successione di Cauchy rispetto alla norma || - [fs-

(vi) Una successione di funzioni converge uniformemente su E C R" se e solo se &
una successione di Cauchy rispetto alla norma || - ||oc, B

Proposizione 6.6 In R? (o in C") tutte le norme sono equivalenti.

Dimostrazione Diamo la dimostrazione nel caso di E® essendo la dimostrazione

per C* sostanzialmente identica. Sia || - || una qualunque norma su R* e sia | -| la
norma euclidea e facciamo vedere che | - || & equivalente a | - |. Sia = 31— =l
({e)} base standard di ®") un punto arbitrario di R*. Dalla disuguaglianza tri-
angolare, dall’omogeneiti della norma || -|| e dalla disuguaglianza di Schwarz segue
che

n n n n .
Jell = 1> wie®l < 3 fal el < | 3o kol ([Nt =ial e, (6.21)
i=1 i=1 i=1 i=1

dove ¢ > 0 & la norma euclidea del vettore (|Je(V|], ..., [[e®™]]); il fatto che ¢ > 0
segue dalta non degenerazione di ||-||. Dunque la funzione f{x) = [Jz|| & una funzione
continua.(nella topologia indotta dalla norma euclidea) poiché se |z8 — 2} — 0,
da (6.21) e dalla disuguaglianza triangolare, segue che

£ (=®) = fl)| = [llz™]) - Jiztl) < =™ — 2] 2 0.
Dunque, dal teorema di Welerstrass, segue che la funzione f assume un minimo

su S l1={z € R" : jz| = 1} e tale minimo (per la non degenerazione di [} - ) &
strettamente positivo. Quindi esiste un mg € $"7! tale che

Izl > leol =6 >0, Vaest . (6.22)
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Ed allora, per ogni z # 0

|20 = sl 2 blal.

||
Tale relazione, assieme a {6.21), implica I'asserto. 1

Passiamo a studiare la completezza dei vart esempi considerati. L’esempio fon-
damentale di spazio normato non completo & linsieme, Q, dei numeri razionali'®
(prendendo come norma il modulo): la successione crescente di numeri razionali
Tp = Z;” a }, & di Cauchy, ma i} sue limite, il numero di Nepero e, non € un
numero razionale. A proposite degli esempi (1)+(9) si ha

Proposizione 6.7 Tutti gli esempi in (1)+(9) sono spazi di Banach con Ueccezione
degli esempi in (8) che non lo sono.

Dimostrazione (1): Ii risultato & noto dal § 5; ne riportiamo comunque la di-
mostrazione (nel caso di R?). Per equivalenza delle norme in R™, basta dimostrare

. : k k

l'affermazione per || - [|oo. Se 2% = (:cg 2y sono vettori dl k™ che formano
una successione di Cauchy, segue immediatamente che seno di Cauchy in R le n
successioni {;c(k)} per ]a completezza di K segue che esistono n numeri recali, &;,

tali che #; = limg—eo :c ’ ed & facile verificare che limy_ o0 || 2% = 2[00 = 0, che &
quanto volevasi dunostrare.

(2): Si pud procedere esattamente come nella dimostrazione precedente: usando la
norma ||+ |l e facendo vedere che se A; € Mat{n x m) ha elementi di matrice aij)

e {A;} & una successione di Cauchy, allora lo sono le nin successioni {aij }, ete,

(3): L’asserto & immediato se si nota che ad ogni v =3 ¢, axx* € Py, possiamo
associare il vettore v = {ag, ai, ..., ) € B*T1 e che o], = |[u]].

(4): Consideriamo il caso di €' (il caso di #* si tratta in maniera del tutto analoga
ed il caso di #°° & pil semplice). Sia z(*) € £! una successione di Cauchy. Questo
significa che per ogni & > 0 esiste kg tale che se k, k > kp allora

20
et =¥l = 3 1 -2 < e (6.23)

Quindi, per ogni i > 0, oghuna delle successioni numeriche {.rgk)} & di Cauchy in
R e dunque esiste &; € R tale che limg_,o0 :cgk) = r;. D’altra parte, da (6.23) segue
che, per ogni N > 0,

N
e -2 e, (6.24)
s

10@ & unc spazio vettoriale con scalari in Q
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e prendendo il limite per A che tende ad oo in tale relazione si ha (per k > ko)

N
Slet —wif e (6.25)
i=0
Prendendo infine 1'estremo superiore per N > 0 si ottiene che
P
o —afly <e, Yk k. (6.26)
Quindi, per ogni intero N > 0,

N
Z|$i|

i=0

N

N N

k k k k
Sl (- 2P < 3 [+ D e - ™)
i=( i=0 i=0

) + [l2 = )l < s +2 < 00

i

1A

Dunque z € £ che, insieme a (6.26) implica I’asserto.

(5): Se ul = }:k oy U) (z — zo)* € R(20,7) & una successione di Cauchy, allora
la successione y¥) con yf = ]af;J )|r*' & una successione di Cauchy in £! e 'asserto

deriva dal puntc precedente.

(6): L'affermazione deriva immediatamente dal punto (vi) dell’Osservazione 6.5 e
dal Teorema 1.9.

(7): Sia {un} una successione di Cauchy in C'({) (rispetto alla norma (6.12)). Per
il risultato precedente esistono due funzioni continue, %, v, in I tali che |juy — ||
e ||ul — vll tendono a 0 quando n tende ad oc. Dobbiamo far vedere che u ¢
derivabile e che &' = v in I. Siano t ¢ tp due punm in I, allora, per il teorema
fondamentale del calcolo, wy(t) — unlty) = _ﬂ ul; prendendo il limite per n che
tende ad infinito in tale relazione e passando i segno di limite dentro al segno, di
integrale (lo possiamo fare per il Teorema 1.10), otteniamo w(t) — u(te) = j; v.
Quindi, ancora per il teorema fondamentale del calcolo, si ha che u & derivabile in
t e che w'(¢) = v(¢), che & quanto si voleva dimostrare!?.

(9): la dimostrazione & una ripetizione della dimostrazione di (6} e viene lasciata
per esercizio.

(8)*: Dimostriamo infine che C(I), con I compatto di R, non & uno spazio di
Banach rispetto alla norma || - |1 (la dimostrazione nel caso della norma || - ||z &
del tutto analoga). Sia u,, la successione definita nel punto (v) dell’Osservazione 6.5
che abbiamo visto essere una successione di Cauchy rispetto alla norma || - {7
Assumiamo per assurdo che esista u € C([—1,1]) tale che u, — u in norma || -|/z1.
Siano I; = (—1,0) e Iz = (0,1). Poiché stiamo assumendo che #, —+ u in norma
Il |1, da (6.18), (6.19) segue che

f = xlize < Il = uallz £ llun — xllze = 0,

11gj noti che I'argomento dato funziona anche se t & uno degli estremi dell’intervalio.
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ciog

0 1
f|u{da:+/[1—u\d:r=0,
—1 o

equindi?4=0in ~1<z<0eu=1in0 <z <1 contraddicendo I"assunzione
che w sia continua in z = 0.

6.2 Serie di potenze di matrici

11 concetto di norma permette di estendere il “calcolo funzionale” ad insiemi pit
complicati di B™: in questo paragrafo vediamo come sia possibile estendere il con-
cetto di funzione analitica di una variabile al concetto di funzioni analitiche di
madrici.

Se || - || denota la “norma operatoriale” (6.5) su spazi di matrici, allora

lHnl|=1; |AB|| < |AILB]] ,¥ A € Mat(n x m} ,¥ B € Mat(m x p), (6.27)

(il fatto che la norma operatoriale della matrice identitd sia 1 deriva immedi-
atamente dalle definizioni; se z € R? e |z| = 1, da (6.6) segue che |[{AB)z| =
|A(Bx)] < [|AlllBz| < || AlllIBlll=] = A BID.

In particolare, se A € Mat{n x n), iterando la (6.27), si ottiene!?

44| < 4lF,  YEZ=0. (6.28)

Sia ora X lo spazio di Banach delle matrici Mat(n x n) con la norma (6.5} e sia
flz) = Y sg arx® una serie di potenze con raggio di convergenza R > 0. Sia
A € Mat{n X n) con ||A4|| < R e si consideri la successione di matrici

N
AN = ZakA"' )
k=0

La successione A¥} & di Cauchy: se M > N, da (6.28), segue che

M M
A0 — AN = S AR < D fa] (AR
k=N41 k=N+1
o0
< Y Jarl [AIF =0, (per N = ).
k=N+1

Quindi la serie Y7, 5, axA* converge (ovvero la successione AN converge) ad una
unica matrice che verrd denotata simbolicamente f(A).

12Essendo % € 1 — u continue su [~1, 1}, 5i ricordi 5.49.
13Come per i numeri A? & uguale, per definizione, a I, per ogni matrice quadrata A.
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Un esempio & dato dall’espenenziale di una matrice: la funzione ® = 37, 1—?
& una serie di potenze con raggio di convergenza oo e dunque, per ogni matrice A,
la serie 3,5 ‘;‘c—? converge in X ed il suo limite definisce una matrice chiamata
esponenziale di A:

(6.29)

Estendiamo aleune proprieta dell’esponenziale al caso matriciale. Se A, B sono
due matrici in Mat(n x n), si definisce il commutatore di A e B la matrice
[4, B] € Mat(n x ) definita da

[4,B]=AB - BA . (6.30)

Si dice che due matrici quadrate commutano se il loro commutatore & nullo, Os-
serviamo che per due matrici che commutino vale la formula del binomio di Newton
cioé:
EOZEN
(4,B] =0 = (4+B)F=3" (j)AJBk-J : (6.31)
i=0

Ad esempio (4 + B)? = A? + AB + B4 + B? ma siccome AB = BA (essendo
[4, B] = 0) si ottiene la formula nota del quadrato di un binomio A? 4+ 2AB + B

Naturalmente se A e B non commutano la formula di Newton &, in generale, falsa:
ad esempio

A= (8 (1]) BE(? g) — [A,B]:((ll _01>

A2=B?=0, A2+2AB+B2=(3 g);é(A+B)2=I. (6.32)

11 fatto che per due matrici che commutano valga la formula del binomio di Newton
permette di adattare in maniera ovvia la dimostrazione di (2.60) ¢ di ottenere il
seguente “teorema di addizione per esponenziali di matrici”:

[A,B] =0 = eAtB = oA o = ePe? | (6.33)

In particolare tale relazione implica che: se A e B commutano allora commutano
anche e mairici e® e e®. St noti anche che, poiché A e — A commutano, si ha che

"

elet=eg et = =T,

ovvero Ja matrice exp(A) & sempre invertibile e la sua matrice inversa & exp{—A).

Calcoliamo ora la derivata di et dove A & una matrice quadrata assegnata e ¢
& una variabile reale'®. Consideriamo dunque il rapporto incrementale in ¢; € [R:

14 In generale, se X e ¥ sono spazi normati dotati di norme, rispettivamente, || - ||x & [ - Iy,
si possono considerare funzionl f: 2 € EC X — f(z) € ¥ ovvero funzioni con variabile in X
e a valori nello spazio normato Y. Le varie nozioni di topologia, continuitd, limiti ete. sono gif
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poiché e? e e commutano per ognited sin R st ha, per ogni numero h # 0,

,A(tﬂ+hj " § Ah I Ak _ I
"—hﬂ_ = gAte & — = £ — e (6.34)

Inoltrett

et 1 L (AR)
—= J:Z; it =A+ hB(h) ,

ove B(h)= T30 W7 AT Per B < 1siha |B(R)]] < 52, |417+2/(5+2)! < 0
che & un numero indipendente da A; quindi ||B(h)|| — 0 per h — 0 e questo
h

equivalente a dire che Aixxh % = A, dunque, da (6.34) segue che
Y

Alto+h) _ oAty
=lim e = gedto —pdloy (6.33)

Osservazione 6.8 (Equazioni differenziali ordinarie a coefficienti costanti)
Dalla (6.35) segue che, per ogni 4 € Mat(n x n) e per ogni ¢ € B", si hal®

%(e““m) = (%e‘“)m = et | (6.36)

e quindi la funzione vettoriale t € R — u(t) = etz € K" risolve il seguente sistema
di equazioni differenziali ordinarie in R® a coefficienti costanti con dato iniziale
assegnato: _
d

el
dt

state date in 5.50 nel contesto pili generale degli spazi metrici. Ricordiamo comunque che: f
& continua in 30 € Ese Ve > 034§ > 0 tale che ||f{z} — f(zo)liv < ¢ per vgni ¢ € E con
llz ~zollx < & f{z) tende a yo per z che tende a zg, € si denota yo = limz— ¢, f(z), 56 V£ >0
34 > 0 tale che j|f(z) — yolly < € perogni ¢ € Ecom 0 < [l — @of|x < 4. Se lo spazio “di
partenza” X & R (e Y ha R come spazio degli scalari) anche la nozione di derivata di f(t) si da
nel solito modo: ovvero f'(ty) & la derivata di f in to se esiste il limite del rapporio incrementale

(t) = Au(f) , u(l) ==z . (6.37)

(che & un elemento dello spazio normato ¥') (f(t) - f(tu))/(i — tp) per ¢t che tende a tg. La

nozicne di derivata si estende al caso generale di funzioni tra spazi normati generalizzando la
noziene di differenziale introdotta nel capitolo § 5: f & differenziabile in zo € E, con E aperto
di X, se esiste un’applicazione lineare e continua df : X — ¥ tale che per ogni 2 € X con [|A]|
sufficientemente piccolo, si ha

i [If (2o + k) = flzo) = df(R)lly /llllx =0 .

138i usservi che se A¥) € Mat(n x m) & una sucecessione di matrici convergente alla matrice A
{ovvero [|A%) — 4| - 0) allora per ogni scalare a si ha che e A 5 aA: infatti |adt®) —gA}| =
Ja] LA — 4]

185i osservi che se t € T C R = B{t) € Mat{n x m) tende, per t = to, a By (ovvero
[iB{t) — Bo|| — D per t — tg) allora per ogni ¢ € B, |B(t)z — Box| < ||B(t) — Bglllz] — 0 per
t — to ovvero B{t)r —» Bozx in B
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Piil in generale da (6.36) segue che, per ogni , t € R = u(ty=edli-lz e R* &
soluzione di

d
E"(t} = Au(t) , ulto) = . (6.38)
Per maggiori informazione sulle equazioni differenziali si veda § 8.

Tn altro esempio notevole d'L funzione di matrice si ottiene considerando la serie
geometrica f(r) = Zk>0 z* che ha raggio di convergenza 1 e che, per |¢| < 1,
convergea (1—z)~". Se allora A € Mat(n x n) & tale che || 4] < 1, laserie 37, -, 4*

converge alla matrice denotata simbolicamente {1—A4) ™! (“simbolicamente” perché
non ha senso, se n > 1, addizionare un numero con una matrice). In effetti perd si
ha il seguente rlsulta.to la matrice (1 — A)~! (definita per ||4] < 1) coincide con
Pinversa di ({ — A} ovvero:

(1=t =-4

Infatti, poiché 4R < )l A)* = 0 e dunquet?

(1-A4"" - 4)

N N
(JBim 3 A - A) = Jim 3 {44(T - 4)
k=0 k=0

= lim [ - ANt =T.

N—=oo

QOsservazione 6.9 Da quanto detto segue che : se 4 € Mat(n x n} & una matrice
con norma (operatoriale) || A|| < 1 allora la matrice B=1 + A & invertibile e la sua
inversa & data dalla serie

B'=(I+4) Z( 1)kAr. (6.39)

6.3 Un teorema di punto fisso

Nell’ambito degli spazi di Banach sussiste il seguente risultato di cut vedremo, in
seguito, alcune applicazioni.

Teorema 6.10 Sic E un sottoinsieme chiuso™ (e non vuole) di uno spazio di

Banach X (dotato di norma || -||) e sie ® una funzione da E in E tole che, per
un quelche 0 < 8 < 1, valga
1@ - 3@l <Ollu-vl, Vuvek. (6.40)

Allora esiste un unico @ € E tale che (%) = 4.

175 noti che se A e B sono due matrici quadrate e AB = [ allora A = B~} infattida AB =T
segue che {det 4)(det B) = 1 e quindi sia A che B seno invertibili e moltiplicando a destra ambo
i membri della relazione AB = I si ottiene A = B~! (e, invertendo ambo i membri di tale
relazione, A~ = B).

18G5 ricordi che un chiuso & il complementare d'un aperto e che un aperto di uno spazio di
Banach X & un insieme A tale che per ogni & € A esiste v > ( per cui B-(z) = {y € X [ly—zl| <
r} C A;inoltre E & chiuso se e solo se ogni successione di Cauchy in B ammette limite in &; per
magglori informazieni si veda 5.50 ed in particolare ta Proposizione 5.54.
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Una funzione ¢ per cui vale (6.40) si chiama confrazione. St noti che ogni con-
trazione ¢ continua ciod se ||vg — || = 0 allora ||®(vg) — &(v)|| £ #llvg —#|| = 0.

Tale tecrema viene a volte chiamato “teorema di punto fisso in spazi di Banach” o
anche “teorema delle contrazioni”. L'ipotesi che 8 sia strettamente minore di uno
¢ essenziale: @ : x € R = ®(z)=1+2z € R, (R pensato come spazic di Banach con
norma |- |) verifica {6.40) con # = 1 ma ovviamente ¢ non ha alcun punto fisso in

Dimostrazione Sia up un punte aerbitrarie di £ e definiamo la seguente succes-
sione per ricorrenza:

Vg =Up ,h = ‘I’{'Ug) gy Vg = ‘I’(Uk_l) g e (641)

Poich¢ ® manda Z in se stesso tale successione & ben definita e vy € E per ogni
k > 0. Poiché @ & una contrazione, si ha:

vy = vy—all = [[@(w;-1) — Blv;-a)|| <8

lvj 1 — vj2l| < 87 |log — wo| .

Dunque, per ogni £ > h si ha

loe —vall < e — ve—all + [lve—1 = vall
k=h=-1 k=h—-1 )
<Y nrgr — el €Y 8o - wol|
=0 =0
< 0 ol 3= g el
= 1 0 = 1— 9 .

N

Tale quantitd tende a 0 per A — 00 e cid significa che la successione {v;} &
di Cauchy. Poiché X & di Banach (e quindi completa) v converge a @ € X e
poiché E & chiuso 4 € E. Quindi, per la continuita di ® si ha che @ = limuv, =
lim @ (v, _1) = ®(@). Per dimostrare "unicita, supponiamo, per assurdo, che ¢ € £
sia un altro punto fisso per ®: ®{7) = ¢. 8i ha allora ||z — 3| = ||®{a) — ®(D)|| £
@@ -~ || < [|& — T|| che & una contraddizione.

Osservazione 6.11 Sinoti che tale teorema di punto fisso vale (parola per parola,
dimostrazione compresa} in spazi metrici complet{ (si sostituiscano le parole “di
Banach”-con “metrico completo” e |ja — b|| con d{a, b}, se d(-,-) denota la distanza
nello spazio metrico).

Esercizi e complementi

E 6.1 (i) Si trovina delle basi per gli spazi vettoriali (1}+(3).
(il) Si dimostri che gli spazi vettoriali in (4)+(9) nen sono finito dimensionali.
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E 6.2 Sialj‘||» comein (6.9). (i) Dimostrare che se una serie di potenze u = Y oing okl{z—
z0)* ha raggio di convergenza R > r > 0 allora |[ull» < oo

(ii) Trovare due serie di potenze u e v con raggio di convergenza r ma con [[ull, < oo e
Hull- = oe.

E 6.3 Sia V uno spazio vettoriale (su R o su C} di dimeunsione n e sia {v1,...,a} una
sua base,

{i) Dato v € V esiste ed & unico ¥ € R" (o C* a seconda se V sia uno spazio vettoriale
reale o complesso) tale che w = 37 myvi; si definisca ||v||=|z| e si dimostri che -1l
definisce una norma su V'

(i) Sia || - || una norma su V e per z € R (rispettivamente, 2 € C") si definisca
el =1 357, @swill e si dimostri che |- || & una norma su R®.

E 6.4 Si dimosti che tutte le norme su di un qualunque spazio vettoriale (su R o su €)
finito dimensionale sono equivalenti.

E 6.5 Si dimostri che se || - || & una norma su R allora esiste ¢ > 0 tale che ||z]| = ¢|z|
per ogni ¢ € R.

E 6.8 Si calcoli la norma ||+ ||=]| - ||2,2 della matrice (_01 _12)

E 6.7 (i) Dimostrare che per ogni matrice A € Mat{n x n}, [[A|l > max || dove il
massimo & preso sugli n autovalori di A.

(i) Dimostrare che se A = diag (A1, ..., An}, con A; € €, allora [|All = max [A;].

(iii) Dimostare che se U7 & una matrice reale ortogonale (cio# UT = trasposta di IF = U'™1),
allora ||U]| = 1.

(iv) Dimostrare che se A & (reale ¢) simmetrica allora {j4|| = max{M| (= massimo
module degli autovalori di A).

{v) Sia A = (g i) dove £ > 0. Dimostrare che gli autovalori di A sono 0 ¢ ¢ (e
quindi 4 & diagonalizzabile) ¢ che {[4]| = v'1 +£2 > 1. Questo dimostra che anche se A
& diagonalizzabile (ma non simmetrica) pud accadere che || 4[] > max |l

E 6.8 Si verifichi che una successione di funzioni converge uniformemente su E C R”
se e solo se & una successione di Cauchy rispetto alla norma || - ||,

E 6.9 Sia ui(z) = arctan{kz). Dimostrare che {ux} & una successione di Cauchy nello
spazio normabo (C[—a,a], R}, || - ||z1) (con @ > 0) e far vedere che non esiste alcuna
funzione u € C([—a, ¢], R) tale che |lux — u||l,» — 0.

E 6.10 Si dimostri che gli spazi di successioni € e £°° sono spazi di Banach.
E 6.11 Si dimostri che lo spazio normato dell’esempio (9} & uno spazio di Banach.

E 6.12 (Lo spazio Lip(E,R™)} Sia £ C R" un insieme compatto e si definisca il
seguente sottoinsieme di C(E,R™);

Lp(E R ={ fe CERY: Wiz swp  LEZIN 4 @) <0 }
. yEE r#y ]:L‘ yl T€E ( 42)
6.
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(i) Si dimostri che l'insieme Lip(E,R™) & strettamente contenuto in C(E, [K™).

(ii) Si dimostri che (Lip(E,R™),|| - ||Lip) & uno spazio di Banach.

Si noti che se f € Lip(E,R™) allora f & uniformemente lipschitziana su E ovvero
{per definizione) esiste una costante positiva C' tale che

fl) = fiClz—yl, VYaoyek. (6.43)
inoltre 1a costante pilt piccola per cui vale (6.43) & data da sup, ,cg oy Lﬂ%:—f[ﬁm

E 6.13 (Spazi hdlderiani C*(E,K™) con 0 < a < 1) Sia £ C R" un insieme
compatto e si definisca il seguente sottoinsieme di C(E, R™):

C“(E,Rm)z{fec(E,Rm): Ifllee=  sup L& =SWN

+ su 23 < oo } :
eyEEary 1T —y® zegif( i

(6.44)
una funzione f tale che 3C > 0e 0 < a < 1 per cui |f{z) — fly}] £ Clz - y|* per ogni
z,y € A si dice hélderiana in A con esponente a.

(i) Si dimostri che insieme C=({E, R™ )& strettamente contenuto in Lip(E,R™).
(ii} Si dimostri che {C*(E,R™},|| - ||c=) & uno spazio di Banach.

E 6.14 (Gli spazi C*(E,R™)) Sia E C B™ compatto e & un intero positivo. La classe
C*(E,R™) & stata definita in § 5.11. Se f € C*(E,R™), defirtamo

Ifllor= > supldffl. (6.45)
BEN,|BILk E
(i) Si dimostri che

C*(E, R”)%C"(E, RY)GC™(E,RY),  YEk>h21>a>0.

ii) Si dimostri che (C*{E,R™),|| - ||o«) & uno spazio di Banach.
c

E 6.15 (Spazi C*(E,R™) con « > 0) Sia E un compatto di R"; sia @ un numera
positivo, sia & =[a] la sua parte intera ed # ={a} la sua parte frazionaria cosicché a =
k + r con k intero non negativo e 0 v < 1. Se k =0 o r = 0 gli spazi C*(E,R™) sono
stati definiti, rispettivamente, in 6.13 ¢ 6.14. Se & > 1 ¢ r > 0 poniamo

C*(B,R™) = {feC"{E,lRm):affeC‘"(E,IR”‘),VﬁeN“,\m=k},
{con a=k+nr kel 0<r<l). (6.46)

Per f € C*(E,[K™) [con a come in (6.46)] poniamo

Iflioe=lfllcx + Y 10EFller - (6.47)
BEN,|B|=k
Si dimostri che (anche in tal caso) (C°(E,R™),|| - |l¢=) & uno spazio di Banach.
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E 6.16 Sia £ un ictervallo compatto di K e sia
58 - )= 3 U e
feC®(ER: (fil= E <ool. (6.48)

Dimostrare che (X, [} - [|) & uno spazio di Banach ma che X & un sottoinsieme proprio di
Co(E,R

E 6.17 Ripetere esercizio 6.16 sostituendo 2* con una qualurque successione {ax)} di
numeri strettamente positivi,

E 6.18 (Lo spazio C™(E,R™)) {i) (caso n = m = 1) Sia E ux intervallo compatto di
K. Su C*(E,R) si consideri la segnente metrica

— -k ”f(k)_g(k)”w.E
W=D 2 e s (6-49)
>0

Dimostrare che (C°°, d) & uno spaziv metrico completo.
(ii} Sia E un compatto di R*. Su C*{E,R™} si consideri la seguente metrica:

B p_ ol
d(f,g)E Z 2k1k’ Z ”aa:f A g”cc.E . (650)

! Br_pf .
pre seim oy L 110 f = 00 gllc, s

Dimostrare che (C*(E,R™), d) & uno spazio metrico completo.

E 6.19 Dimostrare che su C(E,R™), E compatto di R”, la norma |- ||ec, € la norma
IFl = sup, ,ep |f(z) — f(y)| + supg |f| sono equivalenti (si noti che la norma || - || &
formalmente la norma || [Jce definita in (6.13) con o = 0),

E 6.20 Sia £ un intervallo compatto di R Dimostrare che su C*{E, R) la norma {]- [|cs
e la norma ||f|| = sup, 4o 5 T'm:;f + supg | f| sono equivalenti (si noti che la nortna
Il - || & formalmente la norma || - |ce definita in (6.13) con a = 1).

E 6.21 Dimostrare che C'(E,R™), E compatto di R*, & un scttospazio chiuse di
Lip(E,R™) (dotato della topologia indotta dalla norma || - |Lip).

E 6.22 Sia E un intervalle compatto di B, a > 1 e sia

E{feC(E,IR):Hf”E sup M+sup|f|<m}.

o, yE E.x#y I:E - [

Dimostrare che (X, ||+ ||) & uno spazio di Banach e che tale spazio, infatti, non & altro che

R

C 6.23 (Disuguaglianze di Hélder e Minkowski)

La disuguaglianza di Hélder & una generalizzazione della disugnaglianza di Schwarz:
§iano i e y;, ¢ = 1,..., n numeri reali o complessi, e siano p e ¢ due numeri reali maggiori
di I e coniugati cioé

+==1, pg>1, (6.51)

3 |
|
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allora

-

‘;md < (i) i)

dovez = (1,...,&n), ¥ = (Y1, Un) -

(jihhﬁ)%ilﬂplmq. (6.52)
i=L

La dimostrazione di tale diseguaglianza & basata sulla convessita della funzione esponen-
ziale, come si evince dal seguente
Lemma 6.12 Siano p e g come in (6.51). Allora per ogni s e t in [0, 00) s ha

r 9

§
st<—+—. 6.53
e (6-53)

Dimostrazione Assumiamo che sf > 0 altrimenti la disuguaglianza & ovvia. Dalla con-
vessita della funzione z -+ exp(xr) segue

st

exp (logs + logt) = exp (% plogs + 51; qlogt)

A

1 1 57 t9
= exp(plogs) + —exp(glogt) = — + — . |
P q P g

E’ facile ora dimostrare la disuguaglianza di Hélder: se |¢|; o |y/o sono nulli significa che
z =00y =0, nel qual caso la disuguaglianza & vera (col segnc =). Assumiamo dunque
che |z|p # 0 e |y|g # 0. Definiamo

.

cosicché (6.52) risulti equivalente a

iaibi <1, con iaf = i B == 1. (6.54)
i=l i=1 i=t

Usando n volte la (6.53), si ha

T

Dabi g %iaf-ﬁ-%ibf =L,
i=1 i=1

i=1

=1,

&=
e

che & quanto volevasi dimostrare. |

Una conseguenza importante della disuguaglianza di Hélder & la seguente disugua-
glianza di Minkowski (che non & altro che la disuguaglianza triangolare per la norma
Lo lp):

|z -+ ylp < |5|p + |ulp , Ve,yel . (8.53)

Dimeostrazione Se p = 1 sappiamo che la disuguaglianza & vera. Assumiamo dunque
che p sia un nmumero reale p > 1. Assumiamo anche che sia z che y non siano nulli (cioé
che |x|, # 0 e |ylp # 0) e definiamo i vettori a,b € R} come i vettori le cui componenti
siano

ai=fzif, k=l
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E’ evidente che

|z +ylp < e+, lz[p =lalp . |ylo = [bln . (6.56)

1

Infine sia g=p(p — 1)~} cosicché L + 1 =1, Allora, essendo (p— 1)g =p, si ha
P q

n n

S o)=Y (e +bi)(as + 577

i=1 i=1

n n
= Zai(ai +b;)P! +zbi(ﬂri + b))t
i=1 i=1
n 1
q

< (b + bl ) (Do (ae+ 0 )

i=l

= (laly + [blp) (Ja +blp)*

la + b5

clod
_E

P
(la+ls)" " < Lo+ ol

ed essendo p — -:— = 1 si ha l'asserto. i

E 6.24 Dimostrare che per ogni € C* si ha

lm |z = |2|ec - (6.97)
n—oo

Tale relazione giustifica il simbolo | - |o per la norma del massimo sui moduli delle
componenti.

E 6.25 Si dimostrino le seguenti proprieta del diametro'®: (i) diamA = 0 se e solo
se A & costituito da un solo punto. (ii) Se A C B allora diam 4 < diam B. {jii) A &
limitato se e solo il suo diametro & finito. (iv) diam A = diam 4. (vi) Se Axgr C Ap e
lim diam A, = 0 allora Nz Ay contiene al pit un punto,

E 6.26 Si calcoli il diametro di A={z € R" : |& — 2o|p < r} per 1 <p < oo

E 6.27 Si dimostri che gli spazi di successioni #F = insieme delle successioni reali (o
complesse} = tali che

oo 1
B — r
lzllo= (31wl ) " < o0} |
=0
sono spazi di Banach per ogni 1 £ p € co.

E 6.28 Si dica qual & la relazione (come insiemi) di 7 e £7 con 1 < p < g £ oo.

195} ricorda che se A @ un sottoinsieme di B® il diametro di A & dato da diamA =
Sup:,r:,yEA I$ - yl
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E 8.29 (i) Si dimostri che su £' le norme || |[1, ||+ |lz e ||  [lec DOD s0n0 equivalenti tra
loro: si dimostri che su £2 le norme || - ||z e || - ||ec mON 3010 equivalenti.

{ii) Si dimostri che per ogni p > ¢, || - ||» & una norma su £9 e che le norme ||+ iz e || [lp
non sono equivalenti su £9.

C 6.30 (Norme || - ||z¢) Sia F=[a,b] un intervallo. Se f € C'(£,R), definiamo

1
e = ( [ Ira)” (6359)
E
Allora || - lz» & nna norma su C(E, R).
Dimostrazione || - |L» soddisfa chiaramente I'omogeneitid e (per 5.49) la non degen-

erazione. Per dimostrare la disuguaglianza triangolare, da 0.1 segue, per ogni f,g €
C(E, R), che

( [E fe)+gle)Pas)” = g (S017) = ey

i=1

=

[

N i
Jim (o 317 + 9P )”

dm]
dove 6y = (b—a)/N e ') = a + idx; quindi da (6.55) segue che

1 N \ . EY
i 55 (3156 + g=P)’
i=1

N—eo

ILf + gllz»

< lm f {(Z lf(w‘”}aﬁf + (i \g(m‘”ﬂ")%}
N 1 N

o =

J

Jm {( S 1srs)” + (P loe)re)

i=1 iz=1
i#lze +lallcs .

E 6.31 Sia 1 < p <€ co. Si Dimostri che C([a,b], K) con la norma L” non & uno spazio
di Banach.

E 6.32 Siano {ax}, (A%}, B}, {&'*'] successioni in, rispettivamente, R, Mat(n x m)
Mat(m x p), B® convergenti a, rispettivamente a, A, B, x. Dimostrare che akA(k)B(k) e
aAB e cthe ap AM'BWI g L pABe,

E 6.33 Siano (X,]| - lix e (Y, ]| - ||y} due spazi normati e sia £(X,Y’) l'insieme delle

applicazioni lineari e continue 4 : X — Y.

(i} Si dimostri che £{X,Y") & (in modo naturale) uno spazio vettoriale.

(ii) Si dimostri che ||A||=  sup ||Azly/lJz|lx (per A € £{X,Y)) definisce una norma
xEX 220

(“norma operatoriale”) su £(X,Y).

(iii) Si dimostri che se X e ¥ sono di Banach, lo & anche £{X,Y").

(iv} Sia A : X — Y un’applicazione lineare (a priori non necessariamente continua) e

supponiamo che || Al = sub,ex omo | A2]lv /lJ2]lx < o0. Si dimostri che A & continua.
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E 6.34 Sia X lo spazio di Banach C([0, 1], ) con la norma ||-||«,j0,1 © sia A1 “operatore”

che a f € X associa la funzione (Af)(:c)E/-lf(y)e_(m_yﬁdy. Dimostrare che 4 €

L(X,X) e stimare la norma operatoriale di A (gi veda 6.33 per le definizioni).

E 6.35 Sia X lo spazio di Banach £°° (con la norma |[z||ee = sup;ep |[#:]) e sia
S:axm{wo, 01, %2, ..} = S={z1, T2, %3, ...} .

(i) Si dimostri che § € L{£*, £*) e se ne calcoli la norma {operatoriale).
(ii) Dimostrare che esiste un “inverso destra” ovvero esiste T' € £L(€™ ) taleche ST =T
{ove I : £ — #* & lidentitd) ma che non esiste alcun “inverso sinistro” (ovvero R tale

che RS = I),

(ii1) Trovare un sottospazio di £* su cui 5 sia invertibile.

0 40
A=(g ‘;),(a,bem; (iii)Am(g g),(ab:zv(]}; (iv)A:(g g),(ab<o); )

A= (‘3 ‘z) (a,b,c € R).

E 6.36 Si calcoli la matrice esponenziale e?', con: (i) A = (

; ‘3), (a € B) (D)

b

E 6.37 (i) Dimostrare che se A = diag {A1, ..., An) & una matrice diagenale allora e’ =
diag (™, .., e ).

(ii} Dimostrare che se v € B® & un autovettore per A € Mat(n X n) con autovalore A
{ciot v # 0 e Ay = Av), allora ey = v, ciod v & autovettore per £ con autovalore e,
(iii} Dimostrare che se A € Mat(n x n) e T € Mat{n x n) & invertibile allora

TleAT = 77187 (6.59)

Da (6.59) segue immediatamente che se A & una matrice diagonalizzabile (cioé T AT =
A=diag (M, ..., Ax)), allora
et = TetT! . (6.60)

E 6.38 Siano 4 e B le matrici di (6.32) ¢ si dimostri che le tre matrici e“e®, efe? e
e**F sono tutte diverse tra di lora.
E 8.39 (i) Sia ¢t € (a,b) — A(f) € Mat(n x m). Dimostrare che A{t) & derivabile in
to € {a,b) (ossia 3 limp0 (A(to -+ h) - A(tg)) /hY se e solo se sono derivabili in to gli
elementi di matrice Ai; per ogni 4, , e che, in tal caso, si ha {A)y; = (As;).
(ii) Dimostrare che, se A(t) € Mat{n »x m), B(t} € Mat(m x p), v(t) € R™ sono deriv-
abili, allora valgono le seguenti regole di derivazione

(ABY = A'B + AB', (4v) = A'v+ 4Av' . (6.61)

(iii) Dimostrare che se A(f) € Mat{n x n) & derivabile in tp e se A(fq) & invertibile allora
A7) & derivabile in £y e si ha

(,4-1)'@[,) = A= (tg) A'lte) A7} (t0) . (6.62)
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{(iv) I punti precedenti si generalizzano immediatamente al caso di funzioni regolari da
R* in Mat(n x m): se / & un aperto di B" e z € U — A(z) € Mat{n x m), A{z) ha
derivata parziate rispetto a &) in %o € U se e solo se ammettono derivata parziale rispetto
a xy. gli elementi di matrice Ay; per ogni 7,7, ¢ che, in tal caso, si ha (&), = 35,
se A{z) € Mat{n x m), B{z) € Mat(m x p), v(z) € R™ ammettono derivata parziale
: im o 4(AB} _, B4 aB  AlAv) _ 84 Sv

rispetto a ¢ in ao, allora S = mB + Am, 8—1:1 = g v+ Aﬁ, se A(z) €
Mat(n x n) ha derivata parziale rispetto a xx in zo € R™ e se A(xg) & invertibile allora
A~Y(z) & derivabile in o e si ha %ﬁ—;—l—(mq) = ——A’l(mo)gfi(m)}l*l(mg).

E 6.40 Sia Xr lo spazio di Banach delle funzioni delle funzioni continue su [T, T] con
norma uniforme ||ullce = supy, <7 [u(t)] e sia . : Xr - Xr definita come

(Pou)(t)ma+t + ftsen u{s) ds .
i)

Trovare T > 0 tale che $, sia una contrazione da X in se stesso.

E 6.4]1 Sia 0 < cesia Xe={u g C([~1, 1, R) : sup ¢, [u(t)l < ¢} e sia &(u) = +
cosu — 1.
{i) Trovare g > 0 tale che ® sia una contrazione su X;.

2, 43
(i) Calcolare il limite lim ®o.-.c & (t + ¢ ) .
113 5 e\ 101}

k3

E 6.42 Sia X unospazio di Banach esiaz : t € [a,b] — 2{t) € X una funzione continua,
31 dimostri che z(f) & uniformemente continua {(ossia che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale
che comunque si scelgano t,4g € [a,b] con |t — to| < § allora ||z(¢) — z(to)}]] < ).

¥ 6.43 (Integrazione in spazi di Banach) Sia X uno spazio di Banach e sta ¢ : £ €
ja,b] = x{t) € X una funzione coutinua.

(i) Si dimostri che z™* = ELG 5kz(t;k)), con t;k) =a+ jiy e b =(b—a)/k, & una suc-
cessione di Cauchy in X.

4
Si deﬁniscaf z(t)dt= lim 2,
o koo

(i) Si dimostri la linearithd dell’integrale e che

b b
II[ o (t)dt|| Sf llz(e)lldt .
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7 Funzioni implicite

7.1 Teorema delle funzioni implicite

Consideriamo 1] problema di trovare le soluzioni di un sistema di n equazioni (nelle
incognite 1, ..., ¥ ) che contengano m parametri. In altre parole vogliamo trovare
y € R® che soddisfi il sistema di n equazioni

Fl (yla ey s TLy oy Tm

)
Fz(yl: "'ryTHI]J ---1Im)
Fly,z) =10, ovvero . (7.1)

0
0

Fn(yh vy ¥ny L1, "'!x’m) = {)

al variare dei “parametri” x € B™ avendo assegnato la funzione £ : A ¢ Rt™ —
R". Esemnpi semplici di natura geometrica sono dati dai grafiei di funzioni.

(a) Sia F(y,z) = ¥° -~ 2, (n = m = 1); in tal caso le soluzioni, al variare di
r e R di F{y,2) = 0 sono y = ¥z ciog l'insieme delle sotuzioni di F(y,z) = 0,
{(y,z) € B* : F(y,z) = 0}, coincide con il grafico di ¥z ovvero con l'insieme

{(Vo,2): x € R}

{b) Sia Fly,z) = y* — 2 (ancora n = m = 1). Se < 0 non esistono soluzioni
di F(y,xz) = 0; se 2 = 0, 'unica soluzione & data da y = 0; se # > 0 vi sono
due soluzioni date da y = *+/z. Quindi, fissato zg > 0, in un intorno (sufficien-
temente piccolo) di {zo,y0) = (x0,/Tq) vi & una unica funzione di x che soddisfi
tdenticamente F{y(z),z) = 0, tale [unzione essendo, ovviamente, y(z) = ++/x
mentre in un intorno di (xq, o) = (zo, —+/To), avremo la soluzione y(z) = —+/r.
In un intorno di {zy,ya) = {0, () invece non & possibile definire in maniera univoca
le soluzioni di F{y,z) = 0 in termini di funzioni di . Il punto (0,0) & dunque,
rispetto al nostro problema, “singolare”: il numero di soluzioni varia tra 0 e 2
quando z € (—g,¢£), comunque piccolo sia & > 0. Notlamo anche che in tale punto
singolare si ha % = (.

Gia da questi semplicissimi esempi si vede che una formulazione pinn propria del
problema che ci stiamo porendo &:

Dato un punto (yo,xo) tele che Flyg,zo) = 0, & possibile trovare une funzione
y = g{x) tale che g(xqg} = yg e tale che i grafico di g rappresenti localmente tutte
le soluzioni dit F(y,x) =07

(¢) Cambiamo punto di vista e diamo un esempio analitico con n ed m arbitrari.
Consideriamo il sistema di equaziont Hneari nelle incognite y1, ..., ¥, con coefficienti
che dipendono da x € R™:

Alx)y +blz) =0, (7.2

Ovvero F(g(x),x) = 0 in un intorno di z¢ e I'insieme delle coppie (g{z}, z) al variare di z in
tale intornn sono tutie le soluzioni di F{y,z) = 0 in un intorno di (yo,zo).
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dove A(z) € Mat(n x n) e b(z) € R*. E’ evidente che tale sistema & unicamente
risolubile se det A(x) # 0, nel qual caso si ha

y = —A(z)7"b(z) (7.3)

e se A(z) e b(x) sono funzioni continue di z, cosi risulterd anche la funzione y{x)
definita dalla {7.3). Si noti che, se poniamo F(y,z) = A(z)y + b(z), A(z) coincide
con la matrice Jacobiana %{; ¢ dunque la condizione di risolubilita & che tale matrice
jacobiana sia invertibile.

Alla luce di queste osservazioni, I’enunciato del seguente teorema potrebbe risultare
alquanto naturale®.

Teorema 7.1 (Teorema delle funzioni implicite)

(1) Sia F : (y,z) € R*"™ = F(y,z) € R* una funzione continua insieme alla sua
matrice jacobiana 8E in wn intorne di® (yg,To). Assumiamo che
By Y

aF
F(’yu,lﬂg) =} s S det gy—(yo,ﬂ,'o) # 0. (74)

Allora esiste una ed una sola funzione g continua in un intorno di g, che soddisfi

glzo) =yo, e  Flgla),2)=0 (7.5)
per ogni z in tale intorno.

(2} Pit: precisamente, siano p,r > 0 tali che, se poniamo Yo = lye R : |y —uo| <
p} e Xo={z € R™ : |z — zo| < r}, valgono le sequenti condizioni:

(i) Fe %{,— somo continue su Yo %X Xo;

(i) S (yo,wa) & invertibile e

fel _(OF =1
F < = [ e : 7.6
sup | F(wo, )| < g7 (57 oo20) (7.6)
(iii):
8F 1
[—T=(y, ) < = 7.7
Ygggull 5 (2l < 3 (7.7)

dove I € Mat(n x n) é lo matrice identitda. Allora esiste un'unica g € C(Xo, Yo)
che soddisfa (7.5) per ogni @ € Xo. Inoltre, il grafico {{y,z) = (g(z),2) 1 @ € Xo}
rappresenta tutte e sole le soluzioni di F(y,x) = 0 in Yo x Xo.

2 Almeno la parte {1) di tale enunciato.
3(liod esiste un aperto 4 C R*T™ contenente (yo,zo) dove Fi(y, ) e %5? sono conginue per
2
ognil<i<mel<Lj<n
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Osservazione 7.2 (i) Si noti che grazie alle ipotesi enunciate nella parte (1) del
teorema, & sempre possibile trovare p e 7 per cui le tre condizioni della parte (2)
valgano. Infatti la relazione (7.6) dice come va scelto r in funzione di p, ovvero
determina r = r(g); dopodiché la condizione (7.7) determina® p. L'enunciato (2)
& semplicemente una fomulazione quﬂntitatiﬁa di {1).

(i) Da (7.7) e da § 6.2 segue che &€ (y, z) & invertibile per ogni (y,z) € Yo x Xo;
infatti, dalla parte finale di § 6.2, segue che se poniamo con A= -T%= aF la matrice

I-A= TBF & invertibile, e quindi, essendo T invertibile, segue anchelmvert1b111ta
di &

(ili) (i) I fattore & che compare nelle condizioni (7.6) e (7.7) & alquanto arbitrario
ed in effetti dalla dimostrazione del teorema segue facilmente (Esercizio 7.5) che
le condizioni (7.6) ¢ (7.7) possono venire sostituite, rispettivamente, con

_(OF =
supIF(yo,a:)} < l35“41-:” T'= ('gg(yovxﬂ)) 3 (78)

e da

sup [T - T—(y:m)” <(1-aj (7.9)
YoxXa

con 0 < o < 1 prefissato.

(iv) Le norme usate nella versione quantitativa (2) del teorema delle funzioni im-
licite sono state fissate per semplicitd ma & immediato verificare nella dimostrazione
che segue che 'enunciato quantitativo in (2) vale per qualunque scelta delle norme
in ®* e R™ e con la relativa norma operatoriale su Mat(n x n). Ad esempio, &
spesso pil conveniente nelle applicazioni usare le norme | o in R” ¢ R™ con la
relativa norma || - ||os,00 sulle matrici® n x .

(v) Il nome “funzioni implicite” deriva dal fatto che la relazione (7.1}, sotto le
ipotesi (7.4), definisce implicitamente la funzione y = g(z).

Dimostrazione Poniamo G(y,z) = y - TF(y, ), cosicché 52 = [~ T%I—;—. Allora,
per ogni y,z € Yy e £ € Xg, in virtd di (5.130), (5.142) e (7. 7) si ha

1
|Gy, z} -~ Glz,2)] = fa—q(z-{-t(y-—z),:v)[y—z]dt\
< sup II H ly ~ |§2|y—2i (7.10)

4Questa osservazione verrd, probabilmente, capita meglio facendo dei casi concreti; si veda,
ad esempio 7.6, 7.7 ¢ 7.8.

53i ricordi, infatti, che la norma ||| eo .00 si calcola immediatamente {si veda (8.15]] al contrario,
in generale, della norma || - [j2,2.
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Sia, ora, E=C(Xg,Ys). Si noti che E & un sottoinsieme chiuso deilo spazio di
Banach® Xy, B*) {dotato della norma uniforme [} - ||, x,). Sullinsieme E defini-
amo la seguente mappa ¢ che associa ad una funzione u € C{Xo,Ys) la funzione

$(u) definita da
®(u)(z) = Glu(z), 2) = ulz) — TF{ulz), ) . (7.11)
Si noti che tale definizione & ben posta poiché i valori w(x) cadono nella sfera chiusa

Y, su cul F(-,z) & continua. Per ogni u,v € E, e per ogni & € Xy, da (7.10) (con
=u(r) e z = v{x)) segue che

1
[(u) () = 2()(2)] £ Flu(z) - v(@)] (7.12)
e, prendendo 'estremo superiore su Xy, vediamo che
1
18 (x) = 2@)lloo.x0 < Fllu = vllooxs - (7.13)
Ciod ® ¢ una contrazione sullo spazio di Banach C'(Xg). Chiamiamo ug(z) la fun-

zione costante ug () = yo; tale funzione & ovviamente in F e da (7.13), la definizione
di ® e da (7.8), si ottiene”, per ogni u € E,

@)~ golloo < 112000) = Blao)loo + 1 2(u0) = goliee <
< 3= ugllos + ITF (0, 2)lle
1 P
< gl = gollos + HTHW <P, (7.14)

ciod & (u){z) € Yo per ogni z € Xy, il che equivale a dire che ®(u) € C(Xy,¥0) = E.
Quindi ® manda F in se stesso ed & una contrazione. Per il teorema di punto
fisso 6.10 possiamo concludere che esiste una unica funzione g € C{Xo,Yp) tale
che ®(g) = g, ovvero g — T F(g,z) = g, ma questa relazione e equivalente a

Flg{z),z) =0, VareXy. (7.15)

Inoltre, ricordando la dimostrazione del Teorema 6.10, il punto fisso g pud essere
ottenuto come limite uniforme della successione v(V) = ®(ug),..., v = @(pU-1),..
e poiché v¥9) (24) = yo per ogni § > 1 (come si vede subito per induzione) si ha che
g9{zo) = ¥o-

Dimostriamo infine che il grafico {{y,z) = (g(#),z) : ¢ € X} & l'insleme di tuttele
soluzioni di F{y, z) = 0 in Yy x Xg. Per dimostrare tale affermazione, supponiamo,

bu, € FE significa uy € C(Xo,R?) e fuglz) — yo| € p per ogni ¢ € XNo; se {up} & di
Caunchy allora, poiché (C(X0,), ]+ les,x,) & uno spazio di Banach, esiste u € C{Xo, B ) tale che
SUDye x, [Bk(#) — u(x)| — 0 e quindi, per ogni & € X, [u{z) — yo| = im0 juplzl — ol S pe
quindi u € F.

"Qui || - oo denota, per brevitd, ||+ |lee.xg-
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per assurdo, che esista £ € Xg ed un § € Yy tale che § # 7=g(Z) e tale che
B(g,z) = 0. Allora, dalla definizicne di G e da (7.10) seguirebbe che

1951 = 6(7.) - 03,9 < 517 ~ 3 (7.16)

il che & assurdo {avendo noi assunto che § # 7). |

Esempio 7.3 Sia F(y,z1,7s) =€V — sen(yzy + %), conye Rex = {x1,22) €
R?, e sia (yo,%0) = (Yo, %To1,%o2) = (0,1,1). Mostriamo che il Teorema 7.1 &
applicabile in un intorno di (yg,z) € troviamo dei valori di p e v per cui (7.6) e
(7.7) vengano soddisfatte.

FO,L,L1)=0e %—i = e¥ — x cos(yx; + #2L), e %5—(0, 1,1) = 1. Quindi il teorema
& applicabile nelVintorno di (o, o). Diamo ora delle stine concrete su p e r; per
semplificare tali stime useremo le seguenti disuguaglianze elementari®:

2

11——005@;[55, YyeR,

e -1 < {e~Dipi<2yl, Vil=st. (7.17)

o

Poiché F(ys,z) = 1 — sen X scrivendo o2 = 1+a con [g| < r ed usando la prima
disuguaglianza in (7.17) ottemamo

sup |F(yg,z)| = sup |1 — sen - L7
Xo jeg—1t<r 2
= Ssup |1”SEHM~\— sup |1—cos—|
lal<r 2 lef<r
< l(ﬂ)z < 2 (7.18)
Too2N2 ’ :

Quindi, poiché T = 1 (e quindi ||T|j] = 1), la condizione (7.6) & soddisfatta se
scegliamo r = p/2. Passiamo alla condizione (7.7). Per ogni |y| < pejz—(1,1)| < r,
scrivendo ancora zs = 1+a con |a| < r, usando la seconda disuguaglianza in {7.17)
e maggiorando |sent| con {¢|, si ha

a
1~ =~ = |e¥ ~ 1 z;cos{yx; + _a%zr_)l <le¥ — 1 + |z1] |sen (yz: + -—%E)}

20y] + [l (ol for |+ 47) < 2p 4 (L o1 49+ T (719)

2
[ I%l |yl
Bl —cosy|= ]/ sentdt\(/ |sent|dt<] tdt=—-2-m.
o

Perly <1, |2t s ST < S Eemica

k1 k=1

[t
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quindi, per la definizione di r, si ottiene

% Ve Ve
Jup [L=T5 1< 2p4 (L 5o)lpl 4+ S9) +

VP,
2

e quindi (7.7) & soddisfatta se prendiamo, ad esempio, p = (1/16) (e quindi r =

(1/8)).
Se la funzione F' & pih regolare, lo & anche la funzicne g:

Proposizione 7.4 Sieno ¥y e Xg due sfere (aperte) di, rispettivamente, R® ¢ ™
e sia k un intero positivo o +oo. Supponiamo che F' € CF(Yy x Xy, R"), che %—-l;l
sio invertibile ¥ (v, z) € Yo x Xy e che g € C{Xy,Y0) verifichi Fig{z},x) =0 per
ogni ¢ € Xy. Allora g € C*(Xy) ed in particolare, per ogni 1 < j < m e per ogni
r € Xg, st ha

dg . (OF -1§F
ge @ ==(F@),0)  g-lela) (7.20)

Dimostrazione Fissiamoe ¢ € Xg, 1 € j £ m e poniamo, per t € R
ty=z + el n(t) = gl + teld)

dove, come al solito e} & il versore (in R™) nella j-esima direzione. Per |¢| suffi-
cientemente piccolo, diciamo |¢| < a, si ha (n(t),£(¢)) € ¥p x Xo e (n(0),£(0)) =
(g(z),z). Consideriamo ora la matrice

1
M) = £ %g(n(ﬂ) + s(nlt) = n(0)), €(6))ds

ed osserviamo che ¢ € [~a,a] — M (f) € Mat{n x n) & una funzione continua e che
M) = %(g(w),zv). Ora, per (5.130),

F(n(t). £(t)) ~ F(n(0),£(0))
t
_ Pl®,6®) - F{n(0).0) | I{n(0).£() = F(n(0), £(0))
t t
a1 =0 | F0(0),€0) - F(n(0).£0))
t t '

e moltiplicando (a sinistra) tale relazione per M (0)™* e prendendo il limite per
t — 0, si ottiene (7.20). Sia ora k > 1 ed assumiamo induttivamente che g € C*~1.
Essendo F € C*, dalla identitd (7.20) e dall’analisi fatta in § 5.11 e in 6.39 segue
che 5‘3% & di classe C*~! (per ogni j) il che & naturalmente equivalente a dire che

geCck | '

Un importante corollario del teorema delle funzioni implicite & il seguente risul-
tato che fornisce un criterio per decidere quando una funzione f : R* — R”™ sia
(localmente)} invertibile.



Teorema 7.5 (Teorema della funzione inversa)
(1) Sia k un intero positive o +oo e sie f una funzione C*¥ in un intorno di un
punto yo € R ed a velori in R*. Se la matrice jacobiana -’3—5(_1;0) & invertibile,

allora esiste (ed é wnica) la funzione inversa g di f. Tale funzione g ¢ C* in un
intorno di xg = flyg) e vale

09 (50) = = (2 oy
%(mg) =T, con T= (By (w)) - (7.21)
(2) Pit precisamente, sia p tele che
af 1
I -7+ <= 7.22
swplll =Tl < 5 (7.22)

econ Yo={y € B" : |y —yo| < p}. Allora, se poniomo r=p2||T|)" e Xo={r €
R™ : |z—xg| < 1}, esiste una unica g € ' C*(Xo, o) tale che g(zq) = yo, flg(z)) =«
in Xo e g(f(y)} =y i’ g(Xo).

Dimostrazione Basta porre Fy, 2) = f(y) —z. Per definizione di zq, F'(ys, 2o} =
Oe F e C'(Yo x Xo). Inoltre &5 = &L e F(yo, ) = f(yo) — = = @0 — #, quindi
la condizione (7.6) & automaticamente soddisfatta grazie alla definizione di 7. Da
queste osservazioni, dal Teorema 7.1 e dalla Proposizione 7.4 seguono tutte le tesi
del Teorema 7.5 tranne quella sull’identita g{f(y)) = y. Sia § € g(Xy), ovvero sia
§ = g(&) per qualche & € Xy. Allara, essendo f(g{x}) = x per z € Xy, si ha che

fF@) =& da cui g(£{7) = 9() = §-

Corollario 7.6 Sio 4 ¢ R* e f ¢ CHA,R"). Allora f ¢ invertibile su A con
inversa (! se e solo se f & iniettive e lo jacobiano %E(y) é tnvertibile per ogni
ye A

Dimostrazione “se”: chiamiamo g, delinita per @ € B = f(A4), la funzione inversa
di f (che esiste per ipotesi essendo f iniettiva su A). Se lo jacobiano —g—{;(yo) &
invertibile (yo € A), dal Teorema 7.5 segue che g € C*{z} con 2o = f{yo).

“solo se”: se fyo) = zop e g € Cl{ze} & la funzione inversa di f, calcolando lo
jacobiano in zg della relazione fog(z) = 2 {che vale in un intorno di xy) si ottiene
%ﬁ(ﬂo)%ﬁ%(:&o) = I il che significa che la matrice g%(mo) ¢ l'inversa della matrice

%;C—('yo)- i

Si noti che le ipotesi di questo risultato non possono essere indebolite: 1a funzione
frye(~1,1) = 2% € (~1,1) & biunivoca su (~1,1), C*® ma il suo jacobiano (che
in questo caso coincide con la derivata f'(y) = 3y%) noun & invertibile in y = 0 ed
infatti la funzione inversa g(z) = £3 & continua ma non & derivabile in z = 0.

99{Xy) & l'insieme dei valori g(z) per z che varia in Xp.
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7.2 Massimi e minimi vincolati

Vediamo, in questo paragrafo, un’interessante applicazione del teorema delle fun-
zioni implicite che permette di risolvere, in certi casi, problemi di massimo o min-
imo vincolati.

Una maniera comune (e classica) di indicare sottoinsiemi di R™ & quella di usare
disuguaglianze: ad esempio il disco unitario chiuso centrato nell’origine in R? &
dato da {r € B? : 2% + z2 < 1}. In generale se ¢ & una funzione continua da R in
R, denotiamo cont?

Ay ={d>0},E.={¢>0},4A_={¢<0} ,E_={p <0} ,Eoz{cf::{](} . :
7.23
Vale allora la seguente

Proposizione 7.7 (i) A sono insiemi aperti (non necessariomente connessi) di
R*; (i) Fo, By sono insiemi chiusi di R*; (il) Ex = ALUEg, B* = A UA.UEy
(il puntino denota “unione disgiunta”); (iv) 0As C Ey ¢ 0B+ C Ep; (v) sen > 2
e Ey € limitato, allore o E, & un insieme compatto o lo & E_.

Dimostrazione Le affermazioni (i)+(iv) sono una immediata conseguenza delle
definizioni e della continuiti di ¢. Verifichiamo (v): per ipotesi esiste R > 0 tale
che Ey ¢ Bgr(0). Sia zp un punto qualunque con lzg| > R e sia o il segno di ¢(zq).
Allora F_, & compatto mentre non lo & E,: per provare tale affermazione basta
far vedere che se [z| > R allora il segno di ¢(z} € o ¢iog lo stesso di zp. Se cosi non
fosse potremmo unire o e zg con una poligonale formata al pill da due segmenti
tutta contenuta in*! {y : |y| > R} e agli estremi di tale poligonale ¢ assumerebhe
segni opposti. Supponiamo per semplicitd che la poligonale sia formata dal solo
segmento {zq + t{z — zq) : t € [0,1]}. Allora la funzione F(t) = ¢{zo +1(z — z0)) &
una funzione continua su [0, 1] e F(0)F(1) < 0. Ma allora esisterebbe un r € (0,1)
tale che F(7) = { ciog esisterebbe uno £ con &) > 2R tale che ¢(§) = 0 e questa &
una contraddizione.

Supponiamo dunque che un insieme compatto in E® sia dato come linsieme
K={z : ¢(x) < 0} e sia f una funzione continua su K. Dal teorema di Weier-
strass sappiamo che f ammette massimo e minimo su K ed il problema che ci
poniamo & quello di sviluppare dei metodi che permettano di determinare i punti
estremali ovvero i punti di massimo o minimo. Per far questo assumeremo un po’
di regolarita ovvero assumiamo che f e ¢ siano di classe C*. Dal paragrafo § 5.11
sappiamo che se un punto estremale & interno a K allora vi si annulia il gradiente
di f e questo permette di selezionare i punti interni candidati ad essere estremali.
Cosa possiamo dire se ghi estremali di f sono sulla frontiera di K, che per la Propo-
sizione 7.7 & contenuta nell'insieme Eqy = {x : ¢(z) = 0}7 A tale proposito sussiste
il seguente risultato dovuto a Lagrange. Prima una definizione:

107 5, notazione “{¢ > 0}” & una forma abbreviata di “{z € B® : ¢(x) >> 0} = & 10, 00))" ed
analogamente per le altre disuguaglianze.
M Questa & la proprietd per cui & necessario avere n > 2.
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Definizione 7.8 Sia ¢ € CY{R™). Un punto xp € Ex={z : ¢(z) = 0} si dice
regolare per By se Vo(zg) # 0.

Proposizione 7.9 Siano ¢ e Ey come nella Definizione 7.8 e sia f una funzione
CY{Ey). Se xo ¢ un punto regolare per Fy ed ¢ un massimo o un minimo relativo
di f su Ey, allora esiste un numero A € R tale che V f{zg) = AVé(z0).

A volte, 'insieme {¢ = 0} viene chiamato vincolo,

Dimostrazione Poiché zp & regolare, una delle derivate parziali di c;5 & non nulla
in zg. Supponiamo, tanto per fissare le idee, che sia la prima variabile: 3 22 (x4} # 0.
Chiamiamo y la variabile z, e z il resto delle variabili, ciog 2z = (22, ..., Zn ); Yo = 201
e zp = {Zo2, ..., Ton). Dunque 3¢' (40, z0) # 0 e per il teorema delle funzioni implicite
e per la Proposizione 7.4, il luogo degli zeri di ¢ in un intorno di (yg, z0) & il graﬁco
{{g(z),2) : z € D} di una funzione C' in un intorno D di zp. Dunque se zo ¢,
ad esempio, un massimo locale per f su Ey significa che esiste » > 0 tale che
Flyo, 20} > flg(z),2) per ogni z € DN B,(z). Dunque dal § 5.11 segue che il
gradiente della funzione z = f{g(z},z) & nullo in z:

= Flg(2), Moz =0,

ovvero of 3 a7
vl ) sl =
ay (y{h ZO) az (ZG) + 63 ((yClr ZD) O 1 (724)
relazione che, in vista di {7.20), diviene
& -1
a—i(yo, z0) = f (ym o)( 00 (90,20)) Bf (50, 20) . (7.25)
Ma questo significa che per ¢ = 2,...,n
f _, 06 _0f, 08 -1
G @) =dg . A= %(mo)(ay (20}) (7.26)

Per ¢ = 1 la (7.26) @ ovviamente vera. i

La Proposizione appena dimostrata implica immediatamente il seguente

Corollario 7.10 (Metodo dei moltiplicatori di Lagrange}

Siano ¢ e Fo come nella Definizione 7.8 e sia f una funzione C'(Eyp). Fsiste
xg € By e Ao € R tale che Vf{ze) = AaVo(zo) se e solo se (29, ro) & un punto
critico per la funzione di (n + 1) vaeriabili F(x, \) = f(z) ~ Ad(z).

Esempio 7,11 Sia f{z) = [[le, =, M >0esiaB={r e R 1z; 2 0e ) 2 =
M}, Linsieme B & compatto ¢ si vuole determinare il massimo ed il minimo
{agsoluti) di f su B. Poich® f > 0 su B, i punti della frontiera in cui una delle
coordinate & nulia (e sui quali f = 0) sono punti di minimo assoluto. Poiché
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fe; = Tligy o VI non si annulla mai allinterno di B; dungue il massimo di
f & raggiunto su A=8BN{z € B* 1z, > O per ognit e y ;. & = M}. Per
trovare i punsi critici su A usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Sia
Flz,\) = f(z) - Ao(x) con ¢(z) = 30, @i~ M. Poiche Fy; = [, zi—Alex; >0
su A) Fp, = 0su A se e solo se f(z) = Az; per ogni j. Dunque z; = - = 2. il
massimo & dunque raggiunto su zg dove zg; = M/n. Vale dunque

n 1 1 n
(Hm) <z ZJ% S AL : (7.27)
=1 =1
relazione nota come disuguaglianza aritmetico-geometrica.

Il metodo sopra esposto si generalizza facilmente al caso di pilt vincoli ovvero
nel caso in cui la funzione ¢ che definisce il vincolo sia una funzione vettoriale
¢ € C(R*,R™) (con m < n) in modo tale che

Eo={¢=0}=[|{¢: =0},

i=1
Infatti, Panalogo della Definizione 7.8 &
Definizione 7.12 Sia ¢ € CH(R*,R™). Un punto zy € Ey={z : ¢(z) = 0} si

dice regolare per Ep se la matrice jacobiane g—:(zg) ha rango massimo (e ciaé
uguale ad m).

A questo punto la Proposizione 7.9 diviene

Proposizione 7.13 Siano ¢ ¢ Ey come nella Definizione 7.12 e sia f una fun-
zione C1(Ey). Se mg ¢ un punto regolare per Ey ed & un massimo o un minimo

T
relativo di f su Fy, allora esiste un vettore X € R™ tole che V f(zq) = (%(.’Bg)) A

La dimostrazione & una ripetizione parcla per parola della dimostrazione della
Proposizione 7.9 (con la giusta interpretazione dei simboii!). 1 metodo dei molti-
plicatori di Lagrange diventa:

Corollario 7.14 (Metodo dei moltiplicatori di Lagrange I1) Siano ¢ e Eg
come nella Definizione 7.12 € sio f una funzione C'(Eo). Esiste xo € Fo e Ao €

T
R™ tale che Vfi{zo) = (g%(mo)) X se e solo se (zg, Ag) & un punto eritico per la
funzione di (n +m) variabili F(z,\) = f(z) - A - é(z).
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Esercizi e complementi

E 7.1 Data la funzione F{y, ) = 2° +z'y* + sen xy determinare i punti dove & possibile
applicare il Teorema delle Funzioni Implicite.

E 7.2 Sia F la funzione:

F(y’m)=m+z3y2+y+m .

Dire se & possibile applicare il Teorema delle funzioni implicite in {0,0) ed in caso affer-
mativo calcolare 3’ (0} e 4" (0).

E 7.3 Sia f(z,y) = (sen (z—y%), 2* +tan y) . Bi enunci il teorema della funzione inversa,

si dimostri che f & invertibile in un intorno di (0,0) e si trovi una sfera su cui & defiuita
la funzione inversa.

E 7.4 (i) Si dica quante funzioni continue (z,y) — z(z, y) soddisfanc I'equazione x cos y+
ycosz + zcosx = 1 nell’intorno di (z,y) = (0,0).

(ii) Si calcolino le derivate parziali delle furzioni di cui al punto (i) (sempre in un intorno
dell’origine).

E 7.5 Si verifichi che le condizioni {7.6) e (7.7) nel Teorema 7.1 possono essere sostituite
da (7.8) e (7.9) con un qualunque a & (0,1).

E76 () Sia Fly2) =y 42> ~1L cony € R # ¢ R esifissi (yo,x0) = (1,0). Si
trovino p ed r tali che (7.6) e (7.7) valgano.

{il) Si dimostri che il valore r = (1/+/2) & il valore massimo che si pud ottenere anche se
si usanc (7.8) e (7.9) facendo variare « € (0, 1).

E 7.7 Sia F:(y.2) € R? x R = F(y,z) € R? definita come

Filyi,u,2) = sens + ¢y, + zsen (1)
Folyn, g2, @) = 3lz| + w2 +y? R (7.28)

e sia (Yo, xa) = (yor, yo2, o) = (0,0,0). 3i dica se il Teorema 7.1 & applicabile in un intorno
di {yo, xo) € se sl si trovina dei valori di g e r per cui (7.6) e (7.7) vengano soddisfatte.

E 7.8 Si consideri la funzione f:y € B® — f{y) = (fi(y), f2()) € R? definita come
A=y +yicosy, fo=wa+yi. {7.29)

5i dica se la funzione f & invertibile in un intorno di yo = (0,0) e se si , si dia una stima
di p in modo tale che valga (7.22).

C 7.9 Un semplice corollaric del teorema della funzione inversa & il seguente

Teorema T.15 (Teorema della applicazione aperta)

Sin ACK" e f € CY(A,R") ed assumiame che det %g(y) # 0 per ogniy € A, Allora f &
une “applicazione aperta”, ovvero, per oghi aperto B C A Uinsieme f(B)={f(y) : y € B}
é un fnsieme aperto,
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Dimostrazione Sia B un sottoinsieme aperto di A e sia # = f(§) per un qualche § € B.
0
Per il teorema della funzione inversa, sulla sfera aperta Xo attorno a & & definita l'inversa

o o
di f, g, che manda Xp in ¥o € B. Ma questo significa che Xo C f(B) ovvero che Uinsieme
F(B) & aperto.

E 7.10 Sistudiil luogo dei punti {(x,y) € R* : 3'%2 —cosx = E} al variare del parametro
reale F.

E 7.11 Si mostri con un esempio che 'inclusione 84+ C Eq nel punto {iv} della Propo-
sizione 7.7 pud essere un'inclusione in senso stresto.

B 7.12 Determinare i valori massimi e minimi assunti dal volume di un parallelepipedo
(in B*) di superficie totale assegnata.

E 7.13 Trovare quale triangolo di perimetro assegnato ha area massima utilizzando i
metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

T 7.14 Si discutano I massimi e minimi relativi ed assoluti {gualora esistano) della
funzione f(z,y) = wy*{x +y — 1) nel dominio {(z,y) € R*: z +y > 1}.

E 7.15 Si trovino il massimo ed il minimo di f(z) = []7., z: sulla sfera unitaria in R
ez {r e R : |z| € 1}

E 7.16 Sia M > 0. Studiare i punti critici di f = [[sssu Es{e e B* : 30, 2, = M},
E 7.17 Sia Bo={(x,y) € B : (z ~ 1)* + (y — 1)* = 2} e sla K, il quadrato chiuso di
lato 27 centrato nell’origine. Dimostrare che nell'intorno di {0, 0) & applicabile il teorema
delle funzioni implicite me che non esiste r > 0 tale che Eo (N K, possa essere espresso

come grafico di una funzione delle z o delle y.

E7.18 Siac>0e flz)=zs+eg(z)conz e B ege CHD,R"), dove D={z e R" :
|z| < 1}. Travare £g > 0 tale che f sia invertibile (con inversa C*) su D.
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8 Equazioni differenziali ordinarie

8.1 Introduzione

Una equazione differenziale ordinaria & una equazione che coinvolge una funzione
(eventualmente vettoriale) di una variabile e le sue derivate.

Esempio 8.1 Un caso semplice & dato dall’equazione

w'(t) = f(t) (8.1)
ed il problema &: “assegnata f : R — R, trovare funzioni u (derivabili) che soddis-
fino (8.1)”. Se f & una funzione continua su di un intervallo I, f € C(I}, troviamo

immediatamente, dal teorema fondamentale del calcolo, che tutte le soluzioni di
(8.1) sono date da

u(t) = c+[ flrydr (8.2)

dove ¢ & una costante arbitraria e ¢ e fg sono punti in /. In particolare, se si richiede
che u prenda un valore assegnato ug all’istante! ¢ = tg, I'unica soluzione di (8.1) &
data da (8.2) con ¢ = ug.

Esempio 8.2 (Sistemi lineari a coefficienti costanti) Tutte e sole le soluzioni
CHIR,R™) dell’equazione differenziale

u' = Ay {8.3)

con A matrice reale n x n sono date da u(t) = e*ug (con ug € R™). Che tali
funzioni risolvano (8.3) & stato gid osservato nel § 6.2 [si vedano (6.36) e {6.37)].
Dimostriamo che non vi sono altre soluzioni (in altre parale ogni soluzione deriv-
abile u(t) di (8.3) ha la forma e**ug per un opportunc ug € R™). Sia F un intervallo
aperto di R e sia u € CY(E,R") una soluzione arbitraria di (8.3). Sia to € E e
definiamo v{t) = ete con c= e Aou(ty) (in modo tale che u(ty) = v(tn)). Fac-
ciamo vedere che u e v debbono coincidere su £. Supponiamo, infatti, per assurdo,
che u e v siano diverse ciod che, se chiamiamo w =u — v, w non sia identicamente
mulla in E. Sia I ¢ E il pil grande intervallo contenente ¢y per cui w(t) = 0 per
ogni t € I. Secondo la nostra ipotesi I non coincide con E e quindi almeno uno
dei suoi estremi & un punto 7 € E. Poiché w(t) & continua, w(r) = 0. La tunzione
w soddisfa w' = Aw e wir) = 0. Supponendo che r sia Pestremo destro di {
(il ragionamento nell’altro caso & perfettamente analogo), integriamo la relazione
w = Awtra T et > 7 con t < 7+ ¢ ed ¢ sufficientemente piccolo. Allora?

()] = |4 / wis)ds| < || sup |l ¢ (8.4)

{r,7+]

1Spesso, nella teora delle equazioni differenziali ordinarie, la variabile indipendente viene
indicata con t, essende interpretata come una variabile temporale.
23j ricordi 5.46 [in particolare ii punto (i} e la (5.142)] e si osservi che, dalla definizione

b
di integrale di funzione vettoriale, segue che A/ fidt = / Af(t)dt {con A € Mat{n x n}e
3
t -+ f(t) € C(la, b}, R7).

[
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ovvero (prendendo I’estremo superiore su ¢ € [7,7 +¢])

sup jw| < sup |w]
[ryT+e] [r,m+<]

il che, se scegliamo £ tale che |4|le < 1, & assurdo a meno che supy, 4. fw| = (; ma
in tal caso si contraddice la definizione di { e dunque 7 ed E debbono coincidere.

Da questa discussione segue anche che il problema “ai valori iniziali”
d =
g’iu(t) = A’M(t) y U(to} = g , (80)

(dovety € R, ug € B" & A € Mat(n x n) sono assegnati) ammette I'unica soluzione
derivabile u(t) = e{t—t)A4y,

Esempio 8.8 Troviamo ora tutte le funzioni u (derivabili) che soddisfino I'equa-
zione differenziate
u = u? (8.6)

Innanzitutto, ia funzione identicamente nulla v =0 soddisfa (8.6). Cerchiamo,
quindi, altre soluzioni che ad un certo istante fy assumanc un valore ug # 0.
Poiché cerchiamo u € C', u sard in particolare continua; esisterd dunque un in-
torno di ¢y in cui la z # 0 e mantiene il segno di ug; dividendo per u? (per ¢ in
tale intorne) ed integrando tra ig e ¢, otteniamo da (8.6)

t 1 i
f —u'dr = / dr =t—1io - (8.7)
to U to

Ma da (8.6), vediamo che ' > 0 quindi la funzione ¢ — wu(t) & invertibile, e
possiamo cambiare variabile di integrazione nell’integrale a sinistra di (8.7), e se
u denota il valore u(t) e ug il valore di w(t) al tempo #5, otteniamo

t u
L1 11
/touzudrufu Sy = (8.8)

i
e cloe

u(t) = (to itk %)"1 . (8.9)

Si ha, di nuovo, che se il valore ug # 0 & stato assegnato, (8.9) & 'unica soluzione
di (8.6) che soddisﬁ anche u{ty) = up. Si noti inoltre che (8.9) & definita per ¢ # ¢
cont=ty+ —- e quindi I'unica soluzione di {8.6) con “valore iniziale” u(fo) = wup
& definita per -3 <t seug >0, epert>i seuy < 0;come abblamo gia osservato,
ge up = 0 la soluzione non & del tipo (8. 9) ma & la soluzione identicamente nulla.
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Esempio 8.4 Abbiamo visto negli esempi precedenti che, assegnato un “valore
iniziale” ovvero assegnato uyg tale che wu(tp) = uo, si ha un’unica soluzione delle
equazioni differenziale (8.1), {8.3) e (8.6). Consideriamo ora il seguente esempio:

u=ud w)=0. (8.10)

Si verifica immediatamente che u(#)=0 e v(f} = £ sono entrambe soluzioni di
(8.10): in questo esempio dunque non basta assegnare il dato iniziale per avere

. . R . 2 . .
una unieca soluzione. Notiamo che la funzione f(z) = 3 non & molto regolare in®
r =40

Esempio 8.5 Si consideri U'equazione differenziale che regola l'evoluzione di un
“pacillatore armonico”, ciog di un punto materiale di massa m, vincolato a muoversi
su una retta, e collegato, tramite una molla perfettamente elastica ad un cerio
punto prefissato 0. Se z = z(t) denota la coordinata del punto al tempo ¢ (ex = 0
corrisponde al “polo” (), dalla “legge della dinamica di Newton” (forza = massa
% accelerazione) e dalla “legge di Hooke” sulle forze elastiche si ottienet

m¥ = —ka (8.11)

dove k > 0 denota la costante di elasticitd della molia- 5i vede immediatamente
che, per ogni a e b (costanti), la funzione z(t) = acoswt+bsenwt, conw = \/k/m,
& soluzione di (8.11). Se assegriamo, la posizione zy € la velocita vg dell’oscillatore
al tempo ¢t = 0, otteniamo la soluzione z{f) = zg coswt +  senwi. Rimane, per
ora, in sospeso la questione se tali soluzioni siano tutte le soluzioni di (8.11).

Esempio 8.6 Un altro esempio, assai pitt complicato del precedente, tratto dalla
meccanica, & dato da un sistema di “due pendoli piani accoppiati” la cul evoluzione
& regolata dal sisteme di equazioni differenziali

#y < senzy = gfsen (x + 22) + cos(zy — z )]

Fo + senzs = g[sen (x; + x3) — cos(xy —@1)] . (8.12)

Il moto dei pendoli si svolge all'interno di un piano verticale prefissato e z(t), 22 (f)
misurana, in radianti, lo spostamento, al tempo ¢, dei pendoli dalla posizione dell’™
equilibrio stabile” (ossia del punto pitt basso che il pendolo possa raggiungere); i
parametri dimensionali (accelerazione di gravitd, masse dei pendoli, ete. ) sono
stati posti uguali ad 1; € > 0 & un parametro che misura la taglia di una certa
forza di interazione tra i due pendoli. In questo case non € possibile descrivere in
maniera semplice tutte le soluzioni di (8.12) anche per & molto piccoli: 1a descrizione
qualitativa, per tempi lunghi, delle soluzioni di equazioni differenziali del tipo
(8.12) € un interessante ed attivo campo di ricerca deila analisi matematica.

2 f & analitica nell’intorno di un qualunque zg # 0, & continua su tutto R ma non & derivabile
inz=40.

4seremo indifferentemente le notazioni %, o', ‘;—‘;, per indicare la derivata di u(t) rispetto a
t.
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Si definisce ordine di una equazione differenziale (o di un sistema di equazioni
differenziali), 'ordine massimo con cui appare la derivata della funzione incognita
(o di una delle funzioni incognite, nel caso di sistemi). Gli esempi 8.1, 8.2, 8.3
sono dunque esempi di una equazione differenziale del primo ordine; (8.11) & una
equazione del secondo ordine, mentre (8.12} & un sistema di due equazioni del
secondo ordine.

Una differenza sostanziale fra gli esempi discussi sopra & che 8.1, 8.2, 8.5 sono
esempl linear?® al contrario di 8.3 ¢ 8.6 che sono non lineari,

E’ utile notare che tutti gli esempi sopra considerati (e tutti gli esempi che conside-
reremo in seguito) possono essere descritti da un sistema di equazioni differeniali
ordinarie® del prim’ordine della forma

w = f(u,t) (8.13)

dove u ed f saranno, in generale, funzioni di, rispettivamente, 1 ed n+1 variahili
ed a valori in ®?. Ad esempio, il sistema (8.12), assume la forma (8.13) se poniamo:
u = (U, us,us,ua) ed f = (fi, fo, fa, fa) con uy = @y, up = &1, U3 = Lo, Us =
g e fi(u) = ug, folu) = —senuy + [sen (ug + ug) + cos(uy — ug)}, fz = ug,
falu) = —senug + ¢[sen (u; + uz) — cos{uz — uy)]. Come secondo importante
esempio st consideri 'equazione scalare, lineare ed omogenea di ordine n per la
funzione incognita t — z{t) € R

2™ 4 g (B2 o a () +ag(t)z =0 (8.14)

1
dove ()'*¥) denota ;TF(') ¢ le a;{t) sono funzioni continue di ¢ assegnate. Ponendo
u = (Ug, ey Un), CON UL =&, Ug =T ,000Un =7~ g verifica subito che (8.14) pud
essere riscritta come il sistema in R* dato da

0 1 0 0
0 0 1 0
u' = Al , con A= : : . (B15)
0 0 0 1
—@g a1 —dz .. ~lpa

Abbiamo visto, negli esempi 8.1+8.3 che se assegnamo il valore iniziale u(fo)
della funzione incognita si ottiene una unica soluzione. In generale, il problema di
trovare una u € C'({tg}, B*) che verifichi, per ¢ in un intorno di Zp il sistema

u' = flu,t),  ulte) =wo (8.16)

5Le funzioni incognite ¢ le loro derivate appaiono linearmente nelle equazioni; inoltre la (8.3)
& lineare ed omogenea, ciok nen vi & compare un “termine noto™.

S ’aggettiva “ordinarie” si riferisce al fatto che la variabile indipendente & una, cosicché com-
paiono solo le derivate “ordinarie” delle funzioni incognite. Al contrario, un’equazione per la

. N : . 2 @ N . . . .
funzione incognita u{xi, z2) del tipo: %;'5— -+ g—m% = gent & un esempio di equazione differenziale
1 2

alle derivate parziali.



per una data’ f : BTl — B" ed un dato vettore up in R, prende il nome
problema di Cauchy o problema ai valori iniziali per la funzione incognita
.

8.2 TUn teorema “generale” di esistenza ed unicita

Abbiamo visto nell’Esempio 8.4 che se la funzione f non & abbastanza regolare si
possono trovare pitt soluzione del problema di Cauchy w' = f(u), u(0) = uo. La
classe funzionale “giusta” nel nostro contesto & la classe delle funzioni lipschitziane®
di cui ricordiamo la definizione:

Definizione 8.7 Una funzione f: A C K™ - R® si dice lipschitziana in y € A,
se esistono due numert positivi I e § tali che

|f(z) — fly)i < Liz -y, (8.17)

per ogni x € A con |z ~y| < 8. Una funzione f : A CR™ — R® si dice uniforme-
mente lipschitziana in A se esiste L > 0 tele che (8.17) wvalga per ogniz e y wn
A.

Naturalmente una funzione lipschitziana su A & ivi continua® Esempi di funzioni
uniformemente lipschitziane su una m-sfera chiusa, D = {x € B™ : |2 — 2q| < 1},
sono tutte le funzioni C*(D,R"?), e come costante di Lipschitz si pud prendere
L = maxep i|%£(:r)||. Possiamo ora enunciare il seguente teorema di esistenza ed
unicitt per soluzioni di sistemi di equazioni differenziali 1a cui dimostrazione sard
una immediata conseguenza del teorema di punto fisse del § 6.

Teorema 8.8 Siano r, Ty due numeri positivi e sia [ € C(D x I[,R*), dove D =
{z e R : |z —ugl <r} el =[tg — To,to + To]. Assumiamo che esista L > 0 tale
che

|flz,t) ~ fly.t) S Llz—y|, VzyeD, Viel. (8.18)
Sia M > maxpxrs | f(z,t)| e sie T < Ty tale che

TL<1, TM<r, (8.19)

allora esiste una ed una sola soluzione u € Cl[tg — Tt + T, D) che soddisfi
(8.16).

Si noti che Pipotesi (8.18) dice che f(-,?) & uniformemente lipschitziana in D e che
la costante di Lipschitz pud essere scelta indipendente da t in I.

Dimostrazione Innanzittutto osserviamo che il problema di Cauchy (8.16) ovvero
il problema di trovare una funzione u di classe C! in un intorno I di to che soddisfi

TIpotesi opportune sulla f, che garantiscano la risolubitita di {8.16), verranno date in seguito.
BPer informazioni sulle funzioni lipschitziane dal punto di vista degli spazi di Banach si veda
6.12.

90vviamente non & vero il viceversa: x € R — |z[*, con 0 < @ < 1 & continua iz 0 ma non &
ivi lipschitziana.
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(8.16) & equivalente al problema di trovare una funzione v € C(I) che verifichi la
seguente equazione integrale

¢
u(f) = ug +/¢ flulr),7) dr . (8.20)

Infatti (8.20) si ottiene immediatamente da (8.16) integrando ambo i membri di
(8.16) tra #p e ¢, mentre se vale (8.20) si ha che u{fg) = up e dal teorema fonda-
mentale del caleolo (applicato componente per componente) segue che u € C e
che v = f{u(t),t).

Sia ora E=C(ly, D) con Iy=[tg — Tt + T]. Come osservato nel corso della
dimostrazione del teorema delle funzioni implicite, F & un sottoinsieme chiuso e
non vuoto dello spazio di Banach C'(Iy, R*) dotato della norma uniforme || - jloo.
Su E definiamo la seguente trasformazione

t
vEE = ¢p{v): &(v)(t) = up -l-ft flo(r),7) dr . (8.21)

Per il teorema fondamentale del calcolo @¢{v) € C{fp, K"). Inolire da (8.18} segue
che, per ogni v,w € E e per ogni t € I,

B)(E) - () (1)

t
b

[ [t = pwin). )] ]

A

[ 15,7 = Fa(), ) ]
LT v~ |eo - {8.22)

A

Prendendo 'estremo superiore su [y di tale relazione, si ottiene

lo(v) = (@)oo < LT||o = w]oo - (8.23)

Quindi, poiché per definizione di T, LT < 1, ¢ & una contrazione. Inoltre per come
& stato definito M, perogniv € Eeperognit € Iy sihav(t)e De

1o{w) (1) —uol <

f @), dr] < MT < v (8.24)

Prendendo I'estremo superiore su t € Iy si ha che ||¢(v) ~ upfleo < 7, il che significa

che ¢ manda E in sé stesso. L’asserto segue ora dal teorema delle contrazioni e
dall’osservazione iniziale.

Osservazione 8.9 Usando direttamente lo schema iterativo descritto nella dimo-
strazione del teorema di punto fisso (ma senza usare I'enunciato di tale teorema) si
ottengono stime migliori sui tempi di esistenza locale. 8i pud infatti dimostrare'®
che il Teorema 8.8 vale senza lipotesi TL < 1. Dunque il tempo di esistenza pud
essere definito come T = min{Ts,r/M}.

10Esercizio 8.18.
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8.3 Dipendenza dai dati iniziali

Tl Teorema 8.8 fornisce un’unica soluzione (locale nel tempo) di (8.16). L'unicita
deriva dall’aver fissato il valore iniziale up = u(tp). Quindi la soluzione dipende da
g per sottolineare tale dipendenza, chiameremo @(t;ug) la soluzione di (R.18).
Quindi!

Pltosuwe) =uo , O = flp,t) - (8.25)
Una questione assai importante, anche dal punto di vista pratico, & come di pendono
le soluzioni di (8.16) dai dati iniziali. E’ infatti augurabile che se il dato iniziale
1q & vicino ad un certo valore @, cosi siano anche le relative soluzioni, (2 ue) €
w(t; ), almeno per tempi brevi. Infatti si ha il seguente risultato.

Proposizione 8.10 Date f come nel Teorema 8.8, siano 5 > 0 e Dg C D una
sfera chiusa tali che per ogni @ € Dy esista una funzione C*([to ~ s,%0 + 8], D)
t — @(t; &), che soddisfi Oy = flp;t) e @lte; @) = @. Allora la funzione @ € [ —
@(t:@) & kipschitziana con costante di Lipschity e*lt—tl:

l(t; @) — plt;up)] < eIl — ug| , Yiel,Ya,u € Doy, (8.26)
dove I =[te — s,y + 8]

In particolare {t; @) & continua come funzione di 4. Infatti & facile vedere che
¢ & uniformemente lipschitziana (e quindi continua) come funzione di (1 + n)
variabilit?.

Per dimostrare la proposizione abhiamo bisogno del seguente risultato.

Lemma 8.11 (Gronwall) Sia I un intervallo, §,a € (0,00) e g € C(I) une
funzione confinua e positiva tale che, per un guelche tg € I,

glt) <&+ a[/ltg(r) d‘!‘l \ Yiel. (8.27)
to

Allora, per ognit € I, si ha
gty < deolt=tel (8.28)

118 noti che, sebbene in (8.25) appaia il segno di derivata parziale 8 = 3‘25, essendo ¢ una
funzione di (1 + n») variabili, l'equazione differenziale in (8.23), & naturalmeste una equazione
ordinaria e non una equazione alle derivate parziali, {perché le altre derivate parziali di v non
appaiono nell’equazione differenziale).

12D (8.26), se M = supp,; |f], si ha

4
le(tiu) - pifa) < leltu) - elhu)l + olfie) - ofa) = l'/:atv’(ﬂ wdri +e"°|a - v
t

¢
\/ Flplriu), vidr| +el®|a —ul < |t — M +el®|a - uf.
13
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Dimostrazione Supponiamo prima che ¢ > #;. Sia G(t) Ej;zg('r)df; allora G €

CYI) e G{tg) = 0 ed, in pit, dal teorema fondamentale del caleolo e da (8.27),
consegue

G'=¢g<d+al. (8.29)

Moltiplicando tale relazione per e~ vediamo che essa & equivalente alla disegua-
glianza

(Ge=t)' < ge~ot . (8.30)
Integrando (8.30) tra tg e t e ricordando che G{fp) = 0 si ottiene
e—atg _ e—at
G{tle @t € oo | (8.31)
43
ovvero G < da~{e*(*~t) — 1), Ricordando che g < & + a(, si ottiene asserto
(quando ¢ > tg). Nel caso £ < tg, sl ha che g{t) < 6+ ajt'tog('r) dr, e ponendo,
come prima, G{t) = ft:g(r)df = mjt't“g('r)d'r, si ottiene che ' = g < 6 ~ aG
che & equivalente a (Ge®t) < Je®. Integrando tale relazione tra t e {g, si ottiene
~Ga < 8[e*®=t — 1] da cui segue che g < deolto—t = geolt—tal, I

Dimostrazione (della Proposizione 8.10) Ricordando che risolvere {8.16) & equiv-
alente a risolvere

wu(t) = ug + _[f(u(-r),r) dr (8.32)

e per Uipotesi di lipschitzianeitd di f, si ha, per ogni @, ug € Dy,

+
(6@ — eltu)| = @ up+ [ Flo(r @), 7) — Flp(riup), )] dr!

FaN

|’&-—?.£0|+L

[ o(ri8) — plr ) dr| . (8.33)

La (8.26) segue immediatamente dal lemma di Gronwall. i

Da (8.26) segue che due soluzioni inizlalmente vicine potrebbero allontanarsi Uuna
dall’alira, per t > tg, ad un tasso esponenziale. Ed in effetti tale fenomeno pud
realmente accadere: basti pensare al caso scalare ' = au con a > §. Allora
w(t;ug) = eug e [p(t; ug) —p(t; 0)| = e*ug|. Questa semplice osservazione mostra
anche che la costante lipschitziana in (8.26) & ottimale.

Osservazione 8.12 La Proposizione 8.10 pud essere estesa in vart modi; ad es-
erpio st ha!®

Se f & continua in un intorno di (uq,tg) e se & ¢ — f(x,t) € C*({ug}) allora ¢ &
Ck ('LLD, tg).

13Esgercizio 8.19.
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8.4 Intervalli di esistenza

Consideriamo una funzione f : A ¢ R* — B" ed un punto (ue,ts) € jl Se, in
un intorno di {ug,to), f risulta continua (come funzione di (z,%}) e lipschitziana
(in 2 uniformemente in ¢), sappiamo che esiste una ed una sola soluzione u(t) di
(8.16). A priori tale funzione u(t) & definita solo localmente in ¢ ¢iog in un intorno
sufficientemente piccolo di ¢p. B’ naturale chiedersi “quanto” possiamo estendere
tale soluzione. Pill precisamente poniamo la seguente

Definizione 8.13 Data una funzione f definita su di un insieme A C R™! ed a
valori in R?, definiamo D Uinsieme (aperto) dei punti (Z,t) € A tali che esista
una sfera chiusa D C A centrate in  ed un intervallo chiuso I centratol? in 1,
per cui f € C{D x I) e per cui valga (8.18). Sia {uo,to) € Dy e sin u(t), con
t € [to — 8,t0 + 8] (per un qualche s > 0) una soluzione C* di (8.16); definiamo
It (to;uo) come il pit grande intervallo aperto contenente ty tale che: (1) esista una
estensione C di u(t) o tutto'® I;(fo;uo); (i) per ogni 7 € I(toiuo), (u(7),7) €
Dy,

Se {up,to) € Dy, per il Teorema 8.8 esiste una ed una sola soluzione u € o,
quindi il fatto che per ogni v € If(tp;ue) si abbia (u(r),7) € Dy implica che u
soddisfa Pequazione differenziale v’ = f(u, ) su tutto Pintervallo Iy {to; ue). Quindi
T#(to;ug) & il piit grande intervallo per cui esista una {ed una sola) soluzione di
(8.16). La soluzione u(¢) di (8.16) definita per ¢ € I¢{to; uo) viene a volte chiamata
{a soluzione massimale (rispetto al dato iniziale assegnato).

La seguente proposizione d un criterio sufficiente su f affinché Iy (tp; up) coincida
con tutto R.

Proposizione 8.14 Sia f € C* (R R") e supponiomo che esista una costante
¢ >0 per cus

Ifle, ) <cl+lzl),  Vizt)e R, (8.34)

Allora per ogni {ug, to) € R™! esiste una ed una sola soluzione u € C*(R,R™) del
sistema (8.16).

Dimeostrazione Si osservi che poiché f € C*(R("*V,R*) si ha che Dy = R*¥1.
Fissiamo (ug, to) € R*? e, procedendo per assurdo, supponiamo che Iy(to; ug) =
(a,b) # R ciod che 0 & > —00 0 b < co. Consideriamo il caso b < oo (laltro caso si
tratta in maniera del tutto analoga). Sia w(t) la soluzione massimale su J¢{tg;uo)-
Facciamo innanzitutto vedere che u(t) rimane limitata quando ¢ — b. Poiché u(t)
verifica {8.20), dalla (8.34) segue che |u(t)| soddisfa, per fop <% <&,

lu(t) <d+c¢ i]u(*r)[ dr | (8.35)

to

14Ciod esistono r,8 > 0 taliche = {z: |z —&| <r}, e I =[f - 5,T+ 5]
18 uesto significa che esiste una funzione i € C(J¢(toi uo)}) tale che 4{f} = u(t) per ogni ¢ in
(¢ — 5,to + 8); per semplicitd indicheremo tale estensione ancora con la lettera w.
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con 6 = |ug| 4 (b -~ to)e. Quindi, dal Lemma di Gronwall (con « = ¢) segue che

sup lu(t)] < delt%l=R < 00 . (8.36)
to<t<h
Sia ora P
To=b—ty, L= sup af (x, t}’ (8.37)

Borx{to—To.ta+To]

Fissiamo ¢y < £ < b e @ =wu(l). 51 noti che se
D={z ek : {z-a| <R}, (8.38)
da (8.36) segue che D C Bag e quindi che

sup f(@ )] < e(l+2R)=M . (2.39)
Dx{f—Ty,T+To]

Inoltre, con L definito in {8.37) vale la (8.18). Se scegliamo

R

T= mm{ i 2R

vediamo che le condizioni (8.19) del Teorema 8.8 (con dati iniziali { e u(f) = &) sono
verificate e che T non dipende da @ e t. Prendendo £ tale che b—t < T/2 arriviamo
ad una contraddizione (perché potremmo estendere la soluzione per valori dit > b
contraddicendo la definizione di Iy (tp;u0)). i

Come applicazione consideriamo 1'equazione lineare non omogenea

u' = A{t)u + b(t) , ultn) = wug (8.40)
dove 4 € C(R,Mat(n x n)) e b€ C{R,R") con'®

sup 4@ <« ﬁgglb(t)l <8, (8.41)
per qualche costante o e 8. Naturalmente f(x,t)= A(t)z + b(t) & uniformemente

lipschitziana in z con costante di Lipschitz a: |f(z,t} — f{y,t)| = |A{t){z —u)| <
14D |z - y| < alz — y|. Inoltre, se definiamo ¢ = max{a, 3}, otteniamo

|A(t)z + ()| < A 2] + [bE)] < ala] + 6 < (1 +[2l) - (8.42)

Quindi, per la Proposizione 8.14, esiste per tutti i tempi una ed una sola soluzione
u(t) di (8.40) di classe C*{R).

In particolare, se A & indipendente dal tempo e b = 0, {8.41) & sempre verificata e
possiamo prendere a = |[4)], 8 =0, ¢ = {|4]].

18Ci0e 4 & una matrice n x © i cul elementi di matrice sono funzioni continue su R e & & un
vettore le cui componenti sono funzione continue su R
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Osservazione 8.15 Si noti che la Proposizione 8.14 pud essere facilmente estesa
al caso in cui f non sia definita su tutto R*™!. Ad esempio, consideriamo (8.40)
con A(t) e b(t) continue su di un intervallo aperto (a,b). Allora per ogni £ > 0
sufficientemente piccolo A(t) e b(¢) saranno continue e limitate su [a+¢,b—¢]. Con
ragionamenti analoghi a quelli usati nella dimostrazione della Proposizione 8.14 si
vede facilmente che le soluzioni di (8.40) sono estendibili a tutto (@ +&,b — €] e,
quindi, per Parbitrarieta di £, esse sono estendibili a (a, ).

8.5 Struttura delle soluzioni di sistemi lineari

Consideriamo il sistema lineare omogeneo
v = At , (8.43)

con A(t) matrice (n x n) con elementi a;; che siano funzioni continue su di un
intervallo!” I. In virtll dell’Qsservazione 8.15 sappiamo che le soluzioni di (8.43)
sono definite (ed uniche) in tutto Uintervallo I. Sebbene, in generale, non sia pos-
gibile risolvere esplicitamente sisterni lineari {(a coeflicienti variabili), non & difficile
descrivere la struttura della classe delle soluzioni di tali sistemi.

Se u e v sono due soluzioni di {8.43), lo & anche la combinazione lineare au(t) +bu(t)
per ogni valore complesso delle costanti'® a e b.

Definizione 8.16 % soluzioni di (8.43), vV, w2}, w®, si dicono linearmente
dipendenti in I se esistono k numeri complessi non tutti nulli, a;, az,...,ar tali
che la funzione vettoriole t — Zf:: | a;u (1) & identicamente nulla in I.

Osservazione 8.17 Nel caso in cui (8.43) descriva un’equazione scalare di grado
n, si vede subito che la Definizione 8.16 & eqguivalente a richiedere che la funzione
scalare t — E?=1 aju§" ) {t] (con u(lj H(#) soluzione dell’equazione scalare) & identi-
camente nulla in f.

Osservazione 8,18 Supponiamo che v, ... 1* siano & soluzioni di (8.43),
tali che 2,?:1 a;uld (#p) = 0 per un tp € I e per qualche scetta di costanti ap,..,ax
non tutte nulle. Allora la funzione t — v(t) = Z;?':l a;uld)(t) & soluzione di (8.43)
con dato iniziale nullo, #{fg) = 0. Quindi, poiché anche la funzione identicamente
nulta soddisfa il medesimo problema di Cauchy®®, per "unicitd delle soluzioni del
problema di Cauchy si ha che v =0 in I, ciod vV, 4., ul*} sono linearmente
dipendenti.

177 casi I = R o I = (~o0,b), I = (a, o0) sono ammissibili.

18 | a funzione complessa z(t) = u(t) +iv(t) {con u e v funzioni C1(I,R?), I intervallo di RR) &
soluzione di {8.43) se lo sano sia u(t) che u{t) (il che & equivalente a definire z’(t) = u’ + @’ che,
& sua volta, coincide con i limite del rapporto incrementale limy g Wﬁl con k reale); per

maggiori informazieni sulle funzioni complesse di variabile reale si veda 1.25.
2Ciok (8.43) e ulte) = 0.
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Il prossimo risultato ci dice che non ¢i possono essere pil di n soluzioni indipen-
denti®®.

Proposizione 8.19 Siano uV, w® .. w® n soluzioni indipendenti di (8.43).
Allora per ogni seluzione u di (8.43) esistono a; € C tali che u = E?:l ajuld),

Prima di dimostrare questa affermazione, facciamo delle osservazioni notazionali.
Date n soluzioni u'V, w/®,...,u' di (8.43), formiamo la matrice che ha come
cotonne le componenti delle wt):

U(t) = [, u™] cioe' Uy =ul (8.44)

Allora
AU = Afe®, . ul™] = [4aD, L, Aul?) (8.45)

infatti, se A = (C’.jj)ﬁ {AU)ij = EE=I aikUkj = Eaikugﬁj) = (Au(j)).i. Quindi la
matrice [/ (t} soddisfa

U.' = [U(l)f, ‘",u(ﬂ)'l - [Au(l), ey Au(n)] = AU .

Inoltre, det U # 0 se e solo le soluzioni w1, ..., 4! sono linearmente indipendenti
e per I'Osservazione 8.18 questo accade se e solo se det Ul#p) # 0 per un qualche
tg € I. Infine notiamo che se ¢ € C* allora

Ult)e = zﬂ: cutdl (1) {8.46)

j=1

come si vede subito calcolando la i-esima componente del vettori a sinistra e a
destra di tale relazione.

Dimostrazione (della Proposizione 8.19) Poiché u'!) ..., u{® sono linearmente
indipendenti, per una delle osservazioni fatte sopra, segue che la matrice U(%)
& invertibile per ogni ¢t € 7. Sia u{¢) soluzione di (8.43) con u(ty) = wug e sia
v(t) = Ut)e con ¢ = Ulty)tup. Allora per (8.46) uv(t) & soluzione di (8.43) e
v(ta) = uo. Quindi per 'unicitd delle soluzioni del problema di Cauchy si ha che
v(t) = u(t) perognit € I.

Definizione 8.20 Una matrice U(t) = [u'™, ..., u!™] non singolare® che soddisfi
U' = AU si chiema matrice fondamentale (per il sistema (8.43)); la funzione
wit) = det U prende il nome di “wronskiano” (della matrice U o delle soluzioni
uw'l),....p\™ ); una matrice fondamentale per (8.43) tale che U(ty) = I, (dove I, ¢
la matrice identitd) si chiama soluzione fondamentale di (8.43) (relativa al ternpo
o).

20k goluzioni di (8.43), {ul)}, saranno linearmente indipendents in I se Z:‘;=1 ajutd)(t)y =0
implica che 21 =a2 =..=az =0.
21Ciok con det I # 0.
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Dunque se U & una matrice fondamentale, la soluzione fondamentale di (8.43)
rispetto al tempo tg @ data da V(1) = U{t)U(te) ! ed in termini della soluzione
fondamentale V', la soluzione di (8.43) con u(tg) = ug, ¢ data semplicemente da
V{t)ua.

Osservazione 8.21 Matrici fondamentali, ovvero n soluzioni indipendenti di (8.43)
esistono sempre: siano w7 (t) le soluzioni di

W= A, u(t) = eV (8.47)

dove e} & 1] versore in R” che ha come componenti tutti 0 tranne la j-esima com-
ponente che & 1. L’esistenza e 1’ unicita su tutto [ di tali soluzioni & garantito dal
Teorema 8.8 e dalla Osservazione 8.15. Allora V()= [ulM, ..., ul™] & la soluzione
fondamentale di (8.43}.

Osservazione 8.22 Dalla Proposizione 8.19 e dall’osservazione precedente segue
che Uinsieme di tutte le soluzioni di (8.43) formano uno spazio vettoriele di dimen-
sione n ed una base di tale spazio vettoriale & data da n soluzioni indipendenti
u', ., ul™ (per esempio dalle soluzioni di (8.47)).

L’analisi fatta per i sistemi omogenei pud essere usata per discutere i sistemi
lineari non omogenei

u' = At + b(t) (8.48)

con A(:) e b(-) funzioni continue su I a valori, rispettivamente, in Mat(n x n) ed
in R". Ancora per I’Osservazione 8.13, sapplamo che, per ogni ug esiste una ed
una sola soluzione in tutto Uintervallo I' di (8.48) con u(ts) = ug. Per risolvere
il problema di Cauchy per (8.48) (ciod (8.40)) dobbiamo conoscere la soluzione
fondamentale®® del problema omogeneo v’ = A(t)u ed una qualungue soluzione
particolare di (8.48). Supponiamo infattl che V sia la soluzione fondamentale di
u' = Au e che p(t) sia una qualunque soluzione di (8.48), allora si verifica imme-
diatamente che

ult) = p(t) + V(t)(uo — plto}) (8.49)
& la soluzione di (8.40).

Nel caso particolare in cui 4 sia indipendente dal tempo, la soluzione fondamentale
(relativa a f) & V(1) = et~} e la soluzione di

u = Au+b{t) , u(ty) = ug
& data da y
u(t) = e’“/ e~ ATh(7) dr 4 el yg | (8.50)
to

2253 ricordi che conoscere la soluzione fondamentale V di {8.43) & equivalenie a conoscere una
qualungue matrice fondamentale U essendo queste legate da V(&) = U (k)"
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Esercizi e complementi

E 8.1 Si dimostri che se se u & soluzione di (8.5) allora vale la stima |u(f)] < g el ¥
per ogni t € R

C 8.2 (Equazioni lineari a coefficienti costanti II) Si consideri 'equazione dif-
ferenziale scalare di ardine n a coeflicienti costanti

L=z 4,2 V4 b +agr =0, (8.51)

con a; € R (o anche®® q; € C).
{i) Se

PAYEXN 4 a1 A"+ -+ ayi+ag, (8.52)
& facile vedere che P(\} = det{) — A) dove A & la matrice definita in (8.15). P(A) prende
il nome di polinomio caratteristico dell'equazione (8.51).
(i) Poiche & e = Me* si ha che, se A & una radice {in generale complessa) di P = 0
{ovvero se P(Ag) = 0) allora **f & soluzione di (8.51). Infatti Lie*t) = P(/\o}eht =0
{ii1) 5i dice che Ap & una radice di ordine m di £ = 0 se esiste un polinomio (a coeflicienti
complessi) g(A) tale che P(A) = (A — Xa)"g(A) e g{Xo} # 0.
Allora, se Ao ¢ una radice di ordine m di P = 0, /e 2 soluzione di {8.51) per ogni
0 < j < m. Infatti, se z(t; A) = e aliora

L=z P()\) w o (A - }\D)m.g(’\) :

e Iasserto si ottiene derivando rispetto a A {e calcolando in Ap) tale relazione.

Da (i), (iii} e dal teorema fondamentale dell'algebra®® segue che vi sono n soluzioni
distinte della forma t'e** di (8.51) dove se A & una radice semplice di P(A) = 0 allora
4 = 0, mentre se A & una radice di ordine m < n, allora 0 < § < m,

Se A & una radice di ordine m di P = 0 e se | coeficienti a; sono reali allora anche
A @ una radice di ordine m. Dunque®® L{#e*) = 0 ovvero anche t/e™ & soluzione di
(8.51). Poiché l'equazione (8.51) & lineare si che, se z =t/e*", anche (2 + 7)/2= Re(z) ¢
(z — £)/(24) = Im (2) sono soluzioni. In altri termini, se A=a +13 (con o, 3 € R) & una
radice di ordine m di P = 0, sono soluzioni di (8.51) le 2m funzioni reali #*e®* cos(ft) e
t'e™ sen (ft) per 0 < j < m.

(iv) Poiche le soiuzioni #e™ (al variare di j e ) sono tra loro indipendenti, da § 8. 5
segue che tutte le soluzioni di (8.51) sono delle combinazioni lineari delle funzioni te
(ovvero, nel caso a; € R, sono delle combinazioni lineari di te%% cos(8t) e t7¢** sen (8t)).

E 8.3 Si dimostri 'affermazione fatta nell’Osservazione 8.17.

T 8.4 Dimostrare che se f € (D, R™) con D sfera chiusa in R™, allora f & uniforme-
mente lipschitziana in I e come costante di Lipschitz pud prendersi

- of
L= sup I35 @l (8.53}

23Gj ricordi Is nota 18.

248e P(z) & un polinomio complesso di ordine n, I'equazicne P(2) = 0 ha n soluzioni in C
{contando le molteplicita).

255j ricordi che {e®) = %,
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E 8.5 Si dimostri che le funzioni

[ o, se =<0, 21, set <0,
m(t)z{t:!/??, set>0, (t)'“{ , set >0, (8.54)

sono (altre) soluzioni di (8.10).

C 8.6 (Equazioni a variabili separabili) Si consideri Pequazione differenziale (scalare)

! -
w = flu)g(t),  ulte)=uo, (8.55)
dove f & una funzione centinua in un intorno di ¥p € g € una funzione continua in un
intorno di .

(i) Se f{up) = 0, u{t)=wua & soluzione di (8.55) e se assumiamo in pin che f sia lips-
chitziana in wo, allora u{#) = ug & "unica scluzione di (8.55).

(ii) Assumiamo ora che f{uo) # 0. Poiché la funzione f & continua e la funzione w & ct,
esiste un intorno di £ tale che f(u(t)) # 0 e mantiene il segno di uo. Dividendo, in (8.55)

per flu) otteniamo
!

3%5 = g(t) (8.56)

integrando fra o e t, usando il tecrema del cambio di variabili per integrali in R, e
ricordando che u(tg) = uo, otteniamo

ult) t
u (T) j 1 /
—dy = Tidr . 8.57
[ Fan® = L, T = (857)
D’altra parte la funzione F(u)= J;O m—)dﬂu & Cte Fl{ug) = f(uo) # 0 dunque F &

invertibile. Quindi unica soluzione di (8.55) & data da G(ft;g dr) dove & denota la
funzione inversa i F.

E 8.7 (Equazioni scalari, lineari del prim’ordine) Si dimostri che se a(t) e b(t)
sono due funzioni continue suliintervallo I e ty € I, 'unica soluzione v € €' (I) di

w =althe+d{t),  ulle)=uo (8.58)
& data da ,
uit) = e’ (f e b(r)dr + *uo) (8.59)

dove g(t) = f:ca(r)dr.

E 8.8 (i) Dimostrare che se A & una matrice (indipendente dal tempo), & € (1, K"},
con [ intervallo in R, allora il vettore u(t) definito come

u(t) = et / te"*‘*b(«r)dr (8.60)

tg
soddisfa
o = Au+b, u{to) = 0. {8.61)

{ii) Perché tale metodo non pud essere generalizzato al caso di sistemi lineari a coefficienti
non costanti?
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E 8.9 (i) Sia A= (g g) ¢ si calcoli e
R o o t {0 senT ] ' G ay
(ii) Si verifichi che se G(#) = [ (7’ 0 ) dr, allora GG # G'G e G'e" # (%) #

[eyall
e G
{iii) Si faccia vedere tramite un esempio che Ja formula (8.59) pud non valere per sistemi
lineari in R* con n 2 2.

E 8.10 Siat & I — A(t) una funzione continua dall’intervallo f a valori matrici {nxn}e
sia G(t) = fﬁDA(r)d’r con tg,t € I. Assumendo che G e A commutino, cioé che AG = GA,
si dimostri che I'unica soluzione » € CH(I} di

u = At + b(t) , ulto) = up (8.62)

dove b: I — R* & una funzione continua assegnata & data da

w(t) = % ( f ie-G(ﬂb(Tde + ug) . (8.63)

tg

E 8.11 (Equazioni scalari conservative del second’ordine) Sia V € C*(I,R), I
intervallo di R e si consideri, per z¢ € I, la seguente equazione differenziale del secondo
ordine (e non lineare):

i+ Vizy=0, :E{t.o) =wxo, x(to)=w0. (8.64)
(i) Si dimostri che se
Bit)= 38()° + V(a(h)

denota 1’ “energia al tempo £ della funzione z(t) e se ¢ € (a,b) = x € I & soluzione di
(8.64), allora

E@)=E@#)=zvs +V(zo), VYiteE(ab).

o] -

{ii) Si riconduca la soluzione dell’equazione (8.64) alla soluzione di un'equazione a variabili
separabili (Es. 8.6).

E 8.12 Si consideri 'equazione differenziale
u” + althy +B(u = fit), ter, (8.65)

dove I & yn intervallo aperto di R e a, b e f sono funzioni continue su 1.
(i) Si trovi una soluzione di (8.65) assumende che si conoscano le soluzioni dell’'equazione
omogenes associata

w' ta(t) +b(Bu==0. (8.66)

(i) Si dimostri che tutte le soluzioni di (8.65) hanno la forma
%= ciuy + ot + p (8.67)

dove u; e up sono soluzioni indipendenti di {8.66) e p(t) ¢ una gualunque scluzione di
(8.65).

{iii) Si scrivano esplicitamente {in termin: di f) tutte le soluzioni di (8.65) nel caso in cui
i coefficienti a(f) e b{f) siano costanti: a(t)=a e b{t)=b.
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E 8.13 Sia z(t) la soluzione del seguente problema di Cauchy
E+E+o=ft), 2 =1, #(0)= -1, (8.68)
dove f & una funzione continua su R con fR|f|dt < oo e si trovi, se esiste, il limesqo 2{t).

E 8.14 Sia u il punto fisso della contrazione @, definita in 6.40. Quale equazione dif-
ferenziale soddisfa u?

E 8.15 Si consideri U'equazione differenziale
F+2°+senhe =0, £0)=0, 2(0)=c. (8.69)

(i) Si trovi T" > 0 tale che esista un'unica soluzioue di {8.69) per [t] < T.

(ii} Si denoti con x{f; ) la soluzione di (8.69) per [t| < T e si calcoli il limite litng—o 2(t; @)
per ogni ¢ < T

{iii) Il limite definito al punto (i) & uniforme in ¢ € [T, T]?

E 8.16 Sia y(z) la soluzione di (1 —~ =)y’ = 1+ ~ y, y(0) = 0. Usando 'equazione
differenziale si calcolino tutte le derivate di y(x) in x = 0; determinare il raggio di
convergenza della serie di Taylor di y(z) e si concluda che in un intorno di z = 0 la
soluzione y{z) & analitica.

B 817 SiaT >0esia fe C(4dxRRY, con A aperto di R* e f T-periodica:
flz,t + 1) = flz,¢) per ogni (x,t) € A x R Dimostrare che se z{t) & soluzione di
&= f(z,t}), z(0) = 2o e se 2(T) = x¢ allora z & T-periodica ovvero z(t + T) = z(t} per
ogni ¢.

E 8.18 (Teorema di Picard) Iterando direttamente la mappa ¢ in (8.21), si dia una
dimostrazione del Teorema 8.8 senza usare il teorema di punto fisso. Si dimostri che, in
tal modo, il Teorema 8.8 vale senza I'ipotesi TL < 1. Dunque il tempo di esistenza pud
essere definito come T = min{Th,v/M}.

E 8.19 (Dipendenza C* dai dati iniziali) Si dimostrino i seguenti risultati sulla
dipendenza regolare dai dati iniziali delle soluzioni di equazioni differenziali. Usando le
notazioni del Teorema 8.8 si ha:

(1) Se f e f, sono continue su D x I allora la soluzione u(t) = ¢(t; z) di (8.16) con uo =2
& di classe C' ({z, w0 })-

(ii) Se tutte le derivate di f rispetto a z; di ordine k > 1 sono continue su D x [ allora
la soluzione u(t) = (t; ) di {(8.16) con wo =z & di classe C*({z,u0}).

C 8.20 (Stabiliti in sistemi lineari a coefficienti costanti)

Consideriamo il sistema (omogeneo) di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti

w = Ay {8.70)
con A € Mat{n x n) matrice indipendente dal tempo.

Definizione 8.23 Un punto xo € R” i dice punto di equilibrio per (8.70), se lao funzione
costante w(t) = xo & soluzione di (8.70}.
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Quindi zy & un punto di equilibrio per {8.70) se e solo se Az = 0; dunque 0 & sempre
un punto d’equilibrio per {8.70) e za % 0 & un equilibrio se e solo se xo & un autovettore
di A con autevalore nulio. It problema che ora ci poniamo & come evolvona dati iniziali
wicini ad un punto di equilibrio, ossia come si comportano, per ¢ 3% 1, le soluzioni et
di (8.70), quando il dato iniziate @ & vicino ad wo.

Definizione 8.24 Un punto di equilibrio mo per (8.70) si dice stabile (secondo Liapunov)
se¥ e >0,3d >0 fole che e — o] < £ per agni t > 0 e per ogni | — To| < 4.
Un punto di equilibrio stabile wo si dice asintoticamente stabile se 3 ¢ > 0 fole che
Bmt.mee e = o, per ogni |2 — xo| < 8. Un punte di equilibrio asintoticamente stebile
st chiema enche “aftratiore” per {8.70).

Se x¢ & un autovettore con autovalore nullo, allora fufte (o retta Lo, 2 {520 1 5 € R} &
formata da punti di equilibrio essendo A(sxs} = sAdze = 0. Quindi se esiste un antovet-
tore To con autovalore nullo, non ci pud essere afcun punto di equilibrio asintoticamnente
stabile.

Se o & un punto di equilibric asintoticamente stabile, necessariamente £g = 0 e A non
ha alcun autovettore con autovalore nullo. Inoltre se 0 & asintoticamente stabile, allora
litte oo £tz = 0, per ogni x & R*. Sia infatti & > 0 quello della definizione di stabilith
asintotica, e sia & # 0 un gqualungue vettore di ", allora se poniamo a = —2-;5-;'-, il vettore

ax ha norma uguale a & ed & quindi all'interno della sfera di raggio § centrata nell'origine,
Allora, ettz| = a“1|e"}"(aa:)| 0, 56 £ ~r oQ.

Si noti che, facendo un eventuale cambio di coordinate {(y = z — zo), possiamo sempre
ridurci al caso in cui il punto di equilibrio sia Iorigine.

Se A possiede un autovettore con autovalore avente parte reale strettamente positiva,
allora 0 & un punto di equilibrio instabile: infatti & facile vedere che se Av = Av, allora
ety = eMy. Dunque se Av = Av e ReA > 0, allora per ogni § > (, possiamo trovare,
all'interno della sfera di raggio § attorno all’origine, un vettore w tale che limg o0 le?tw| =
co: basta prendere w = av con & = . In tal caso |e*w] = aletv] = ale™y| =

2jv)*
tRe A

alvle — o0 quando t — oo, B questo dimostra che Uorigine & instabile.

Concludiamo questa discussione con un criterio sufficiente affinché O sia un punto di
equilibrio stabile o asintoticamente stabile.

Proposizione 8.25 Supponiamo che A sie diagonelizzebile e che tutti gli autovalor: ab-
biono parte reale minore o uguele o 0. Allora Uorigine £ = 0 & un punfo di equilibrio
stabile. Se A & diagonalizzabile e tutti gli autovalori hanne parte recle strettamente neg-
ativa, allore x = 0 ¢ asintoticamente stabele.

Dimostrazione Sappiamo che se T € Mai{n x n) & una matrice invertibile; allora
T=1eAT = T 4T, inoltre se D = diag (d1,...,d,} ® la matrice diagonale avente sulla
diagonale i numeri complessi dt,...,dw, allora || Dl = max|d;|- Sia, dungue, T" la matrice
che diagonalizza A: T7YAT = A = diag (M, ..., An). Dalle osservazioni appena fatte segue
che

fe*tull = [TT™'e™TT™"v) = [Te™ 4TI o) = [T T v
< NI N ol = ITHIT ™" I o] masx efReR00,
Da tale stima segue subito I'asserto. i
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In effetti, utilizzando la forma canonica di Jordan, si dimostra in maniera del tutto
analoga la stessa affermazione senza l'ipotesi di diagonalizzabilita per A.

E 8.21 (Corda vibrante con estremi fissi) L’evoluzione dello spestamento verticale
di una corda elastica (di lunghezza, a riposo, unitaria) con estremi fissi, che oscilli (senza
attrito e senza forze esterne) in un piano, soddisfa, in pritna approssimazione, la seguente
equazione differenziale alle derivate parziali

Ups = CPlpe = 0, z €(0,1), t>0, {8.71)
w(0t) =u(l,t) =0, Yix0, (872

dove w = u(z,t) denota la posizione, all'istante ¢ (in un piano cartesiano z, ¥ = u), del
punto della corda che a riposo coincide con il punto {z,y) = {x,0) e ¢ & una costante che
dipende dalle caratteristiche fisiche della corda.

Il problema (classico) di Cauchy per (8.71), (8.72) consiste nel trovare
u e C*{(0,1) x (0,00)) , con u,uy € C([0,1] % [0,0)) ,
che soddisdfi (8.71), (8.72) e le seguenti condizioni iniziali
u(z, 1) = wafz) , ue(z,0) = wle), {8.73)

dove ug € v sono funzioni assegnate (sufficientemente regolari e tali ¢che up(0) = ua(1) =
v0(0) = va(1) = 0). Le codizioni “al contorno” {8.72) si chiamano condizioni di Dirich-
let.

Definiame il seguente spazio di funzieni

Ch (OD)=treC* @I : FOO) = fO) =0V ipaie i<k} . (B74)

$i risolva il problema di Cauchy per (8.71), {8.72) supponendo che i dati iniziali uo e vo
siano di classe C'%, ({0, 1)).

E 8.22 Si risolva il problema di Cauchy per (8.71), (8.72) supponendo che i dati iniziali
up e Uq slano:

(i) w0 = senz, o =0 .

(i) wo = 0, vo = sen’z con p = 1, 3,4,

E 8.23 Discutere il problema di Cauchy per (8.71), (8.72) con ug = sen *rewve=0.

E 8.24 Per una funzione u(z,t) di classe C* si definisce Ienergia al tempo t la
quantiti

1
Eit)= %f (u‘f(x,t) +fug(z, b)) de (8.75)
(]
(i) (Conservazione dell’energia per la corda elastica) Si dimostri che se
w e C2((0,1) x (0, 00)) N C([0,1] % [0,00))

& soluzione di (8.72) allora

dF
Et——ﬂ, vix0 (8.76)
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¢ guindi che E(t) = E(0).

{ii) (Unicita) Si usi il punto (i} per dimostrare che la soluzione del problema di Cauchy
per (8,71}, (8.72) con dati iniziali in CF, & unica.

E 8.25 (Equazione del calore} La temperatura di un filo metallico di lunghezza
unitaria con gli estremi tenuti a temperatura costante, che (per semplicitd) supporremmo
uguale a 0, soddisfa la seguente equazione alle derivate parziali

e — Ktz =0, z €(0,1), t>0, (8.77)
u(0,8) = u(l,t) =0, ¥t>0, (8.78)

dove u(z,t) denota la temperatura al tempo t del punto del filo di coordinata uguale ad
z e k>0 2 la cosiddetta “conduttivita’.

Il problema {classico} di Cauchy per (8.77), (8.78) consiste nel trovare u tale che
we (0,1 x [0,00)) , eon s, e, Ume € C({0,1) % (0,00)) ,
tale che soddisdfi (8.77), (8.78) e la condizione iniziale
u(xz,0) = ue(z), (8.79)

dove uo & una funzione assegnata (sufficientemente regolare e tale che ug(0) = uo(1) = 0).
Le codizioni “al contorno” (8.78) si chiasmano condizioni di Dirichlet.

Si risolva il problema di Caunchy per (8.77), (8.78) supponendo che il dato iniziale uo
appartenga a Oy, (0, 1)).

E 8.26 Sirisolva il problema &i Cauchy per (8.77), (8.78) con dato iniziale o = sen’z
conp=1,2,34.

181



9 Integrazione in R”

In questo capitolo verrd discussa la teoria moderna della integrazione cioé la teoria
di H. Lebesgue. Nella esposizione di tale teoria non verrd seguito Papproccio origi-
nale di Lebesgue (in cui si introduce prima la teoria della misura e poi si definisce
l'integrale) benst seguiremo il punto di vista “funzionale” presentato, per la prima
volta, nel bellissimo trattato del 1952 di F. Riesz e B.Sz. Nagy intitolato “Legon
d’analyse fonctionelle”. Nella sezione § 9.4, per completezza, verrd descritta la
teoria dell’integrazione secondo Riemann,

9.1 Rettangoli in R?

Un rettangolo R in R" e il prodotto cartesiano di n intervall I; C R R =
I X -+ % I,. Esempt di rettangoli in B? sono:

[0:1]25[0:1] x [O:I]E{H":(mlazi) QRE US T < 1305-'52 S 1} ;
[-7,7) x (=L, +o)={e e B2 : = < 21 < w29 > =1} ;
0,1 {3}={zeR:0<e <1,z =3}. (9.1)

Gli intervalli il cui prodotto cartesiano forma un rettangolo vengono anche chiamati
lati del rettangolo. T rettangoli (n ~ 1)-dimensionali che formano la frontiera di
un rettangolo in R™ sono chiamate facce’. I punti che siano intersezioni di n facce
si chiamano vertici. Un rettangolo si dice degenere se ha interno vuoto e non
degenere altrimenti. L'ultimo esempio in (9.1) & degenere essendo uno dei suoi
lati formato dal solo punto {3} = [3, 3] (in dimensione 2 lati e facce coincidono).

Nell’analisi che segue avranno particolare importanza gli insiemi dati dall’unione
disgiunta di un numero finito di rettangoli limitati: tali insiemi prendonc il nome
di insiemi elementari. Se E & un insieme elementare, per definizione, esistono
N < oo rettangoli B; a due a due disgiunti tali che E = U?LIR,-; la collezione di
tali rettangoli, P={R;,...., Ry}, prende il nome di partizione di E. Un insieme
elementare E ammette ovviamente infinite partizioni distinte; date due partizioni
di E, P={R,,..,Rx} e P'={R},..., R} }, diremo che P & pin fine di P’ (in
simboll P’ < P) se per ogni i esiste j tale che R; C R}

Proposizione 9,1 Se A e B sono insiemi elementari in R", lo sono anche AVRB,

ANB e A\B.

L’idea della dimostrazione & agsai semplice: una volta prolettate sugli assi coordi-
nati tutte le facce dei rettangoli la cui unione forma A e B, & chiaro che AU B,
ANB e A\B (se non vuoti) sono dati dall’unione disginnta di rettangoli formati dal
prodotto cartesiano di intervalli aventi come estremi due delle proiezioni contigue?,

1Ad esempio il rettangolo compatic E = [a),b1] X -+« % [an,bn] (con —oc < &; < & < o0)
ha 2n facce: per ogni j tra 1 ed n vi sono due “facce apposte” date da En{z; = a;} e da
EnN -{:Z':j =b;}.

2Tali proiezioni possono essere deflaite formalmente come segue, Sia 4 = U:’;‘l REI) e B =
Ui, &) con R{™ rettangoli di B* (e R{™ 1 R = Bse i j). Sia 1Y = 1 s 1)
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Passiamo alla definizione della misura n—dimensionale (o, plil precisamente, “mi-
sura euclidea n-dimensionale®”) di rettangoli e di insiemi elementari in R”. Siano
Iintervallidi Resia E=1; x ---x I, C R*. Se F & degenere poniamo

mis, E=0, (9.2)
se F & non degenere ed uno degli intervalli I; non & limitatoe poniamo
mis, E=o0, {9.3)

ed infine ge F & limitato definiamo la sua misura come il prodotto della lunghezza
dei suoi lati I; cio® se gli estremi di I; sono a; < by, la misura di E & data da

mis, E = ﬁ(bi —a;) = (by ~—ay) - (by — 1) - (9.4)

i=1

Se E & un insieme elementare e se { Ry, ..., By} & una partizione di £ poniamo
N
mis, E= Zmisn R; . (9.5)
i=1

Osservazione 9.2 (i) La misura di E = I; x --- x I,, non dipende dal fatto che
gli intervalli I; contenganc o meno gli estremi.

(i1} Dalle definizioni date segue che la misura di un rettangolo degenere € zero
anche se uno degli intervalli J; non & limitato; ad esempio mis;{({—1} x R) = 0.
(ili) Considerando l'insieme vuoto un rettangolo degenere (si pensi, ad esempio,
un rettangolo con uno dei lati della forma (a,a) = {z € R:a <z < a}) si ha che
mis, @ = 0.

(iv) L’intersezione di due rettangoli  un rettangolo mentre I'unione di due rettan-
goli, in generale, non lo & Questa osservazione motiva I'tntroduzione degli insiemi
elementari che costituiscono, invece, una classe chiusa rispetto alle fondamentali
operazioni insiernistiche.

(v) La definizione di misura di un insieme elementare E non dipende dalla partico-
lare partizione di E. Supponiamo infatti che P={Ry, ..., Bn} e P={R., ..., R}
siano due partizioni di £. Se R;; sono i rettangoli dati da R; N R;- si ha che
UiRy; = Ry e quindi B = U; ;R;; il che significa che PY={R;; : 1 <i < Ne
1 <7 < M} & unaltra partizione di F ed inoltre? P < P"” ¢ P' < P”. E’ anche
chiaro che

mis, B; = E mis, Rs; | mis, R, = E misy i
3 i

con I'i(;’) intervalli limitati ¢i | aventi per estremi ag.‘) < bgif’). Le proiezioni delle j-esime facce
dei rettangoli sono date dall’ordinamento dei punti P = {aﬁf), bgf) thk=1,21<i< N} (e
naturalmente due punii £ e £ in F; corrispondono a “proiezioni cuntigue” se tra £ e £ non ci
sono altri punti di Py).

% Naturalmente, nel caso » = 1,2,3 tale misura viene piil comunemente chiamata, rispettiva-
mente, lunghezza, area, velume.

4 La partizione P" viene a volte chiamata partizione unione generata da 7 & P'.
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Quindi

Z mis, R; = Z Z mis, R = ZZ misy Ri; = Z mis, R ,
T i J

i i
che & quarto volevasi dimostrare. 1l

(vi) Normalmente, guando non vi sia ambiguita, ometteremo Vindice n dal simbolo
mis, , e denoteremo semplicemente mis % la misura n—dimensionale del rettangolo
n—dimensionale F.

9.2 Funzioni a scalini

Fissiamo un rettangolo non degenere {non necessariamente limitato o aperto o
chiuso) F ¢ B? {ad esempio si pud prendere E = R*). Una funzione f: E — R si
dice a scalini se f ha la forma

AT
f= Zc-ix.qi 3 (96}
i=1

dove N > 1 & un intero, ¢; sono numeri reali, B; sono rettangoli limitati contenuti
in £ a due a due disgiunti e y,,, come al solito, denota la funzione caraiteristica
(o “indicatrice”) deil’insieme B C RK* ovvero x,{(z) = lsex € Re xp(z) =0
altrimenti. E’ chiaro che la rappresentazione (9.6) non ¢ unica (ad esempio x,_, ,, =
X[w1.0) T X(o..;)+ 51 moti che, in particolare, le funzioni a scalini sono limitate® e a
supporto compatto.

Osservazione 9.3 (i) Se R=1I x --- x I,, & un rettangolo con I; infervalli di R
si ha

Xr(®) = X, (@) X, (2n) -
Da tale relazione segue che f & a scalini se e solo se f ha la forma

N
fla)=3" fal@r) -+ finlan) (9.7)
i=1

con fi; funzioni a scalini di una variabile.

(ii) Se f1 e fz sono funziont a scalini si pud sempre supporre che esse siano costanti

sugli stessi rettangoli B; ovvero che fr = T | ) Xn, -

[ Infatti se fi = ZN“‘ c(k}xﬁgkj, sla A= Uy Rt(.k). Dalle definizioni date segue che

=1 i

P = {REM} & una partizione di Ay e se P" denota la partizione unione generata da®
P e P allora fi = Zﬂe.p,, crxy dove cg = Pl

.7, per qualche ¢ e k & seconda che
RePoReP]

5Ricordiarmne che una funzione f: E — R si dice limitata se —co < infxg f <supp f < o0 0,
equivalentemente, supyg | f| < co.
53i ricordi 1a nota 4.
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Definizione 9.4 Dato un rettangole non degenere E C R™ denotiomo con S(E)
la classe delle funzioni o scalind da E inR. Se f = Z?_r__l CiXp, € S(E), si chiome
integrole di f su E il numero

N
/f = Z c; mis, R; (9.8)
E =]

Modificando nella maniera ovvia la dimostrazione nel punto (v} dell’Osservazio-
ne 9.2, si vede subito che la Definizione 9.4 non dipende dalla particolare rappre-
sentazione di’ f. Peril simbolo fE f si usano anche le seguenti notazioni equivalenti

L= [ fs= [ e -deu= [ 16 dy

Dalle definizioni date, dalle Osservazioni 9.2 ¢ 9.3 e dalla Proposizione 9.1 seguono
immediatamente le proprieta raccolte nella seguente®

Proposizione 9.5 (i} L'insieme S{E) ¢ un reticolo ed un’clgebra ovvero, per ogni
f,9 € S(E) e per ogni a € R le funzion?®

sup{f,g}, nf{f.g}, af, f+g, [fg

sono ancora elementi di S(E).
(ii) Liintegrale (9.8) é un funzionale lincare e positivo su S(E) ovvero se f,g €
S(E) e a e b sono numeri reali, allora

f20, Yfiz0. (9.9)

(i5i) Nel caso E=R" Uintegrole (9.8) & invariante per traslezioni ovvero per ogni
T € R* e per ogni funzione a scalini f € S(R™)

L"f(a:) dz = énf(;r: —xq) dz . (9.10)

Si noti che la lineariti e la positivitd implicano che se f e g sono due funzioni a
scalini su F allora

frg = /Efzfﬁg- (9.11)

. N .t . . .
"Sia f = Zi___l CiXp, = Zj:l X s sia P = {Ry;} la partizione unione generata da IR}
e {R;} {ciog Rij = I I"le) e sia Cij = f|Rij il valore di f su Ri.?' Allora Cij = € T €5 BU Re‘j e
¢ misa Ry = ), ey Misn Rij € ¢; misy iy = ¥, €ij misa Rij. Sinoti anche che f =3 7. eijX g, -

8Esercizio 9.1.

® Le funzioni sup{f,g} : = ~ sup{f{x), g{z)} e inf{f, o} : £ — Inf{f(z}), g(x}} prendono il
nome, rispettivamente, di inviluppo superiore ed inferiore delle funzioni f,g.
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Dal punto (i) della precedente Proposizione segue che se f & a scalini lo & anche
|fl = sup{f, —f} e da (9.11}, segue che

Uﬁ,fl = fEVE : (9.12)

9.2 Insiemi di misura nulla

La nozione fondamentale su cui ¢ basata la teoria moderna dell’integrazione &
quella di insieme di misura nulla, nozione che caratterizza esattamente quegli in-
siemi che possono essere trascurati dal punto di vista della misura e della inte-
grazione.

Definizione 9.6 Un insieme @ C R* si dice di misura nulle se per ogni £ > 0
esiste una fumiglia (ol pit) numerabile di cubi'® aperti {K;}jez, tale che!

RclJk;, e Y mis(Ky)<e. (9.13)

izl izl

Ad esempio I'insieme Q% dei vettori # € R" a componenti razionali & un
insieme di misura nulla. Infatti, poiché @* & numerabile QP = {r;};»1 e, dato
g > 0, possiamo scegliere come K il cubo aperto centrato in r; di lato (Ej"z)%.
Atlora mis{K;) = £j % e

S mis(K;) < (3 3}5) e, (9.14)

izt izl
il che & chiaramente equivalente a dire che 7 & di misura nulla.

Osservazione 9.7 (i) Ovviamente un sottoinsieme di un insieme di misura nulla
& di misura nulla.

(ii) Un’unione numerabile di insiemi di misura nulla & di misura nulla.

Dimostrazione di (ii). Sia {Q;};ez. una famigli= numerabile di sottoinsiemi di Rr*
di misura nulla e sia ¢ > 0. Allora per ogni j > 1 esisono cubi aperti IfxfJ ’ tali che
Q; C Ui€Z+K:}j) €D, Inis K9 < #2779, La famiglia {K}ﬂ}i,jez_,_; come & ben noto,
& numerabile ed una numerazione pud essere fatta come segue: definiamo K1 = Ki” €,

per ogni intero + 2 1, definiamo’? K,z =K, Kooy EK,Ei}l,...,KT”,_H =g,

1ONaturalmente un cubo & un rettangolo con tutti i lati uguali; il cubo aperto di centro zo € R*
e lato r & dato da {x € B™ : |z — zoles < 7/2}.

UNgrmalmente, una famiglia (non necessariamente numerabile) di insierni aperti, la cui unione
contenga un insieme (@, si chiama un ricoprimento {eperto) di Q; si ricorda che Zi4 denota
l'insieme deghi interi positivi {1,2,3,..}.

12]a seguente numerazione corrisponde alla numerazione di {(i,7) € £3} fatta considerandu i
quadrati di vertici (1,1), (r +1,1), (r + L,r +1) e {1,7 -+ 1) & numerando successivamente i lati
“ggterni” nel verso che vada (r+ 1,1} a {(r + L,r+ 1) e poida {r + 1,7+ 1) a (1,7 +1).
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K-{r-m Y % EK?‘H). 5i noti che secondo tale numerazione, per ogni

Nz 1, {Kiiy} = (K71 <4, <N} Allora, per ogni N 2 1,

N N7
ZmisKr < ZmisKr = Z mlsK(') = ZZmlsKm
r=1

I‘ 2+,—+)—

r=1 Li<N j=1 i=1l
N oo

BN T
j=1 =l

(iii) Neila definizione di insieme di misura nulla, i cubi possono essere sostituiti da
rettangoli:

O C R" & di misura nulla se e solo se per ogni € > 0 esiste un ricoprimento di ¢ al
pilt numerabile formato da rettangoli aperti la somma delle cui misure non eccede
E.

Infatti; i “solo se” & ovvio {essendo i cubi dei rettangoli speciali). Per verificare il “se”,
osserviamo dapprima che dato un rettangolo R limitato e dato £ > 0 & possibile ricoprire
R con un numero finito di cubi aperti la somma della cui misure non eccede mis R + ¢.
Ora se ¢ ¢ UR; con R; rettangoli aperti e > mis B; < ¢, basta ricoprire ogni rettangelo
R; con cubetti Ki(j} {(i =1,...,N;) tali che > mis Kfj) < mis B, + 27 %¢. 1l ricoprimento
numerabile {K Y} & allora tale che Ei!j mis K < 2¢ e quindi Q & di misura nulla,
(iv) Un rettangolo degenere & un insieme di misura nulla.

Sia R limitato ¢ degenere. Possiamo assumere che, ad esempio, I'ultimo lato sia dato
dal punto [a,a]. Allora esiste d > 0 tale che R ¢ R =[-d,d]* " x {a} e quindi R C
[«d,d]"™! x [(a —&)/(2d)" ", (@ + )/(2d)" ] 1a cui misura & 2¢. Quindi R & di misura
nulla, Se R & degenere ma non limitato si ha che R = U;(B 0N[4, j]") e 'asserto deriva
allora da quanto appena dimostrato e dal punto (ii).

(v) Una caratterizzazione che ci sara utile in seguito degli insiemi di misura nulla
& la seguente:

“Q C R™ & di misura nulla se ¢ solo ge esiste un ricoprimento numerabile di ()
fatto da cubi aperti K; la somma delle cui misure & finita e tale che ogni punto di
() appartiene ad un numero infinito di cubi K;.”

Dimostrazione Assumiamo che ) C U‘>1 K, e z o1 mis K; < oo e sia £ > (. Essendo
la serie a termini positivi e convergente, esiste N > 0 tale che Pe >N mis K; < £ e d’altra
parte ) C U£> ~ i (poiché ogni punto di @ appartiene ancora ad un numero infinito di
cubi, avendone noi escusi solo un numero finito), Quindi @ & di misura nulla.

Assumiamo che @ sia éi misura nulla. Allora per ogni ¢ > 1 esiste un ricoprimento di
2 di cubi aperti ij tale che ijl mis K ;i) < 27, Prendendo l'insieme numerabile di
cubi aperti {K J(-i) ;14,7 > 1} si ottiene un ricoprimento di & con le proprietd richieste.

(vi) Se K ¢ R* & un insieme compatto allora K é di misura nulla se e solo se V
¢ > 0 esiste un insieme elementare che contiene K e di misura non superiore ad .
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Dimostrazione “se”: Sia K= U_f;‘;l R; Vinsieme elementare aperto di misura minore
di & che contenga K. La collezione {R;} non & un ricoprimento aperto di K (poiche
non tutti i rettangoli R; saranno, in generale, aperti), ma ingrandendo di una quantita
sufficientemente piccola ogni lato di ogni rettangolo By & possibile trovare rettangoli
aperti R; O Ry tali che'® ZJ. misg fij < 2¢ il che implica che F & un insieme di misura
nulla.

“solo se”: Sia {R; : ¢ € N} un ricoprimento di K con R; rettangoli aperti e tale che
3 ivp misn Ry < ¢, Poiché K & compatto esistono 21,..,ty tale che K C U; Hi; e ovvia-
mente ZLI mis, R, < 2. L'insieme B = Uf‘;l R;, &, per la Proposizione 9.1, elementare

e 'asserto & dimostrato. I

Una proprietd importante degli insiemi di misura nulla & che 'immagine di un
insieme di misura nulla, secondo una trasformazione “sufficienternente regolare”,
¢ ancora un insieme di misura nulla:

Proposizione 9.8 Sia @ C B* un insieme di misura nulla e sia F: @ -+ R una
funzione uniformemente lipschitziana su Q. Allora F(Q)) & un insieme di misura
nulla.

Dimostrazione Dato £ > 0 esiste un ricoprimento di cubi aperti, {K;}, di @ per
cui Y mis K; < £ e possiamo assumere che K; N # 0 per ogni j (altrimenti
eliminiamo semplicemente K;). Fissiamo un x(f’% € K; N @ e chiamiamo ry il lato
di K cosicché mis(Kj;) = r. Definiamo K} il cubo aperto di centro F (z49)) e lato
v z=2Lr;, dove L & la costante di Lipschitz di F' su @ rispetto la norma | - | su
E", ciod: |F(x) — F(y)]eo < Ll — yleo per ogni z,y € Q. Allora F(K;NQ) C Kj,
infatti se z € K; N Q, si ha che |z — 2Y9| < r; e quindi |F(x) ~ Fla)], <
Liz— 2| < (Lry) = r}/2, ovvero F(z) € K. Quindi {K} & un ricoprimento di
F(Q):se y € F(Q) allora esiste z € ( tale che y = F(x), ma, poiché () & ricoperto
dai cubi K, esisterd un cubo K, che contiene z, ma allora K i, contiene y. Inoltre

S mis(Kj) =Y (2Lry)" = (20)" Soef = 2Ly mis(K;) < (20)"%
J

(9.15)
e dall'arbitrarieta di £ segue ’asserto. |

Osservazione 9.9 (i) Tale risultato non vale pill se assumiamo F' semplicemente
continua: in 9.9 di fine sezione viene dato un esempio (la cosiddesta “curva di
Peano”) di una funzione continua F: 7=[0,1] x {0} C K* = B? la cui immagine
sia tutto il cubo unitario [0,1]* e quindi trasforma il segmento I che ha misura

BDato ¢ > 0, se ¢ e d sono 1 due estremi di un qualunque lato di Ry, il corrispondente lata di

R; sara {¢— o, d+ o). Prendendo ¢ sufficientemente piccolo la misura di R; sara arbitrariamente
vicina alla misura di Ry.
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(bidimensionale) nulla, nel cubo (quadrato) unitario che ha misura (bidimension-
ale) uguale ad uno.

(ii) Un corcllario della Proposizione 9.8 é:

Ogni spazio affine!* A C R™ di dimensione m < n & un insieme di misura nulla.
Infatti: V" = {x € R" : &m+1 = ... = 1o = 0}, per il punto (iv) dell'Osservazione 9.7,
& un insieme di misura nulla. Sia ora V un sottospazio vettoriale di R" di dimensione
m < nesia A=zo+V per un qualche zo € B*. Sia {v'*?, .., v'™} una base per V e
sia {v™+ . v} un completamento di tale base in B* (ovvero {v™*,...,v!™} & una
base di B*). Sia T la matrice (n x n) avente come i-esima colonna il vettore v, Se
V" & definito come sopra, si ha che V' = TVJ® e quindi, se F(z) = a0 + T, segue che
F(V§*) = A. Daltra parte F & una trasformazione lipschitziana di R® e quindi dal fatto
che V{* & di misura nulla e dalla Proposizione 9.8 segue che anche A & un insieme di
misura nulla.

9.4 L’integrale di Riemann in R

Discuteremo ora la teoria classica della integrazione secondo Riemann in'® R".
I paragrafi successivi saranno indipendenti dal contenuto di questo paragrafo (a
parte, naturalmente, nei punti in cui si confronterd l'integrale di Lebesgue con
quelle di Riemann).

Sia E C B un rettangolo limitato e non degenere.

Definizione 9.10 Una funzione f: E — R s dice integrabile secondo Riemann
se per ogni € > 0 esistono due funzioni a scalint fi, f» € S(E) tali che

fl@) < f@) < hlz) YeeE, e _[E(fz—ﬁ)ss- (9.16)

In tal coso st ha'®

sup ff- = inf f 2, 9.17
{fHLESENf<f}VE ' {fz€8{E}: fo2 f} Efl ( )

e tale numero ¢, per definizione, l'integrale (di Riemann) d&i f su E e si denota [ f.
L’insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann su E si denota con R(E).

Osservazione 9.11 (i} Poiché le funzioni a scalini sono limitate, dalia definizione
data segue che se f & integrabile secondo Riemann su E allora f & limitata su £.
(ii) Chiaramente ogni funzione a scalini & integrabile secondo Riemann {ed il valore
dell’integrale di Riemann coincide con la definizione data precedentemente).

Y gy sottoinsieme A ¢ R® si chiama spazio affine se esiste un zo € B® ed un sottospazic
vettoriale ¥V di R® tale che A = ¢+ V {ovvero per ogni a € 4 esiste v € V tale che a = xo+v).

15Per una breve discussione dell’integrazione di Riemann in una variabile si veda 0.1.

18%iano 31 e sp | membri, rispettivamente, di destra e di sinistra di (9.17). Da {9.11) segue che
81 < 82 e da (9.16) segue che sg — 31 < fE(fg — f1} € ¢. Dall’arbitrarieta di = segue (9.17).
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(iii) E’ utile, a volte, formulare Dintegrabilita secondo Riemann in termini della
“oscillazione”. Sia f 1 4 C R? — R e sia D ¢ R® un insieme tale che DN A # §;
si definisce 'oscillazione di f sull’insieme D la quantita

osc{f, D)= sup f~ inf f= sup |f(z)—fy)i. (9.18)
DA Dna zyEDNA

Se z € A si definisce V'oscillazione di f in = la quantitd

ose (f,2) = fof osc(f, Ba(a)) = inf ( e fw- l{éf(y)) :
yedi|ly—2 Ny
(9.19)

Dunque, la continuita di f in = & equivalente a: per ogni & > 0 esiste & > 0 tale
che osc(f, Bs(x)) < £; o anche: f & continua in z se e sclo se osc(f,z) = 0.
L'integrabilitd di f su E & equivalente a: per ogni ¢ > 0 esiste una partizione di
E, {R,..., Ry}, tale che

N
Z osc(f, R;)mis By < €. (9.20)
i=1

Infatti se vale (9.20) scegliamo 6;1) = infg, f e c§2) = supg, f e se

N
=y, (9.21)
j=1

si ottiene immediatamente Uintegrabilitd di f su E. Viceversa se f & integrabile
secondo Riemann su E, esistono f; € S{F) per cul vale {9.16). In vista del punto
(ii) dell’Osservazione 9.3, fi e f» possono essere scelte in maniera tale che siano
entrambe costanti sugli stessi rettangoli R; di una opportuna partizione di 2. Da.
tale scelta segue (9.20).

(iv) Dalle definizioni date segue facilmente che i punti (i) e (iij della Propo-
sizione 9.5 valgono anche nel caso in cui S(E)} venga sostituito da'” R{F); dunque
anche (9.11) e (9.12) valgono per f € R(E).

1l prossimo risultato (dovuto a Lebesgue e a Vitali) caratterizza completamente
la classe delle funzioni integrabili secondo Riemann. Sia £ C R" un rettangolo
limitato (e non degenere).

17 Bsercizio 9.2. Ditnostriamo, a titolo d’esempio, che sup{f, ¢} € R(E) se f,g € R(E): dato
& > 0 siano f1, f2,51,92 funzioni a scalini in Ftaliche fi £ f < fr, e S g S gz e JE(fz -
H) <cee L,(gz ~ ¢1) < ¢ Dalla Proposizione 9.5 segue che le funzioni ¢ = sup{fi.g1} ¢

1 = sup{fa, g2} sono a scalini; incltre ¢ < sup{f,g} < ¥. Dal punte (i) dell’Osservazione 9.3
possiame assumere che f1, f2,91,82, 9, siano costanti sugli stessi rettangoll. Sia R uno di tali
rettangoli e supponiamo che fa > ga su R. Allora wa} —pl < fR(fg — f1). Infatti se fi > g1 8i

ha che [ (¥ — ) = [,(f2 = fi)imase g1 2 fisiha [ —v) = fo(f2—a) < (o = 1)
Naturalmente se gz = f2 su R allora J'R(tb -¢) & fR(Qz — g1). Sommande su tusti i rettangoli
si ha che fE (¢ — ) € 2¢ che eguivale ali’asserto.
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Teorema 9.12 (Lebesgue, Vitali) Una funzione limitata f : E CR* = R ¢
integrabile secondo Riemann su E se e solo se U'insieme dei punti di B in cui fé
discontinua & un insieme di misura nulla.

Osservazione 9.13 (i) In particolare le funzioni continue sonc integrabili su ret-
tangoli compatti. Data 'ovvia importanza di tale affermazione ne daremo ora una
dimostrazione diretta (ciod senza invocare il teorema di Lebesgue-Vitali).

Sia f una funzione continua sul rettangolo compatto £ C R* (quindi f & uniforme-
mente continua su F). Dato € > 0 esiste § > 0 tale che |f(z) ~ f(y)] < ¢/ mis E
per ogni ,y € E con |z ~ y| < §. Sia ora P una qualunque partizione di E in
rettangoli By (j = 1,..., N) di diametro'® non superiore a 4. Se fi, & come in {9.21)

& chiaro che f, e fp verificano (9.16) e guindi che f & integrabile secondo Riemann
su E.

(ii) Nelle stesse condizioni del punto (i), se f @ abbastanza regolare [ad esempio
f € CHE)] allora & possibile dare una semplice stima dell’errore che si commnette
nell’approssimare Vintegrale di f con (opportune) somme finite. Pill esplicitamente,

—1
sta, f € CY{E) (non identicamente costante), sla d = ¢ ((mis E)supg |Vf|) , 5ia

{R;}1<j<n una partizione di E con diam(R;} < 4, e siano, infine, zY) punti
arbitrariamente fissati in R;. Alloral®

‘[Ef(:c)dw—g:lf(w(j))mis}%jl = i

M’z

' / (@) - £ do)

[ @)~ F@)de
Ias

i

M%‘ﬁ

<

Ii

1
< (sup|\7f|) misFE <e¢ .

Questa asservazione &, di solito, alla base del caleolo approssimato degli integrali
fatto dai computer.

Dimostrazione (del Teorema 9.12) Chiamiamo D(f) l'insieme dei punti di £ in
cui f & discontinua ed osserviamo che se @;={x € E : osc{f,z) > 1/j} allora

D(f) = U; @;. Ricordando il punto (it) dell’Osservazione 9.7, & sufficiente dunque
dimostrare:

“f & integrabile su E «<=> @Q; & un insieme di misura nulla per ogni 3”.
Si noti che J; & chiuso (e quindi, essendo @; € E, & compatto).

Dimostriamo “ == ”: Siano j,¢ > 0 allora esiste una partizione finita di E in

rettangoli R; tale che 37, osc(f, Ri)misR; € £/j. Sia R={R; : Bi N Q; # B}

183Pgr 1a definizione ed alcune proprieta de! diametro si veda 6.25.

'98i ricordi che {f{z} - f(y)] = flv’f(y +te —y)) - (z - y) dt| £ (supg [V FDlz —yl-
o
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(cosicché, se R € R allora osc(f, R) > 1/7). Allora

Z misR=j Z mi;.R <j Z osc(f,RimisR<e.

ReR ReR ReTl

Se N = #7, prendendo dei rettangoli aperti Kz D R tali che mis K £ mis R+
¢/N siha che @; C Upen Kr € Lper mis Kr < 26, Dunque Q; & un insieme di
misura nulla (punto (iil) dell’Osservazione 9.7).

Dimostriamo ora “<=":Sla¢ > O esia j > 2/¢ e sia @ = ;. Poiché @ & di misura
nulla esiste un ricoprimento numerabile di @ formato da cubi aperti K tali che
3 mis K; € €. Essendo () compatto esistono Ky, ,...,K;, che ricoprono @ (e ovvia-
mente S5 mis (;, < ¢). Sia D la chivsura di (E\J;., Ki,). Per ogniz € D s
ha ose (f,#) < 1/§ < &/2. Per ogni & € D sia C(z) un cubo chiuso di centro z tale
che osc{(f,C(z)) < £ {'esistenza di tali cubi deriva dalla definizione di oscillazione

e dal fatto che osc{f,z) < £/2). Chiaramente | J . &‘(z;) D D e quindi esistono

Cy,....Cx, con C; =C(2'9) per qualche 9 € D, tali che D C 8‘1 UU(?‘N
Costruiamo ora una partizione (finita) di £ in rettangoli R in maniera tale che o
R ¢ K, per qualche Ji oppure RN K;, = B per ogni h: chiamiamo R; Pinsieme
dei rettangoli che verificano la prima alternativa, Ry I'insieme del rimanenti ret-
tangoli e R = Ry |JRz. Da tali scelte segue che E = Jpepn i, Dogen, MisR <€
e osc(f, R} < e per ogni R € Ro. Quindi

Z osc(f, R)mis R Z osc(f, R)ymis R + Z osc (f, R)mis B

ReR ReRq R&eRe
2sup|fle+emisE . |
o

[Fal

FAN

Definizione 9.14 (Misura di Peano—Jordan) Un insieme A C E (con E rei-
tangolo limitato e non degenere) si dice misurabile secondo Peano—Jordan se la
funzione caratteristica di A, x,, ¢ integrabile secondo Riemann su E; in tol caso
si definisce la misure (secondo Peano-Jordan) di A come

mis,, A= / Xa - (9.22)
E

Si noti che se 4 & un insieme elementare tale definizione coincide con quella data
in § 9.1 [si veda (9.5)]. Dunque la misura di Peano-Jordan & un’estensione della
misura euclidea.

Dal Teorema 9.12 e dal fatto che Pinsieme di discontinuitd di una funzione carat-
teristica di un insieme A coincide con la frontiera di*® A segue che

Proposizione 9.15 Un insieme A C R* ¢ misurabile secondo Peano-Jordan se
e solo se la frontiera di &4 & un insieme di misura nulle.

208i veda i} punte (iv) della Proposizione 5.2.
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Osservazione 9.16 (i) Dal punto (vi} dell’Osservazione 9.7 e dal fatto che la
frontiera di un insieme limitato & compatta segue che la precedente Proposizione
pud essere riformulata cosi : A C R® & misurabile secondo Peano-Jordan se e solo
se'V £ > 0 esiste un insieme elementare di misura non superiore ad ¢ che contenga
d4.

(ii) Dal punto (iii) dell’Osservazione 9.11 (ciot dai punti (i) e (ii) della Propo-
sizione 9.5 nella versione per funzioni integrabili secondo Riemann) segue che®!: se

A e B sono insiemi misurabili secondo Peano-Jordan allora lo sono anche AN B,
AUB e A\B.

(iii) Non & difficile verificare che?? se A & un insieme misurabile secondo Peano-
—_ O
Jordan, lo sono anche A, A e DA,

(iv) Naturalmente esistono insiemi di misura nulla che non sono misurabili secondo
Peano-Jordan: ad esempio §@"* n E {con E rettangolo limitato) & un insieme di
misura nulla non misurabile secondo Peano-Jordan?®?. Perd®*: se A & misurabile
secondo Peano-Jordan allora A & di misura nulla se e solo ge mis, A = 0.

Costruiamo ora “induttivamente” una classe di insierni in R® misurabili secondo
Peano—Jordan particolarmente importante per le applicazioni. Tale classe verrad
denotata con A™ ed i suci elementi saranno chiamati insiemi C'—normali. In una
dimensione A coincide con gl intervalli limitati {come, ad esempio, (—1,2]). Per
n > 2, N & dato dagli insiemi della forma

B={z, ) eR" ! xR: a(z) <y < A=), Ve e A}, (9.23)

dove 4 £ N™! e @ < [ sono due funzioni uniformemente continue su A; i segni
di “<” in (9.23) possono essere sostituiti (uno o entrambi) con “<” ed il ruolo
della variabile y pud essere sostituito da quello di una qualunque® z;; a volte, un
insieme come in (9.23) viene detto normale rispetto all’asse delle y.

La dimostrazione che gli insiemi C'-normali siano misurabili secondo Peano-Jordan
& basata sul seguente

Lemma 9.17 (i) Sio A un insieme limitato di R"™! e sia o : A — R una funzione
uniformemente continua su A. Allora il grafico di o, Go={(z,y) € R xR:
y = alz) perz € A} & un insieme di misure nulle,

(ii) Se Q@ C B*™! ¢ un insieme di misura nulla allora, per ogni ¢ < b, @ x {a,b] é
un insieme di misura nulle in R®.

7281 osservi che X unp = XaXp: Xavs = Xa + X8 — Xansr Xavs = Xall —Xa)

22Esercizio 9.5.

BEsercizio 9.6.

MEgercizio 9.7.

25ad esempio {{z,y} € R® : —e¥ < x < €%, ¥y € (—1,4]} € N?; sl ricord] che le funzioni
uniformemente continue su di un insieme A limitato coincidono con le restrizioni ad A di funzioni
continue su A.
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Dimostrazione (i): Sia E' un rettangolo limitato di R"~! contenente al suo in-
ternc A. Datog > Osiad > 0 tale che |a(z)—a(2')| < ¢/ mis,—; E' perogniz, 2’ €
A con |z ~2'| < §. Sia ora { R, ..., Ry} una partizione di E’ tale che diam R} < 4
per ogni i e siano {R] } tutti i rettangoli della partizione con intersezione non
vuota con A: c]uaramente AcC UJR Se a; = mfRf rnaceb = supR, n4 @, siha
che |b; —aj| < e. Siano ora R; = R} x [ay, 3] E’ chiaro che G C UJR_; ed inoltre
3o, misy By = 30, (mis,—y R J)(b ;) < (gf misp_y B') Y (misp—1 B} ) < &
Poiche UJRJ & un insieme elementare, dal punto {vi) del’Osservazione 9.7 segue
the G, & un insieme di misura nulla.

(ii): Sia ¢ > 0. Se {R]} & un ricoprimento di rettangoli aperti di @ tale 3, mis, ) Hj
<eese Rj=Rj x (a—1,b+1) allora {£;} & un ricoprimento di rettangoh apertl
di @ x[a,b]e 2 misy By = 37, (mis,—1 B}}(2+b—a) € (2+b—a)e i che equivale

a dire che @ x {a, b] & un insieme di misura nulla in B™. |

Proposizione 9.18 Un insieme C-normale & misurabile secondo Peano—Jordan.

Dimostrazione Per induzione su n. Per n = 1 & vero. Sia n > 1 ed assumiamo
’asserto vero per 1,...,n — 1. L’asserto per n deriva immediatamente dalla Propo-
sizione 9.15 e dal lemma precedente osservando che, se B & un insieme C—normale
come in (9.23), allora®®

8B = {(,a(e)) : 2 € AU{(w, Ba)) - 2 € T)U{(z.9) : © € DAealz) <y < A},
(9.24)
dove « e 3 denotano le estensioni a tutto A delle funzioni date®’. 1

Passiamo ora a discutere 'integrazione di funzioni su insiemi misurabili:

Definizione 9.19 Sizc 4 C E un insieme misurabile secondo Peanc-Jordan con
E rettangolo limitato di B . Una funzione limitate f : A = R si dice infegrabile
secondo Riemann su A se la funzione definita come

falz)= { g(f) o ;‘: (9.25)

¢ integrabile secondo Riemann su E. In tel coso si pone

/AfEfEfA : (9.26)

Chiaramente tale definizione non dipende dal “rettangolo di riferimento” E. La
classe fondamentale (dal punto di vista dell'integrazione secendo Riemann) & la
clagse delle funzioni continue. In tale ambito diimostreremo i due seguenti risultati.

26Egercizio 9.8.
278 veda la Proposizione 5.13,
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Proposizione 9.20 Sia A C E un insieme misurabile secondo Peano—Jordan con
E rettangole limitato di R® e sia f : A = R une funzione limitata e continua.
Allora f é integrabile su A.

Proposizione 9.21 Sic B € A" come in (9.23) e sie f : B = R una funzione
uniformemente confinua. Allora la funzione

B(z)
veds o= [ fewdy, (9.27)
(@)

¢ una funzione uniformemente continua e

ff _.,-[ f /:(a: flz,y) dy)da:. (9.28)

Osservazione 9.22 (i) Poiché la funzione g{z) = J;g((:;) flz,y) dy definita nella
Proposizione & uniformemente continua sullinsieme 4 € N la formula (9.28)
pud essere iterata riducendo il calcolo dell’integrale n—dimensionale fB J al calecolo

suceessivo di n integrali unidimensionali,
(i) Se By....,Bn sono insiemi disgiunti in /™, e f & uniformemente continua su
By U+ U By, dall’additivita dell’integrale di Riemann segue che®®

N

= . .29
/f;'lU---UBNf Z ij ( )

=1

Esempio 9.23 (i) Calcoliamo Uintegrale di f(z,y) = e*~¥ sul triangolo T = {(x,y)
ER?:z>0,y>0ex+y<1}. Osserviamo che T & un insieme C-normale {sia
rispetto all’asse delle ¢ che all’asse delle y) essendo, ad esempio, T' = {(z,y) : 0 <
y < 1—zconz e (0,1)};inoltre f & continua su B? ed in particolare & continna
sulla chiusura di T; dunque f & uniformemente continua su 7. 5i ha allora

1-x ! 1z 3e? —2e+1
i :/ f e ¥y d:z::/ e® f e Vdylde = ——— .

(ii) Calcoliamo ia misure n—dimensionale dell'insieme S, ={z ¢ K" : 0 < 2y <
Ty < -+ < 2, }. Linsieme S, & C-normale essendo {ad esempio) S, = {z € R :
0 <z < zg con (Ta,....2Zn) € Sp—:}. Quindi, iterando n volte la formula (9.28),
si ha

misn Sy, :[ (/mdml)dmg---dxn:[(-»-(f;a(fomdm;)dmg)--.)dwn,

1
- [(n—l dmﬂ:a'

285i osservi che, nel presente caso, fp = fg, + -+ FBp-
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Dimostrazione (della Proposizione 9.20) Sia E un rettangolo limitato di riferi-
mento contenente 4. Dal punto (i) dell'Osservazione 9.16 segue che esiste un in-
sieme elementare (che possiamo assumere) aperto Eg =1 R C E taleche 0A C Ey
e mis By < e. Sia {R}} una partizione dell'insieme elementare E\Ep tale che
diam R} < & per ogni j. Dato & > 0 sia § > 0 tale che ifle)—fly)| <esex,y€ A
e |z — y! < 6. Si osservi che, per ogni j, 0 R} C A° (e quindi osc(fa, R}) = 0)
oppure R} C A (ed in tal caso osc{f, R}) < e poiché diam R} < d). La collezione
di tutti i rettangoli R{ e R} costituisce una partizione, {Ry},di E e

> osc(fa.Re)misa Ry = > osc{fa, Ri)misy Re
k

RyCA
+ Z osc (fa, Ri) mis, Ry,
RxCEo
¢ mis, A + 2sup|fie,
A

1A

i} che implica lasserto®. M

Dimostrazione (della Proposizione 9.21) Cominciamo col dimostrare che g ¢
uniformemente continua su A. Dato £ sia 8 > 0 tale che, per ogni z,2' € A con
|z - z'| <& e per ogni (z,y),(¢',y) € Beon |z —2'| <dely—y| <4, siabbia

la(z) —a(@) e, 18k) - BE) e, |flay) - i@y <e.

Sia M = supg |f|, a= infaa, b=sup, F e sia X(2,4) = Xy 000y (¥)s (81 noti che
—oo < a<b<oo, M <oo) Allora, se [z — 2’| € d si ha

2(x) Alz')
f Ha,yydy ~/ f(x’,y)dy|
af{x} a{z')

| e et ) — faeaidy + [ (a0} = xte st )i

< (b — a) + M{jalz) - ala)] + () ~ B} < e{(b~a) +2M} ,

o0

il che prova 'uniforme continuita di g.

Si osservi che dalle Proposizioni 9.18 ¢ 9.20 segue che f & integrabile su B e g &
integrabile su A.

Sia E= E' x [a,b] un rettangolo limitato che contenga al suo interno B (ovvero
A C E einfsa > @, supyd < b). Dato e > 0 sia 0 < § < ¢ tale che:
(a) If(ﬂ':,y} - f(x,:yf)] < € se (xwy)u($f=y’) € B con l(may) - (‘T:,y’N < '5; (b)
lg(z) — g(z")| < € se z,%' € 4 con |z — 2’| < 4. Siano {R;} una partizione di E' e
{I;} una partizione di [a, §] tali che diam R; < &, diamI; < é e diam (R;x ;) < &
per ogni i e j. Poiche OB e J4 sono insiemi di misura nulla, esistono due insiemi

2951 ricordi la (9.20}.
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elementari Ey C E ¢ E} C E' che ricoprono, rispettivamente, 08 e dA e di misura
(rispettivamente n ed (n — 1) dimensionale) inferiore ad &. Usando l'idea della
dimostrazione della Proposizione 9.1 possiamo assumere che i rettangoli R che
cosituiscono Eq abbiano la forma R’ x I con R’ rettangolo in B e I intervallo
di [a,b]. Prendendo partizioni unioni ed eventualmente raffinando le partiziom
ottenute possiamo costruire partizioni P’ = {R}, P, ={[;} e P = {Ry;} di, rispet-
tivamente, B, [a,b] ed E, i cui rettangoli abbiano diametro inferiore a d e tali che,
se denotiamo con Ro={R € P: RNEB £}, Ri={R P : RNHA # 0}, allora

Ry=Rix1I;, 3 missR<e, > misa1R <e,
ReRg R}

osc(fp,R) <z YReP\Ro, osc(ga,R) <e VR e P\R§ .
Scegliamo, per ogni i ¢ 7, +9 € K} e ) ¢ I,. Allora®

‘]Bf ) ZJ fa(z, g misn Ry | = | ZJ fa (fata,) - fa (9,49 ) dody|
< Z/”‘fs(ﬁ'?a’y) - fB(:c(i),yu))}da:dy

=X f!fB*fB{r(” ¥+ Y /fg—fB &,y

ReRa REP\Rq

< (2M + (mis, E))E—:—cls. (9.30)

In maniera del tutto analoga si trova
f Zgu; )Y mis,—; R I ( 23up|gl + mis, - 1E)E—C2€ {(9.31)

E ancora, osservando che nel caso unidimensionale si hanno al pilt due intervalli
I; tali che I; N da, b # B e che tutti gli intervalli di P, sono lunghi al pit § < ¢,

9a6?) = 3 Jatet, ) mis £y = |3 [ £ - F5, 4]
_ ),
i Z/lfB(‘”( ~ fu(z\,yWidy < (ZM +{b~a )5—635

{9.32)
Mettendo assieme (9.30), (9.31) e (9.32) ed osservando che

Z Fel@'?, y'9) mis, Ry; = Z Fe(@™, ¢\ ) (misp—1 R;)(misy I;)
id

- Z (Zfﬂ(ﬁm y(J) )mis; [ ) mis,—) £; ,

3031 osservi anche che er dzdy = misy Ry; = (misy_1 B;)(misy I;).
i
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si ottiene
- - E P08 )Y mis B
|[3f //;91 = ..Lf ij Tty mis fy

+l Z Fa(z, vy mis, Ry; — Z ga(z'9) mis R}
0 i

+! > ga@)mis By - fy‘ < cqe
, A
1
dove cg = ¢ + ¢z + ez(mis,—; A, Dall’arbitrarietd di ¢ segue la tesi. |

Osservazione 9.24 Come nel caso unidimensionale (si veda 0.1) Vintegrale di
Riemann pud essere esteso a funzioni non limitate o a domini non limitati. Sia
E ¢ R* un rettangolo qualunque e sia f : £ — R. Diremo che f & integrabile
secondo Riemann su F se data una successione arbitraria di insiemi misurabili
secondo Peano-Jordan {E;} tali che Ex C Epyy, Ex C E e UpEy = I si ha che
J & integrabile secondo Riemann su Iy e sup, fEki fl < oo, In tal caso esiste il
limg 500 fEk f. non dipende dalla scelta degli E; e tale limite definisce l'integrale
di Riemann di f su E, fE f. Se esiste solamente il limgqp fE& I, [ verrd detta
integrabile secondo Riemann in sense improprio. Tale definizione estende auto-
maticamente anche la misura di Peano-Jordan ad insiemi non limitati. Ad esem-
pio linsieme A={(z,y) € B2 1z > 0,e 0 < y < e”"} & misurabile secondo
Peano-Jordan®? e Area A = limy_.oo Area (4N {0,&] x [0,1]) = lim Lke“‘”dm =1

9.5 Funzioni £!

In questo paragrafo “costruiremo”, tramite opportuni lmiti di funzioni a scalini,
la classe delle funzioni integrabili secondo Lebesgue che denoteremo con L' (o
pill precisamente con £(E) indicando esplicitamente l'insieme di riferimento su
cui si considera 'integrazione). Tale classe estende l'insieme delle funzioni integra-
bili secondo Riemann e soprattutto permette di introdurre uno spazio funzionale
completo (uno spazio di Banach che denoteremo con L') rispetto alla norma data
dall’integrale del modulo.

Definizione 9.25 Diremo che une proprietd P wvele “guasi ovunque in 4 C
R™ * (in breve: g.o. in A) o “per quasi tutti gli z € A7 se esiste un nsieme
Q C A di misura nulle tale che P vale per ogni © € A\Q; Uinsieme @ viene detle
“eccezionale” (rispetto alla proprietd P ).

Ad esempio®® 1 — x. . & una funzione q.o. strettamente positiva e Uinsieme ec-
cezionale & dato da (.

31Per ogni B C E misurabile secondo Peano—Jordan con E rettangolo limitato si ha che ANE
& un insieme C—normale e quindi misurabile € cosi & Pinsieme AN B ={ANE}N B.

32 4 yolte la funzione caratteristica dei vettori a componenti irrazionali 1 — Xan viene chiamata
“funzione di Dirichlet”.
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Il seguente risultato & alla base della costruzione delle funzioni integrabili secondo
Lebesgue.

Fissiamo un rettangolo di riferimento non degenere F C R* (ad esempio E = R*).

Proposizione 9.26 Sia {fx}r>1 una successione monotona non decrescente®® di
funzioni in S(E) e tale che supys, [y fr < o0, Allora fi converge quasi ovunque
. 34 —_

et B

Dimostrazione Innanzitutto, sostituendo eventualmente la successione {fi } con
la successione { fy— f1} possiamo assumere che f; > Operognik > 1. Sila@={z €
E : supy fi(z) = +0c}: la tesi & equivalente a dimostrare che @ & un insieme di
misura nulla. Denotiamo le funzioni a scalini f;, con

Ny
fk'"_—' chk)xﬁzm ' (9‘33)
i=1 i

dove R\ ¢ E sono rettangoli limitati a due a due disgiunti. Sia Q"= |, , BRSH_
Poiché Q' & di misura nulla (essendo unione numerahile di facce di rettangoli ovvero
di rettangoli degeneri), basterd dimostrare che @ = @Q\Q' & un insieme di misura
nulla. Sia M = supy, [ fi. Fissato ¢ > 0, sia Ex={x € E\Q' : filz) = M/}
Chiaramente Ej & unione finita di rettangoli aperti (e limitati) e, se chiamiamo
R Vinsieme di tali rettangoli, si ha @ C Uy Br = U, Ugen, B- La funzione fi &

. . I k .
costante su ogni i € Ry, e, se chiamiamo cﬁq) tale valore costante, dalle definizione

date segue che

M .
— Y misR< Y & mis R < /fk <M. (9.34)
€ E
ReRyg ReRy,
Essendo {f;} non decrescente, si ha che Ex = | Jg.5, R C Uﬂem+1 R=Fpy, e
dalla Proposizione 9.1 segue che Agyr; = Ep1\ Bk & unione disgiunta di rettangoli
limitati: chiamiamo Ry, Pinsieme di tali rettangoli. Dunque (9.34) implica, per

ogni k > 1,
k
Z misR+z Z mis B < Z misR<e. (9.35)

ReER, Jj=2 RER; RER

In conclusione {R,, RS, RS, ....} & una collezione numerabile di rettangoli aperti
la. cui unione contiene @) e la somma delle cui misure [per (9.35)] non eccede .
Dunque ¢ & un insieme di misura nulla.

Introduciamo ora una classe di funzioni “intermedia”, definita da limiti q.o. di
funzioni a scalini soddisfacenti le ipotesi della Proposizione 9.26, e su tale classe
definiamo Uintegrale di Lebesgue:

3B0gsia frqy1(2) > fu(z) per ogni z € £
34 Jusia esiste un insieme @ C E di misura nulla tale che la successione numerica {fi(x}}
converge per ogni © € EA\Q.
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Definizione 9.27 F(E) ¢ lo classe di funzioni f per le quali esiste une succes-

sione monotona non decrescente di funzioni in S(E) tali che supy fpfi < 00 e f(x}

= .ulim Jela) per x quasi ovungue in E; per tali funzioni f definiomo integrale di
N 00

Lebesgue su E la quantits

[Efz i /Efk = sup /Efk . (9.36)

Affinché tale definizione sia ben posta bisogna verificare che il numero definito in
(9.36) non dipenda dalla particolare successione {f} ma soltanto dal suo limite
{limite che & definito quasi ovunque ossia a meno di un insieme di misura nulla).
Tale verifica segue immediatamente dal seguente

Lemma 9.28 Siano {fi} e {gn} successioni non decrescenti di funzioni in S(E)
convergenti g.o., rispettivamente, o due funzion® f e g. Se sup, fpge < o0 e

f < g q.0. ollora
lim ffk < lim fgk. (9.37)
k—oo g k—oo Jp

Assumendo la validitd di tale Lemma, se®® f e Fe S 3 fa T feSoau T f
(con supy fpfx € supy [pgx finiti) possiamo applicare it Lemma {con f = g q.0.)
scambiandeo il ruolo di fi e gr, per cui

li, [ 5 Jm foo< im [ £,
k—oo fg k—oo Jg k—oo fB
e da tale relazione segue I'uguaglianza dei limiti che definiscono lintegrale di f.

1l Lemma 9.28 & a sua volta una semplice conseguenza del seguente

Lemma 9.29 Sia {fi} wna successione non crescente di funzioni non negative in
S(E;. Allora

ftd0 qo inE <> Jim f fi=0. {9.38)
¥ e OO E

Dimostrazione (del Lemma 9.29) Cominciamo con © == ": Siano fi, date come
in (9.33), le funzioni a scalini tali che fx 1 0 q.0. in E. Sia Fo = U‘:;ll Rgl). Poiché

35 (Jgsia esiste ) C F di misura nulla tale che my o fi{Z) = f e limp o0 g6(z) = g per ogri
x € E\G.

3% Qualora non vi sia ambiguiti ometteremo l'indicazione esplicita dell’insieme £ su cui sl
sta integrando nella notazione di F(E) e di altre classi funzionali che consideremo in seguito.
Dora in pol useremo anche le seguenti notazioni standard: “f; T f" denota una successione
monotona non decrescente di funzioni che converge alla funzione f ossia fi{x) € frea(z) VA2 1
e limy_, o0 fi{2) = f(2); “fx T f q-0. in E” significa, come gia dettn, che la successione monotona
non decrescente {fi ()} converge per x € E\@ per un opportuno insieme di misura nulla &;
analogamente fi, | f denota una successione monotona non crescente di funzioni che convergono
alla funzione f.
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Ej & limitato esiste d > 0 tale che Fy C [—d/2,d/2]". Inoltre tutti i rettangoli Rgm
su cui le fi possono essere strettamente positive sono contenuti in £y. (Jsserviamo
anche che se M = SUP{lgiSM}C&U = sup fi allora fi < M per ogni & > 1. Sia

(o Vinsieme di misura nulia su cui f non convergea D esia Q@ ={o U Ui’k 3R§k),
che, per il punto (ii) dell’Osservazione 9.7, & anch’esso un insieme di misura nulla.
Fissiamo ¢ > 0. Essendo @ di misura nulla esiste una collezione R; di cubi apertila
cui unione ricopre @ e la somma delle cui misure non eccede €. Per ogni « € E\Q,
fr{z) | 0, quindi esiste un intero k(z) tale che fy,(z) < e. Sia R{z) U pi
grande rettangolo aperto contenente @ su cui y — fi(,)(¥) sia costante e sia R
I'insieme dei rettangoli R(z) al variare di z € E\(}. Chiaramente | Jper, g, £ ©
un ricoprimento aperto di Eq e, per compattezza, esistono IV rettangoli A; € Ry U
R che ricoprono Eg. Cambiando eventualmente nome a tali rettangoli possiamo
assumere che per 1 < ¢ < j, R; € Ry mentre per j +1 <1 < N, R; € Ry. 5i
osservi che > 0_ mis R; < £, mentre i rettangoli ; per 7 > j sono della forma
R; = R(z'"} per un opportuno =¥ € Fo\@. Sia ko = supy;pi<icny E(z(D) e si
noti che fy,{x) < ¢ per ogni x € R;;; U---U Ry. In conclusione, per ogni k > &g

si ha
[ fws [ g fro
E Eqy R1U"'UR;. Rj+1U---URN

J
< MZmisR,-+E/ 1 <e (M+dY).

i=1 Eo

(Fal

La dimostrazione di <= & molto simile alla dimostrazione della Proposizione 9.26:
se Q' denota 'insieme di misura nulla J, , dR™ basta dimostrare che l'insieme
{z € E\Q’ : limsup fi(z) > 0} & di misura nulla. Tale insieme coincide con |J; @,
dove Q; ={z € E\Q' : limsup fr{x) > 1/j} e dunque bastera mostrare che (J; &
di misura nulla per ogni § > 1. Dato e > U sia % tale che [fx<efjperognik> k.
Chiaramente

Qic{zeB\Q': 3k>keon file) 21/} =J U R,
k>k RER,

dove Ry & una collezione finita di rettangoli aperti e disgiunti contenuti in E ¢ su
cui fi assume un valore costante non inferiore a 1/(27). Quindi per ogni & > &

1
53 Z misRSfkai = Z mis R < 2¢ . (9.39)
J ReRa & d RER.

Essendo {fi} non crescente, si ha che Ex = |Jger, B O Uper,,, A= Eis1, €
dalla Proposizione 9.1 segue che Ay = Ex\Eg41 & unione disgiunta di rettangoli
limitati: chiamiamo Ry, 'insieme di tali rettangoli. Dunque (9.39) implica, per
ogni k > 1,

k
S misR+Y. Y misR< » misE< 2. {9.40)

ReER5 =2 RE'R‘,} RERy,
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In conclusione {R,R%, RS, ...} & una collezione numerabile di rettangoli aperti
la cui unione contiene @4 e la somma delle cui misure [per {9.40)] non eccede ¢.

Dunque ¢; & un insieme di misura nulla. |

Dimostrazione (del Lemma 9.28) Per ogui j fissato definiamo la successione di
funzioni a scalini kg = sup{f; — gx ., 0}. Poiché (q.0.) g > f > f;, sl ha che hy J 0
q.0. e quindi, per il Lemma 9.29, lim fEhk = (}. Da cib segue

= i > 1 —g)= | f -
0 kliygofjshk_klin;oflg(fj gk) Lf; k;ﬁ;fEQk,

e ciod, per ogni §, [f; < lim fgi. Prendendo il limite per j che tende ad infinito
in tale relazione si ha 'asserto.

Osservazione 9.30 (i) Dal Lemma 9.28 segue che se fy 1T f {g.0.) con f € S(F)
e se sup, [ fr = +oo allora f ¢ F.

Infatti se per assurdo fosse f € JF allora per definizione esisterebbe una successione di
funzioni a scalini g« T f g.0. con sup,, fgk < +oo ma allora dal Lemma 9.28 (con g = f)
seguirebbe che lim [ fi < lim fg < co.

(i) Dalla definizione di F e dalla Proposizione 9.5 segue immediatamente che

se f,g € F e se a & un numero positive allora le funzioni af, f + g, sup{f, g}
appartengono anch’esse alla classe F ed inoltre

[@n=aft. @20 [u+o = [r+ [o0 @

[Ad esempio se fe T fege T g (con fr,gr € S) allora hy = sup{fi,gx} € S e
hk T Sup{f;g}]

(iii) Se f € F e f > 0 allora esiste una successione di funzioni a scalini fr T f con
fe 2 0.

[Infatti se S 3 g¢ 1T F & una sucessione che definisce f basta prendere fi =
sup{g, 0}].

(iv) Le funzioni integrabili secondo Riemann su E (rettangolo limitato di R}
coincidone q.0. con le funzioni f tali che sia f che — f appartengono alla classe
F(E) v pil precisamente se f € R(E} allora f e —f & F{E); viceversa se [
e —f € F{E) allora f coincide q.0. con una funzione g € R(E). Inoltre, sulle
funzioni integrabili secondo Riemann, I valori degli integrali secondo Hiemann e
secondo Lebesgue coincidono.

Dimeostrazione Se f : E — R & integrabile seconde Riemann, dalla Definizione 9.10

segue che, per ogni intero positivo k, esistono due funzioni gi, ky € S(E) tali che gi <
F < hyin Ee fE(hk — gi) < 1l/k. Senza perdita di generalitd, possiamo assumere
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che {gx} sia monotona non decrescente & {fr} sia monotona non crescente®”. Per la
Proposizione 9.26, poiché, per ogni k, fgk < fhl < oo (essendo gy £ f £ A1), esiste
un insieme & misura nulla ¢ ed una funzione g € F tale che g T g in B\ e tale
che Uintegrale secondo Lebesgue di g & dato da lim fgk; ma per come era stata scelia la
successione {gx} tale integrale coincide anche con quello di Riemann. D'altra parte, per
il Lemma 9.20 applicato alla successione non crescente di funzioni a scalini non negative
(Rt = g) i cui integrali tendono a zero, si ha che esiste un insieme di misura nulla ¢
tale che (hy — gz) = 0 in F\Q2. Se  denota l'insieme di misura nulla €, U @2, per
z € F\Q, i numeri g(z) e f(z) appartengono all'intervallo [gr(x}, hi(z}] la cui ampiezza
tende a 0 per k — oo. Dungue, mandando k ad infinito, si deduce che f(x) = g{z) per
ogni = € E\Q e quindi che f = g g.o. in F, il che significa che f € F. D'altra parte
poiché anche ~f & integrabile secondo Riemann si ha anche che —f € F. Viceversa se
f & una funzione tale che f,—f € F allora esistono fi, gx a scalini ed un insieme Q di
misura nulla tale che fi(z) T f(2) e ge(z) L f{z) per ogni ¢ € E\Q. Si noti che poiche
gk — fr } 8 g0, per il Lemma 9.29, f(gk — #1) =+ 0. Poniamo fi = fi su E\Q e =0
su (); f: fsuE\Qe f= supy, fe su @ chiaramente f = f q.0. Inoltre fo < f<gsu
Ee f(g;c - fk) = f(g,:; — fx) = 0 ovvero f(-': R(E).

(v) Daremo vra un esempio di una funzione f € F che non & integrahile secondo
Riemann anche se modificata su di un insieme di misura nulla®®. Si noti che (per
il punto precedente) —f ¢ 7 e dunque F non & uno spazio vettoriale.

Siano BE={~1,1]" e Eo=[-1/2,1/2]". 8ia 0 < v < 1 e sia {r;} una numerazione dei
vettori in R" a componenti razionali in Ep: {r; : j 2 1} = @' N Eg. Sia K; il cubo
aperto centrato in r; e di lato 4277 e sia A= U; K; ¢ E. Poniamo f=x, = funzione
caratteristica di A,

Dimostriamo che f € F(E): sia Ay = ULIKJ- e fe=x,, . Chiaramente A = U;d,
fr € S(E), fr t f in E ed incltre

k

k
. _ TN" 7"
/Efk <Y misk; =3 (2—3) <=l (9.42)

j=1 ==t
Durnque f € F(E).
Dimostriamo ¢hie f non & integrabile secondo Riemann su E:se g € S{E)eg> [su E

allora g > 1 su Eqg (poiché g > 1 su ' N Ey). In particolare se S 3 g 2 f allora Jo=z1
Draltra parte se S 3 h < f, poiché v < 1< (2* — 1)1/*, da (9.42) segue che

hgffs Y<i
frs [ 5

Dunque sup,< s nesy fh. <MY - 1) <1< infygy rges) J g it che significa che f non
¢ integrabile secondo Riemann.

37Basta infatti sostituire eventualmente gy e hy con le successioni gy e fy definite da: §1 = g1,
gx = sup{ges Gr-1} @ h1 = f1, by = Inflhg, Re—

38La funzione di Dirichlet f =1 — x_ su [0, 1] non & integrabile secondo Riemann su [0, 1] ma,
d'altra parte, f =1 q.0. in [0, 1].
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{vi) F non & nemmeno un’algebra: in generale, f € F non implica che ffer
come segue dal seguente esempio:

Consideriamo la funzione f(z)=1//z su E={(0, 1]. Definiamo, per ogni intero k positive,
la seguente funzione a scalini: dividiamo (0,1] in 2% intervalli 1{% = ((i — 1)/2%, /2]
(i=1,..,2%) esu Iﬂ.(k) definiamo il valore di fi come inf ) f. Chiaramente fi T f in E.

1

1
. = — < 3.
/%fi»_\[{mfk"kh/_‘%ﬁdw3

Dungue f € F(E) D'altra parte se g= f* = 1/x e se g, sonc funzioni a scalini su E
definite in maniera analoga a quanto fatto sopra (ciog il valore di gr su T ,-(k) & dato dallo
inf_,(k) g) si ha di nuovo che g T gsu E, ma

1
/gk:jf }-da:::(k—l)logQ.
o4 L

Proay

Inoltre, per ogni k > 1

Quindi il sup,, ngk = 00 e, per il punto (i) di questa Osservazione, g = f° ¢ F(E).

Siamo pronti a definire le funzioni integrabili secondo Lebesgue che non sono altro
che differenze q.0. di funzioni in F:

Definizione 9.31 L1(E) ¢é la classe di funzioni f : E = R per le quali esistono
due funzioni fi, fo € F(F) tali che § = fi — f2 q.o. in E, Per tali funzioni f
definiamo Uintegrale di Lebesgue su E come

Lf:[gfl“"/gfz. (9.43)

Di nuovo dobbiamo controllare, affinché la definizione sia ben posta, che il numero
definito in (9.43) non dipenda dalle particolari f; e f; ma solo dalia loro differenza
(q.0.). Ma questo & ovvio: se f & anche data (g.0.) dalla differenza gy —ge con g; € F,
allora si ha che (per il punto (ii) dell'Osservazione 9.30) fi + g2 = fa+ g1 € F
{I'uguaglianza, come al solito, vale q.o. in E) e quindi f{fi + g2} = [(fo +g1).
Poiché (nuovamente per il punto (i) dell’Osservazione 9.30) l'integrale della somma
& uguale alla somma degli integrali si ha che [fi — [fo = fo1 — [g2. Questo
argomento mostra anche che:

Pintegrale di Lebesgue di due funzioni in £'(E) che coincidano quasi ovunque
agsume lo stesso valore.

Raccogliamo nella seguente Proposizione alcune semplici proprieta della classe
delle funzioni integrabili secondo Lebesgue.

Proposizione 9.32 Nelle seguenti affermazioni L' denota £1(E).
(i) L' & uno spazio vettoriale e Uintegrale di Lebesgue ¢ un operatore lineare e
positivo su LY:Vae R Y fge Ll af € LY, frge Lt evale f[(f+g) = [f

+fg;se L1 3 f >0 {g0) allora [f >0,
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(ii)Le parti positive e negative®® f,, f. e il modulo |f| di una funzione f € L}
appartengono o LY. Se f,g € LY allore sup{f, g}, inf{f, g} € £L.

(i) Se f € L' e [plfl =0 allore f =0 go. in E.

(iv) Per ogni f € L' esisie una successione di funzioni a scalini {fr} tale che
e = fqo e o |f—fl =0

(v) Lintegrale di Lebesgue & invariante per traslazioni ovvero per ognixg € R ¢
per ogni f € LH(R™)

[ flx) der :A flz ~ m) d . (9.44)
Rn nn

Osservazione 9.33 (i) Si noti che dalla linearitad e la positivita dell'integrale
segue che se f,g € L1(F)

f<glgo) = [EfS/Eg.

Dunque, poiché & f < |f|, si ha anche che {per ogni f € £*}

7= s (945

(i) Se f € L' e f > 0 (q.0.) allora, per ogni e > 0, esistono f; € F tali che: f; > 0
(q.0), f[foseef=fi~fa

[Infatti, dalla definizione di £ segue che esistono due funzioni g € F tali che f = g1 — g2
e dalla definizione di F segue che esistono gék) ~+ gi (g.0.) con g}’” € 5 e tali che
fgi = sup jkgfk) Sia k tale che [g2 — ¢! < & Le funzioni f; saranno allora date da
fi=gi— 95"

(iii) Se F' & un rettangolo contenuto in E e se f € LY(E) allora [ ¢ CLHE'),

fx, el{E)e
L= [

[Sege F(E)ese S(E) 3 gi T g allora x g € S(E) exg o T Fsul (exg g0 Txg f
su F).]

(iv) 1l punto (iv) della Proposizione $.32 & ovviamente equivalente a
VfEﬁl(E},VE>OHQES(E):]|f—g|£€. {9.46)
B

Infatti, s1 pud anche assumere che supp (g) sia contenuto in®® E (basta sostituire
i rettangoli su cui g & diversa da zero con opportuni rettangoli leggermente pia
piccoli).

3951 ricorda che f4. = sup{f,0} e f.. = —inf{f,0} cosicché f+ > 0, f = fo—Ff-e|fl = frt+f-.
40par chiarezza: se £ = (0,1}, la funzione X1y € S(E) ma il suo supporto [0,1] non &

contenuto in £,
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Dimostrazione (della Proposizione 9.32 escluso il punto (i) che verrd dimostrato
al punto (iii) dell’Osservazione 9.35) (i): La tesi & conseguenza immediata della
definizione di £! e delle proprietd di 7. [Ad esempilose f = fi — focon fi € F e
sea € R allora af = g, ~ g2 dove g; = af; 5e 2 > 0 mentre se a < 0, g1 = {—a)fz
e g2 = (~a)fi].

(ii): Se L' 2 f = fi — facon f; € F allorasup{fi, fo} € T e

fe =sup{fi, fa} - fo, J-=supl{fi, fo} - f

da cui segue che fi € £! ¢ quindi (per (i) ed essendo | f| = f4.+f—) anche | f| € £},
Inoltre se f,g € £, osservando che

sup{f,g} =(f —glx +g,  inf{f,¢} = —sup{-f,~g},

si che anche sup{f, g} e inf{f, g} appartengono a £1.
(iv): Sia f = g — h con g,h € F e siano gx T g e Ay T h (con gy, hy € S). Se
fizgr —hpalora |f~ fil =g—ge+h—hp e

/If—mmfg—-gk + fh*—hk—)[).

(v): Chiaramente basta dimostrare l'asserto per funzioni f € F(R™) e per tali
funzioni asserto & conseguenza del punto (iv) delta Proposizione 9.5.

9.6 Teoremi sull’integrazione di limiti

La potenza (e la bellezza) dell'integrale di Lebesgue & particolarmente apprezabile
nello scambio tra l'operazione di limite e quella di integrale. Cominciamo con un
risultato fondamentale che, in particolare, mostra come sostituendo le funzioni a
scalini con funzioni pit complicate {in £!) non si ottiene una classe funzionale piu
ampia di £

Teorema 9.34 (Convergenza monotona di Beppo Levi) Sia {f} une suc-
cessione non decrescente di funziond in L*(E) tale che supy, [ fi < 0. Allora esiste
f € LY(E) tale che fr T f g.0. ed tnoltre [g|f ~ ful = 0.

Naturalmente da [[f — fi] = 0 e da (9.45) segue immediatamente che

i fnefref s

Dimostrazione (del Teorema 9.34) Nel corso della dimostrazione tutte le disu-
guaglianze vanno intese quasi ovunque in E. Dimostriamo prima il teorema nel
caso particolare in cui fi € F (mel qual caso otterremo che f € F}. Assumendo,

dunque, che f, € F, per ogni k esisteno gs(;k) 1 fr (per § = oo) con gj(ik) ESe
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Jfe =sup; [ gﬁk), Sia gr = sup ;< g}f ). Chiaramente {g¢} & una successione non
decrescente di funzioni a scalini. Inoltre, per ogni § < &, si ha che gg ) < fi € fe
e dunque (prendendo il massimo su j < k) gr < fr & for < [ fr <supg [fr < o0
Da queste osservazioni segue che esiste f € F tale che g 1 f e sup Joe = [F.

Draltra parte, per k<, g( ) < < g; < f e quindi (prendendo il limite per j — oo}

fr < f. Quindi, es.bendog;c <fr<fsihache i Tf(qo)e fgu < ffe < [f da
cui {prendendo Uestremo superiore su k)

ff<hm/fk ff,

Poiché fi < f, fIf = ful = ([ f ~ [fr) = 0.
Passiamo al caso generale in cui fi € £!. Sia gy = frp1 — fx cosicché g > O e
fe=f1+ %2} g;. Dalle ipotesi segue che

/;igj:/.fk “/flfsgpffj+/|f11<oo.

Dunque la serie numerica a termini positivi 3. [g; ¢ convergente. Per il puntao (ii)
dell’Osservazione 9.33 si ha che, per ogni &, esistono due funzioni ¢, € F non
negative tali che ¢, < 27% e gi = ¢y — ¥%. Quindi ¥ [y < oo e, per quanto
osservato prima (ed essendo Z‘f p; = Zi” 9; + Z: ¥;), anche 37,y fo; < oc.
Ora Ei” Wy e E"l‘ Y, appartengono a F (pu.nto (i), Osservazione 9.30) e quindi
per la prima parte della dimostrazione Z;‘ wi Ty €Fe Eil” v Ty € Foed
. ) ) k-

inltre 37,5, fo; = fv e Zyoy [ = [w. In conclusione, fi = fi + PIERETIES
Ek 11,!')3 —)f1+€,£?—’41')61:1 e

ffk=ff1+§saj~»§wmffl+fa,o—fw:ff,

1

il che {essendo f ~ fi > 0) & equivalente a [if — fe| = O. [ ]

Osservazione 9.35 (i) Chiaramente, un enunciato equivalente al Teorema di con-
vergenza monotona & Se fr € £l e fi t f € LY, allora [|f — fu| = 0.

(ii) Un corollario immediato del teorema di convergenza monotona & il seguente
utile eriterio sull’integrazicne termine a termine di serie di funzioni:

Siauy € £ e supponiamo che la serie numerica ¥, fluy| converga. Allora 2?21 uj
converge (per k — 00) qo. e fu; = [ 3 uy.

[Infatti app]ica.ndo il teorema di convergenza monotona alle funzioni* f° = Ef(u—f Ja sl

ha che fh tfresle ffk — ffi e quindi ¥ u; = Z(u —; ) converge q.0. ¢ la tesi
segue.]

41Come al solito, {1;)+ denotano la parte positiva ¢ la parte negativa di u;; sinoti che 0 € fF

eche [fF <3 [lush < <.
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(iit) Dimostrazione del punto (iii} della Proposizione 9.32: Sia f € L' con
J1f| = 0 e poniamo ui = f per ogni k € Z,. Poiché ¥ flu] converge (a zeroj, per
il punto precedente Ef:l u; = kf converge q.o. e quindi f = 0 q.0. (nei punti in
cui f(z) #0, k[ f(2)l = o0). N

(iv) Se fr € L' e f T f (q.0.) esup [ fi = oo allora®® f & L.

11 teorema forse pill importante e con pill applicazioni dell'intera teoria & il seguente
teorema dovuto a Lebesgue.

Teorema 9.36 (Convergenza dominata) Assumiamo che la successione { fy}
di funzioni in LY(E) converga g.0. in E e che esista una funzione g € L1(E) tale
che |ful < g (g.0.). Allora fr, — f € LY(E) e [|f = fel = 0.

Dimostrazione Dati k ed j, sia g,(f) = sup{f;, ... fi+r} © hj inf{f;,.. ,f_.,_..;h}

Per il punto (ii) della Proposizione 9.32, g(" h(J cLlele SUCCEbSIOIII {gk bzt e
{- h(J)}wl 50110 monotone non decrescentl. Inoltre da lg(3}| <ge |h t < g segue
che sup,, f a7 ) < Jg esap, f(- RY) < [g. Quindi, per il teorema di convergenza,
monotona esistono g;, h; € L' tali che (per k — oo e j fissato) g(J) tgielle
—hg;') T —hy € LY (e, ovviamente [ig;], [|h;] < fg¢). Dunque g; = sup{fi: k = j}
e hy = inf{fx : k > j} sono funzioni di £' che, al variare di j, formano delle
successioni, rispettivamente, non crescente e non decrescente. Infatti, img; =
limsup f; = lim f; (q.0.) e limh; = liminf f; = lim f; (g.0.). Dunque, per il
teorema di convergenza monctona {essendo h; T f, suph; < f g<oo) feLle

JIf —hy] = 0. Applicando lo stesso ragionamento a —g; 1 ~ f st ottiene che anche
flf~ gji —3 0 e quindi (osservando che g; > f; > hy)

0s [-n)= [ + [t-r) =0

Poiché sia f;(x) sia f(z) appartengono (q.o.) all’intervallo [h;(z}, g;{x)] segue che

Jii-s51< [ -my—o. W

Alcuni coroliari immediati del Teorema di convergenza dominata (o della sua di-
mostrazione) sono i seguenti.

Lemma di Fatou Sia {3} una successione di funzioni non negative di £L! tale
chesup [fi < oo e fy = f (qo.). Allora f € L' e [f <liminf [ f.

Dimostrazione Sia hi definita come nella dimostrazione del Teorema di convergenza
dominata, ovvero hy = inf{f;, > k}. Ripetendo Pargomento usate prima, essendo
0 < hi < fr, si ha che ky € L, he T f. Inolere, per ogni 7 2 0, hy < fryy e dunque
fhk < ffk+1' da cui segue che

fhk S limillfffk+j - liminf\/'fg .
J=roa k— oo

425; confronti tale affermazione con il punto {i) dell’Osservazione 9.30.
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Dal Tecrema di convergenza monotona segue allora che f € £' e che [f = limhy <
lim inf f fi- |

La seguente affermazione di un eriterio sull’appartenenza a LU di limiti q.o. di
funzioni fi £ £ (senza fare alcuna ipotesi sulla successione ma solo sul limite):

Proposizione 9.37 Sia fr, € LY, fi — f (q0.) e |fi < g€ £, Allora f € L.

Dimostrazione Basta applicare il Teorema di convergenza dominata alla succes-
sione definita come gy = inf{g,sup{fr, ~g}} (csservando che ¢ = g se fr > g,
wr = fr se |fr| < gepp = —gse fr < —g e dunque che gy ~+ f q.0.).

Il Teorema di convergenza dominata ha innumerevoli applicazioni. A titolo di

esempio, concludiamo questo paragrafo con un risultato sulla derivazione sotto
segno di integrale che estende la Proposizione 5.47.

Proposizione 9.38 Sic E C R* un rettangolo, I C R un intervallo aperto e
f: ExT = R una funzione che verifichi le seguenti ipotesi: per ogni y € I,
fl,y) € LYE); per quasi tutti gli @ € E, f(z,-) € C'(I); esiste una funzione
g € LHE) tale che |f(z,y)| < g(x). Allora la funzione F(y) = [pf{z,y)dz & di
classe C*(I), fy(-y) € LHE) e F'(y) = [pfylz, y)da.

Dimostrazione Tissiamo y € [ e sia {h;} una qualungue successione di nu-
meri diversi da 0 tale che h; — 0. Sia fi(z) = (f(w,y R f(:c,y))/hj. Dalle
ipotesi su f segue che f;(-) — f,(-,y) q.0. in A e (per quasi tutti gli =) [f;(z)| =
| j;l Jol@ y+th;)dt] < g{@). La derivabilita di F & conseguenza immediata del Teo-
rema di convergenza dominata. Sia ora I 3 g, — y € I. Come sopra si ha che
[F'(yn) — F'(y)| = |j}€(fy(:r:,y) = fylz, ya))de| < Qng(m)dm, e dunque, ancora per
convergenza dominata, F'{(y,) —+ F'{y) ovvero F € CV(I}, |

9.7 Lo spazio di Banach L'

Abbiamo visto che £'=L'(E) & uno spazio vettoriale. L’integrale del modulo
definisce su £! una seminorma*® che denotiamo

1l = jE Al (Fedh. (9.47)

Infatti, per il punto (iii) della Proposizione 9.32, si ha che, da [[f|[z: = 0 {(con
f & £Y), segue solo che f = 0 quasi ovungue e non che f sia identicamente
pulla. & perd chiaro come ovviare a tale problema: basta “identificare funzioni
che differiscono su di un insieme di misura nulla”. Per far questo introduciamo in
£ una relazione d’equivalenza. Se f,g € £, diremo che f ~ g se f = g quasi
ovunque. Ovviamente ~ & una relazione d’equivalenza in £

43gi ricorda che una funziore |} + || da une spazio vettoriale ¥ in [0, 00) si dice seminorma se
verifica {il) e (iii) di (6.1) {ovvero se valgono la omogeneitd e la disuguaglianza triangolare ma
non necessariamente la non degenerazione}.
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Definizione 9.39 L*(E) & linsieme delle classi di equivalenze indotte su L*(E)
dalla relazione d’equivalenza ~ appena introdotia. Se f € LY(E), definiamo inte-
grale di Lebesque di | su E lo quantitd fEf dove [ € f é un qualungue rappresen-
tente della classe d'equivalenza f.

Poiche Pintegrale di Lebespgue di due funzioni che differiscono solo su di un in-
sieme di misura nulla coiucide, tale definizione & ben posta. B’ chiaro che*t L!
& uno spazio vettoriale®® e su L' possiamo definire || - {|;1 ponendo, per fell,
Wfllz = IifHLa dove f & un qualungue elemento di f. Chiaramente || - iz & una
norma su L' e quindi L' & uno spazio normato. Uno dei maggior successi della
teoria dell’integrazione secondo Lebesgue & che L! & completo:

Teorema 9.40 (Riesz, Fischer) L' ¢ uno spazio di Banach.

Dimostrazione Osserviamo innanzitutto che dalla definizione di L! {e dal fatto
che Vintegrale di Lebesgue assume lo stesso valore su funzioni £! che differiscono
su di un insieme di misura rulla} segue che Venunciato del teorema & equivalente
alla seguente affermazione;

Per ogni successione { fi} di Cauchy di funzioni in £ esiste una funzione f € £!
tale che || f — fritz: —» 0.
Dimostreremo dunque tale asserzione. Da teoremi noti sulle successioni segue che
& sufficiente provare che ||fi; — fllzs — 0 per qualche sottosuccessione®® di {fi}.
Dalla successione {fi} possiamo estrarre una sottosuccessione {g;}={f,} tale
¢! |lgj+1 — @il < 277, Le funzioni non negative di £! G, = Zf 19541 — g5l
formano una successione monotona non decrescente ed inoltre [G; < 37,5, 27 § =
1. Quindi, per il Teorema di convergenza monotona esiste G € El tale che G; TG
quasi ovunque. Dunque anche g; = gﬁ-Z *(giv1 —g:) converge quasi ovungue ad
una funzione f. Inoltre, essendo |g;| < ¢1] + G € L', da! Teorema di convergenza
dominata segue che |lg; — fllz1 — 0.

44Come per £! non indicheremo, qualora non ve ne sia necessiti, esplicitamente il restangolo
di riferimento E.

B5e fge Ll ea,be R, af + 8§ &, per definizione data dalla classe di equivalenza di af + by
dove f e g sono elementi arbitrari, rispetivamente, di f e i & immediate verificare che tale
definizicne & ben posta ovvero che non dipende dai particolari elementi f e g ma solo dalle classi
d'equivalenza.

481n penerale, se {xr} & una successione di Cauchy di uro spazio metrico X ese lim;_, ., T, =
® € X allora @, — 2. Infatti: sla ¢ > 0 e sia ko tale che d{zp,,z) £ € e dlwp.2p) S € ¥
Jikyh > ko {e d{-,-) & la distanza in X). Allora se jg @ tale che k;; > ko, V k > ko sl ha
d{zy, ) < d(lt;._,’.ck )+ n:l'(.I:;l ;o) < 26,

47 Anche que%to e un fatte generale che vale per qualungue successione di Cauchy {zz} di un
qualungue spazio metrico X: Infatti per ogni j > 1 sia h; tale che d(z;,z) < 277 per ogai
k,h > hy. Definiamo ora k1 = h; e, ricorsivamente per j > 2, k; = sup{k; 1 + 1, fi;}. E’ allora
chiaro che la sottosuccessione xy; & tale che d{zy; sp1 Tk ) < z L
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Osservazione 9.41 (i) Nel corso della dimostrazione abbiamo anche dimostrato
la seguente affermazione:

Se fi, f € £! sono tali che || fx — fll1n — 0, allora esiste una sottosuccesione { fi; }
che converge ad f quasi ovungue.

Questa affermazione non pud essere migliorata (si veda 9.33).

(ii) Lo spazio “giusto” da considerare {dal punto di vista “funzionale”} & dunque
L', Si faccia perd attenzione al fatto che gli elementi di L' non sono funzioni; ad
esempio, se f € L' non ha senso, in generale, parlare di “valore di f in » € E”
oppure’® scrivere f(z).

Ciononostante ci sono dei casi in cui & possibile scegliere un rappresentante naturale
fe f e quindi di identificare f con tale funzione. Questo &, ad esempio, il caso in
cui f contiene una funzione f continua. Infatti, sia f € L'{E) ed assumiamo che
esista una funzione f continua su E che appartenga a f. Allora, fissato & € E, se
K. denota il cubo aperto di centro z e lato 7, si ha chet?

1 F g
lim m.[grf_f( ). (9.48)

rto vt

[Infahtl poiché Pintegrale in (9.48) non dipende dal particolare rappresentante segue che
fK f= fh f dove f & il rappresentante continuo in f. Fissiamo ¢ > 0 e sia ro > 0 cosi
piccolo che |f{y) = f(=}] < £ per ogni y € K+,. Allora per ogni 0 < r < rg st ha

|(%f}{f) ~ fi)| =

da cui segue (9.48).]
In tal senso penseremo a spazi di funzioni regolari (quali C*(E) o C{(E) =
'insieme delle funzioni di classe C* con supporto compatto contenuto in E) come
“sottospazi” di L.

lf [flw) — fz)dy| < —f [f{y) - fla)ldy < =,
K

-rn

Per quanto detto, il punto (iv) della Proposizione 9.32 pud essere riformulato
dicendo che S{E) & densc® in L'(E). Infatti vale anche la seguente

Proposizione 9.42 C§°(E) ¢ denso in L(E).

Tale risultato & un immediato corollario della densita delle funzioni a scalini e del
seguente

Lemma 9.43 Data f € S(F) e datoz > 0, esiste ¢ € C5°(E) tale che || f—pllr <
£.

48 Tale espressione non ha senso anche se Ja interpretassimo come f{z) dove f £ f. Infatsi,
fissato un punto z, poické {x} & un insieme di misura nulla siamo sempre liberi di scegliere un
altro rappresentante che assuma nel punto @ un valore del tutto arbitrario.

19CGrazie al punto {iii) dell’Osservazione 9.33, gli integraii in {9.48) sono ben definiti; “r | 0"
significa, naturalmente, che il limite & fatto per valori positivi di r.

30gj ricorda che un sottoinsieme Xo di unc spazio metrico X si dice denso in X se per ogni
x € X e per ogni £ > 0 esiste un elemento 2p € X tale che d{wo,z) € &.
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Dimostrazione {(a) Dall'Esempio 3.10 di § 3.1 segue che per ogni a < b e per ogni
0<e<{(b—a)f2esiste g € C5°(R) taleche: 0 < g < 1; suppy C [e, bl e g=1su
[o+¢e,b—¢l

{b) Dato un rettangolo limitato e non degenere B C R" ed 2 > 0 & allora facile
costruire una funzione ¢ € CP(R") tale che 0 < ¢ < 1, suppy C Re |1 -
Pz < e. Infatti sia R = I} x --- x I, e siano a; < b; gli estremi di [;. Fissato
arbitrariamente 0 < ¢ < min(b; — a;)/2, siano g; le funzioni definite al punto
(a) con ¢ sostituito da o e a,b sostituiti da a;,b; per i = 1,...,n. Se H, denota
il rettangolo [ay + 0,51 — o] X -+~ % [an + 0,0, — 0] e 8¢ ¥ = g, --- g, si ha che
Sl — 9l = fR\H,(l — ) < mis R — mis R,. E’ dunque chiaro che prendendo
o = o(e} suflicientemente piccolo st ottiene la funzione 1 cercata.

(¢) Sia f € S(E). Possiamo scrivere f = f1 -+ f» con fi come in (9.6) con gli R;
limitati, disgiunti e non degeneri e con ¢; # 0, mentre fa = 0 q.o. (in altzi termini
in fo abbiamo isolato i possibili contributi relativi a rettangoli degeneri o a ¢; = 0).
Dato € > [, per ogni ¢ < N scegliamo ¢ come in (b) con R sostituito da R, econe
sostituito da e /(N sup; |¢|). Allora, ponendo o= }:iil iy, §i ha che ¢ € CF°(E)

e che
[ir=el < [ia=el+ [11= [1n-4
< ilcilfﬂjxﬁ,.—wasa. |

9.8 Integrali iterati e Teorema di Fubini

Lo scopo di questo paragrafo & di mostrare come sta possibile, sotto opportune
ipotesi, ridurre i calcolo di un integrale su B*+™ al calcolo “iterato” di due inte-
grali, rispettivamente, n ed m~dimensionali. Applicando pit volte tale metodo si
potra ridurre il calcolo di un integrale in ®* a n integrali unidimensionali.

In questo paragrafo denoteremo punti di R = R* x R™ con (z,y) con z € R"
ey e R™. Se A C B e se r & un punto fissato di R? chiameremo la x—sezione
di A4, e la denoteremo con Ag, 'insieme

A:={y € R™: (z.y) € A}
analogamente denoteremo la y—sézione di A con
AV={z e R": (z,y) € A}.

Osservazione 9.44 (i) Sia E = E; x E; un rettangolo in R**™ con E rettangolo
di B* e E5 rettangolo di R™. Sappiamo che x; = X, - Xz, € che® mis, B =
mis, B - mis,, Es. Sia ora f € S{FE), allora, per ogni ¢ € Ei, la funzione y €
Ey — f(x,y) appartiene a S(E2) e per ogni y € Es, la funzione z € E; — f(z,y)

515 usi, in tale contesto, la convenzione che oo - {l = Q.
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appartiene a S(Ey). Inoltre anche le funzioni, rispettivamente, di y e = date da
g, flz.y)dz e Jg, f{@,y)dy sono funzioni a scalini e si had?

L= [ ([ swv)ar= [ ([ r@vi)a. @

(ii) Se Q@ C R™ & un insieme di misura nulla, allora I'insieme @ x A C R* x K™ &
un insieme di misura nulla in B"*™ per ogni insieme A C R™.

Infatti: sia 4; = A1 (~F,7)™ e si noti che basta dimostrare 'asserto per 4; per ogni j
{poiché @ x A = ;Q x A;). Dato £ > Gsia {K;} un ricoprimento aperto & numerabile di
Q (K; C R™) tale che 3 mis, (K:) < £/(24)™. Allora {K; x (—j,j)™} & un ricoprimento
aperto di @ x A; e Y mispym (Ki x (—4,5)™) = (27)™ 3 misn Ki < &.

Lemma 9.45 Sia Q@ C R*™™ un insieme di masura nulle. Allora per quasi tulii
gli z € B*, Q; & un insieme di misura nulla in ®R™ e per quasi tutti gli y € R™,
QY & un insieme di misere nulle in R*.

Dimostrazione Dimostriamo che per quasi tutti gi z € R*, Q, & di misura
nulla (I'altro caso & naturalmente analogo). Per il punto (v) dell’Osservazione 9.7,
esiste un ricoprimento numerabile di @ formato da eubi aperti, KW= K ) %
Kél) C R x B (con i > 1), la somma delle cul misure & finita e tale che ogni
punto di @ appartiene ad un numero infinito di cubi in {K{9}. Per il punto (i)
dell’Osservazione 9.44 si ha che

oo>ZmisK”)=ZL (Jé medy)dm,

i>1 izl

e quindi, per il Teorema di convergenza monotona (o, pil precisamente, per il
punto (i) dell’Osservazione 9.35), la serie 3. L. ., dy converge per quasi tutti

wl
gli z in k™. Per ogni z tale che @, # 0, siano Kéi") tutti i cubi in {Ké“} tali
che @, N Kéi") #£ §; si noti che & € Kii"] per ogni § e che se y € ¢, allora
esisiono infiniti cubi in {Kf" "1 che contengono y. Ora, se x  tale che Q, # @,
dalla definizione di K%’ segue che Xu (:.j)(:c) = 1 per ogni j e dunque

3

ZA Xgw = ZXK(U(I) ~mis K§7 > ZXK(-',-)(E) mis K = Zmis Kl
H 1

i>1 izl izl Tt izl

Questo significa che, per quasi tuttl gli ¢, Q; & ricoperto dai K (%) la somma, delle
cul misure & finita e ogni y € Q, appartiene ad numero infinito di cubi in {KU57}.
Dunque (ancora per il punto (v) dell’Osservazione 9.7) per quasi tutti gl z € R",
), & un insieme di misura nulla, i

52 noti che se f = Zf\ml CiXp, © e R = RE” x Rgg) c R = Em™, allora ngf =

N 1 ) )
Eiml CE )XR(_” (-T) con CE]') =g mlsm(RS ))
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Teorema 9.46 (Fubini} Sic E=E, x Es C K" x R™ un rettangolo e sia fe
LYE). Allova, per quasi tutti gli z € Ey, y — f{z,y) € L' (Ez) ex — [g f(x.1)dy
€ LYEy); per quast tutti gliy € By, z — f(z,y) € LY(E) ey — fp flz,y)de €
LY(Es). Inoltre st ha

[1=] ( [E Sto )y )i = / X / Stz v)da)dy (9.50)

Dimostrazione Chiaramente (per lineariti}) basta dimostrare 'enunciato del teo-
rema avendo sostituito £ con F; inoltre dimostreremo solo la parte dell’enunciato
relativa alla prima uguaglianza in (9.50) (poiché 'altra parte & del tutto analoga).
(a) Data f € F(E) esiste un insieme di misura nulla Q C E e funzioni a scalini fi
tali che fi t f per ogni z € E\Q ed inoltre {fi 1 [f.

{b) Sia F(z) = fEe friz, y)dy. Per 'Osservazione 9.44, F;. & una funzione a scalini
{ed ovviamente {F}} & una successione non decrescente) e

Lle=Lfkg[Ef<m, (9.51)

e quindi (Proposizione 9.26 e definizione di F) esiste F € F(Ey) tale che £y T F
(qo.in E1) e fp Fpt Jg, F- Sia Ny C E) linsieme di misura nulla per cui Fj (=) T
F(x) per ogni z ¢ E;\N.

(¢) Per il Lemma 9.45, esiste un insieme di misura nuila §1 C £, tale che, per
ogni x € E1\@Q1, @ & di misura nulla. Sia My = N; U che, per quanto detto, &
un insieme di misura nulla.

(d) Fissato = € By \M, felz,¥) + f(z,y) per quasi tutti gli y € g (e ciod per
y € Bs\Q, poichéy ¢ Q. == (z,y) ¢ Q); inoltre [¢ fi(x,y)dy = Fu(a) T Flz} <
oo (poiché z ¢ Ny). Dunque, se z € Ej\My, (per la Proposizione 9.26 e per la
definizione di F) y = f(z,y) € F(E1) e fg filz,yldy = Fiple) 7 e, £z y)dy.
Quindi, per = € By\Mj,

F(z) = lim Fiy(¢) = lim [,3 filwy)dy = [E Fla,y)dy .

Ovvero £ e sz f(-,y)dy coincidono quasi ovunque (ed appartengono a F(E1)) e,
ricordando il punto (a) e la (9.51),

[E( ng(n:,y)dy)dfc: ELF=1im Ele:limefk:/JSf. |

9.9 Funzioni ed insiemi misurabili. Misura di Lebesgue

In questo paragrafo verra discussa la teoria della misura seconda Lebesgue (che
dedurremo dall’analisi sinora fatta). Tale teoria, in particolare, ci permetterd (nel
prossimo paragrafo) di estendere l'integrale di Lebesgue su insiemi assai piu gene-
rali che non 1 rettangoli.
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Definizione 9.47 Una funzione®® f: E — R si dice misurabile se esistono fi, €
S(E) taki che f = lim fy, quasi ovunque in E. Un insieme A C E si dice misurabile
se la sua funzione caratteristica x, ¢ unae funzione misurabile. Lo famiglia delle
funzioni o degli insiemi misurabili su E verrd denotato con M(E). Se A é un
insieme misurabile si definisce lo misura di Lebesgue di A la quantitd

m(A) = LX" -, €L(E) (9.52)
00 , se x, ¢ L'(E).

Osservazione 9.48 (i} Si noti che nella definizione di misurabilita non entra al-
cuna condizione di monotonia.

(ii) Ovviamente un rettangolo R ¢ misurabile e la sua misura di Lehesgue coincide
con la sua misura n—dimensionale mis,.

(iii) Se A € M e A & limitato allora m(A) < oo [infatti se A & limitato esiste
un rettangolo limitato £ D A e la funzione 1 € £'(F) e l'affermazione fatta e
conseguenza immediata del Teorema di convergenza dominatal. Il viceversa non &
vero®,

Proposizione 9.49

(i) Sia f € M. Allora f € L' se e solo se esiste g € L' tale che [f| < g (g.0.).
(ii) I todulo, le combinazioni lineari (o cogfficienti in R), il prodotto, Uinviluppo
superiore ed inferiore® di funzioni misurabili sono funziondi misurabili. Il reciproco
di una funzione misurabile e q.0. diversa da 0 é una funzione misurabile.

(iti) Se fr € M e fr — f q.o. allora f € M.

(iv) Il complementare di un insieme misurabile & misurabile.

(v) Liintersezione numerabile®® di insiemi misurabili & misurabile.

(vi) L unione numerabile di insiemi misurabili & misurabile.

(vii) Se A; € M (i € Zy) sono insiemi disgiunti, allora m{U;4;) = Zm(/—iz-).

(vili) Se A; (i € Z4) sono tnsiemi misurebili e A; C Ayyq, ollora m(Uids) =
limm{A;).

{ix) Se A; (i € %) sono insiemi misurabili, Aiyr C A; e m{Ay) < oo, allora
m(N;A4;) = Hmm{A4;).

(x) f € M se e solo se f~2(U) € M per ogni aperto U C R.

(xi) Gli insiemi aperti e gli insiems chiusi sono misurabili. Le intersezioni numer-
abili di insiemi aperti e le unioni numerabili di insiemi chiusi sono misurabili.
(xii) @ & di misura nulla se e solo se @ € M em{Q) =0.

(xiii) La misura di Lebesgue (su R") é invariante per iraslazioni: se A € M(R")
e xg € R gllora zg + A € M(R") e m(zg + A) = m(4).

53(Clome al solito B & un rettangolo arbitrario che potrebbe coincidere con tutto ™. Come gid
fatto, ometieremo spesso nelle notazieni il simbolo del rettangolo E di riferimento.

SiEsercizio 9.12,

553 ricordi la nota 9.

56 Naturalmente questo Include il caso finito (prendendo, da un certo punto in poi, ey,
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Dimostrazione (i): Il “solo se” & banale (si prenda g =|f|); il “se” & conseguenza

della Proposizione 9.37.

(ii): Si consideri 'affermazione sul reciproco (le altre sono ovvie conseguenze delia

parte {i) della Proposizione 9.5) e sia f — f (g.0.). Definiamo gp(z) = 0 se

felz) =0 e gilz) =1/ firlz) altrimenti. Allora gy — 1/ f{z) {q.0.) e dunque 1/f €

M,

(iii): Fissiamo una funzione h € £! con h(z} > 0 per ogni ¢ (si veda la nota 62).

Sia ora gp =hfi/(h + |fi]). Allora: g, & misurabile [per il punto (i)]; |gri < R

e quindi, per il punto (i), gr € £ gp — g=hf/(h+|f]) (q.0.) e [convergenza

dominatz] g € £'. In particolare g € M e poiché f = hg/(h - {g]}, f € M [punto

(i1)].

(iv): La funzione caratteristica di E\A ¢ datada 1 — x,.

(v): Caso finito: X, n s = e, X, |e siusiil punto (ii)]. Caso mimerabile:

Xepa, = lmy Hf___l Xa, le punto (iif)].

(vi): Caso Bnito: xu,y.0a, = 1= Tlia(l = X4,) = suP1gigi X, [ punto (iD);

Caso numerabile: x,, , = limgsupycicp Xa,-

(vn) Sia A = U, A; che, per il punto precedente, & misurabile e si osservi che
= 3 X4, Ci sono due casi: (a) m{4) < oo, (b) m(A) = oo. Caso (a): sia

f—xA e fx = Ef_lh Allora fi, T f e m(4) < oo significa che f € L' e

quindi f fr < ff < co. Dunque [per convergenza monotona ed osservando che,

per ogni k, xAlU wa, = Zi’_lxﬁ e ' == m{A U--UA) = S5 m{d)]

im [fi = .50, m(4) = [ = m(4). Caso (b): sia Biz=4; N {z : |z|e < i}

cosicché i B; sono disgiunti, A = U;B; € X5, ..,5, € L perognik. La tesi & allora

conseguenzs immediata del punto (iii) dell'Osservazione 9.35.

(viii) Sia B; = Ay e, per i > 2, B; = A;\ Ai—1 e sl usi il punto precedente.

(ix) La tesi & conseguenza del teorema di convergenza dominata.

[Poiché fr =X, nona, € Xay € L0 € k= Xo,)-

(x): Consideriamo prima il “se”, Dall ipotesi segue, in particoiare che f{{(a, o)) €

M per ogni a € R e quindi anche®” f-1((~o0,a]) = [f~"({a, o0})]* € M. Dunqup

L[a,b) )EMperogrua(bPerogm!c>leperogm%EZmaE =[5 %)

FIRNER
e deﬁnamo
00

i1 il
fi= Y e xe = MY o e (0.53)

i=-—00 ]

Innanzitutto per ogni 2 solo un termine della serie & diverso da 0 (e quindi la serie
converge per ogni ). Poi essendo E; misurabile lo & anche f;, (essendo il limite di
funzioni misurabili) Inoltre per ogni z esiste un unico E; che contiene x ed allora
0 < flz) — fe(z) = f{z) — 5L < 1/k. Dunque fi 1+ f per ogni z e quindi f € M.
Per dimostrare il “sole se” c1 serviremo del seguente elementare fatto topologico:

Lemma 9.50 Ogni aperto non vuoto di R" é una unione numerabile di cubs
aperti.

57Come al solito A° indica it complementare di A.
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Dimostrazione Sia § # A C R™ un aperto e sia N={z'” : i > 1} un insieme denso e
numerabile in A (per esempio N = AN(Q"). Si consideri la famiglia numerabile K formata
da tutti i cubi aperti contenuti in A, di centro z'® (per qualche i) e con la lunghezza del
lato razionale. E' allora chiaro che A = Ugex K.

Dimostriamo ora il “solo se” del punto (x}: osserviamo che, per il Lemma, & suffi-
ciente dimostrare che sono misurabili ghi insiemi della forma®® {f < a} per ogni a.
Sia {az} una successione (strettamente) decrescente con limite o e, denotando con
@y = Inf{f,b},sia fx = (pa, —pe)/{ag—a). Allora f € M P limfi, = x, _,
Dungue f™'({—o0,qa]) € M.

(xi): Dal Lemma 9.50 segue che ogni aperto A = ;K; con K; cubo aperto. Se
A= UL, Ky, la funzione f=x, & una funzione a sealini tale che fi T x, e
dunque 4 € M. Tl resto della tesi segue dai punti (iv), (v) e (vi).

(xil): Se @ & di misura nulla allora x, = 0 (q.0.) e dunque Q € M e m(Q} =
0. Viceversa ¢ € M e m(Q) = 0 significa che [x, = 0 e quindi [(iii} della
Proposizione 9.32] x, = 0 quasi ovunque ovvero I'insieme € su cui x,, vale 1 @ un
insieme di misura nulla.

(xili): Se S 2 fir, =+ x, alloraz = fr(z —zo) € S e fulz —2a) = X, jalz)ela
tesi segue dal punto {v) della Proposizione 9.32. |

~ee.al)’

Osservazione 9.51 (i) Dato uno spazio metrico X, una famiglia, A, di sottoin-
siemi di X che contenga l'insieme vuoto e che sia chiusa per complementazione e
per unioni numerabili®® prende il nome di o-algebra su X. Dunque gl insiemi
misurabili secondo Lebesgue sono una o-algebra su R™ che contiene gli Insiemi
aperti.

{ii) Sia A una ¢-algebra su di uno spazio metrico X, Un'applicazione p @ A —
[0, 00] tale che p(@) = 0 e tale che p(Ud;) = 3, u(A;) per ogni famiglia numerabile
{A;} di insiemi in A a due a due disgiunti, prende il nome di misura {o “misura
o-additiva™) su A. Dunque la misura di Lebesgue m & una misura o—additiva su

M.

{iii) Una misura p su A tale che ogni sottoinsieme di un insieme A € A di misura
@ nulla (ovvero u(A) = ) appartiene ad 4 si dice completa. Dunque la misura
di Lebesgue su M & completa.

{iv) Non tutti i sottoinsiemi di R” sono misurabili secondo Lebesgue come si evince
dal seguente esempio dovuto a Vitali®®.

5811 simbolo {f < a} denota Vinsieme {z € R* : f{z) < a} = f~'{(~o0,q]) (analoga-
mente {¢ < F < b} denota linsieme {z : a < f(z) < b} ete.); 'affermazione nel testo deriva
dali’osservazione che {a < f < b} ={ . S <aln{f<b-1/n}] = {a<f<bieM
= (per il Lemma) f~Y{U/) € M per ogni aperto U,

59nfatti: flr) < @ =3 flz) € a5 = wo,(2) = pal2) = fl&) = felz) =0V k;se
fl@y>aIkote f2) e VhZ2he = walz)=crewalr)=0 = frlz)=1.

800vvero se A € A allora A= X\A e dese 4; € Aper I € 7| allora Uz 4; € A

811llustreremo l'esempio di Vitali in R ma & immediato generalizzare tale esempio a R® (eser-
cizio 9.20).

217



Sia Fz1{0,1] ed introduciamo su E la seguente reiazione: diremo che ¢ ~ y se
r —y € @) B chiaro che ~ & una relazione d’equivalenza. Denotiamo con # la
classe d’equivalenza indotta da ¢ (F={y e F:3r e Qte.y =2 +r}) e con
V Dinsieme di tali classi dequivalenza. Usando 'assioma della scelta possiamo
definire V' come 1l sottoinsieme di E ottenuto scegliendo per ogni @ € ¥V un unico
elemento z, € @. ¥V & un sottoinsieme di K ed ha le seguenti proprieta: {(a) se ry e
r2 sono due razionali distinti allora 7y + V Ny +V = {infatti: se z+7r) =y + 79
cenz,y €V er,re € Qalloraz—yeQequindi z ey appartengono alla stessa
classe di equivalenza ma allora, per la costruzione di V, x = y da cui ry = r3]; (b)
E C Ugregy(r + V) dove @ =@ N [-1,1] [infatti: dato z € E, sia a=4, allora,
per costruzione esiste £, € V tale & = x4 +r con v € e d’altra parte poiché
sia z che ¥, appartengono a [0,1] segue che |r| < 1]. Da {a) e da {b) (e dalla
o—additivity e Vinvarianza per traslazioni dells misura di Lebesgue) segue che V
non pud essere misurabile ciod V' ¢ M: se per assurdo V fosse misurabile la sua
misura di Lebesgue non potrebbe essere nulla (se cosi fosse anche la misura di
r 4+ V sarebbe nulla e quindi [0, 1] sarebbe contenuto in un’unione numerabile di
insiemi di misura nulla ed avrebbe dungue misura nulla, il che non &) e, d’altra
parte, Ia sua misura di Lebesgue non potrebbe neanche essere positiva (se cosi
fosse la misura di Lebesgue di A= Ug.eq,) (r + V') sarebbe infinita, essendo gli
insiemi a due a due disgiunti, ma questa contraddice il fatto che A C [-1,2]).

(v) Analogamente a quanto fatto per le funzioni caratieristiche, se f € M(E) e
F > 0 (q.0.) possiamo estendere 1a definizione di integrale ponendo

e 1
]fE fgf’ se fe L(E), (9.54)
E 00 | se f ¢ LYE) .

Come pilt volte osservato, nel secondo caso di (9.54), se £ 3 fi T f (q.0.) allora
Jfi 1o

(vi) Nella dimostrazione del punto {x) si & visto che
7 eM, VapertoUCR = {f<aleM, YVacR. (9.55)

Per altre condizioni equivalenti si veda 9.11.

(vii) La composizione di funzioni misurabili con funzioni continue & misurabile:
feEMPRY, ge C(RR) == gofe M(R"). (9.56)

[Per ogni aperto U € R, g~ (/) & un aperto di R e quindi {go f)"" (U} = f~" (g~ "(U))) €
M.]

In relazione al Teorema di Fubini & utile il seguente

Teorema 9.52 (Tonelli) Sia = E) x By C R* xR™ un rettangolo ¢ sia (x,y) €
E — f(x,y) misurabile. Allora per quasi tutti gli © € ) la funzione y = f{x,y)
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& masurabile su Ey e se g(z) = fE2if(a:,y)|dy < oo per guasi tutti gl ¢ € By allora
g € M{E1); in tal case

[E ( - !f(m,y)|dy)d:n <o = felYE). (9.57)

Naturalmente un risultato analogo & valido scambiando il ruclo della # con quello
della y e quindi da (9.57) segue che

[El (L'f(‘”’yﬂ‘fy)dm <o &= E,;( Ellf(x,y)ldw)dy <oo, (9.58)

ed in tal caso f € L'(E) e dunque, per il Teorema di Fubini vale la (9.50].

Dimostrazione (del Teorema 9.52) Da f € M(E) segue che esiste () C E di
misura nulla ¢ S(E) 3 fi{z,y) = flz,y) per (z,y) € F\Q. Dal Lemma 9.45 segue
che per quasi tutti g = € £y, S(E2) 3 fulz,-) — flz,) ovvero fiz, ) € M(E;).
Supponiamo ora che fEEif(m,yNdy < oo (z qo.) e sia fr=iof{|f],hs} dove
hu{z,y) =k - hiz,y) ed A & una funzione in L' (E) e strettamente positiva®®. Al-
lora fi, € LY(E) e fr T |f!. Inoltre per il Teorema di convergenza monotona
gr{x) = fE: Ffelr,y)dy (essendo tale quantita limitata da f52| Sz, y)|dy < co) con-
verge a sz |f{z,y)|dy che dunque & in M(E,). Applicando il Teorema di Fubini a
fi(x, y) otteniamo allora

.[Eleﬂfk = Ll( Esz(x,y)dy)da: < fEl (szf($,y)ldy)dm ,

e (9.57) segue o (direttamente) per convergenza monotona applicata a fi (nel caso
V'integrale iterato sia finito) oppure dal punto (ifi) dell'Osservazione 9.35. |

9.10 Integrazione su insiemi misurabili. Insiemi normali

La teoria dell’integrazione secondo Lebesgue su un rettangolo £ si pud ora esten-
dere sostituendo F con un qualunque insieme misurabile in B* (ad esempio un
qualungue insieme aperto o un qualungque insieme chiuso}.

Definizione 9.53 Sia E un insieme misurabile di R® [E € M(R*)] esia f: E —
R. Diremo che f ¢ misurabile su E [f € M(E)] se la funzione5

fel@)= { g(:”) e ; z (9.59)

62 4o E & limitato si prenda h = 1; se E non & limitato si pud prendere la funzione h che vale
k™2 su{z € Bk~ 1< |zfoe < k} (per k& 2 13 fR=3", _ [(2K)" - (2(k — 1))"}/677% <

") ipy HEE oo
635 noti che con la convenzione in {9.59) la funzione caratteristica di E si pud denotare con
1g.
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¢ misurabile su B [fg € M(R")]. Analogamente diremo che f € LYE) se fg &

LYR™) ed in tal caso porremo
ffEA 7B - (9.60)
E "

Osservazione 9.54 (i) Ovviamente tale definizione estende quelle date {(cioé co-
incide con le precedenti definizioni nel caso in cul E sia un rettangolo).

(i) Se A e B sono due insiemi misurabili e disgiunti e f € £'(A4) N L1(B) allora
[essendo faup = fa + fo]l fe LY(AUB)e

Luaf:£f+[3f- (9.61)

Tale relazione vale anche nel caso pill generale in cui ANB # @ mam(ANB) = 0.
(iil) Se £ & un qualunque insieme misurabile, definiamo S(F), le funzioni “a scalini”
su E, come 'insieme {fg : f € S(R")}: tali funzioni avranno dunque la forma f =
Z?L_l iXn,ne dove gli R sono rettangoli limitati e disgiunti. Le funzioni a scalini su
E possono essere, in effett], abbastanza complicate (st pensi, ad esempio, al caso
in cui 'insieme E & di misura positiva ma con interno vucto). Tale definizione
permette (banalmente) di estendere tutti I teoremi sopra dimostrati (assieme alle
loro dimostrazioni) al caso di E € M. Ad esempio si hala seguente generalizzazione
del Teorema di convergenza monotona:

Teorema 9.55 Sisc E € M(R®), M(E) 3 fi T f qo. in E. Allorg lim [.f =
fef-

[Nel caso in cui sup fs Fe < oo & il Teorema di convergenza monotona, altyimenti segue
da {v) dell’Osservazione 9.51.]

(iv) Se f € M(R™) allora f € M(R* x B™): se fi(x} & una funzione a scalini in R™
e fr & f qo.in R* allora, ponendo R =[—k, k)™, la funzione fi(z,y) = fi(z) -
Xz, (¥} & una funzione a scalini in R* xR™ e fi(z,y) — f(z) q.o.in R* x B™ (per
il punto (i) dell’Ogservazione 9.44). Dunque se £, C R* e E; C R™ sono insiemi
misurabili allora E1 % E; & un insieme misurabile di B = R™.

Discuteremo ora un corollario del Teorema di Fubini particolarmente utile nelle
applicazioni.

Proposizione 9.56 Sian > 2 e A ¢ B"™! un insieme misurabile; siano o e 3
due funzioni in M(A) cona < 8 (g.0. in A) e sia B C R* l'insieme definito come

B={{z,y) eR""!' xR: a(z) <y < B(z), Ve c A}. {9.62)
Allora: (i) B € M(E") e

mis B = [q(ﬁ(:ﬂ) - a(m))dﬂ: . (9.63)
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(1) Se f e LY(B) allora, per quasi tutti gli * € A, lo funzione y — flz,y)
appartiene o LY {[a(z), 5(x)]), le funzione z — g{z) = f*/zf))f(ac:y)dy apportiene a

LHA) e si ha o
/Bf - LgsL(L(z) Fla,y) dy)d:c. (9.64)

Un insterne B della forma (9.62) (con, eventualmente, unc o tutti e due 1 “<”
sostituiti da “<”) prende il nome di insieme normale rispetto all’asse delie®
y. La dimostrazione della Proposizione & un immediato corollario del Teorema di
Fubini e del seguente

Lemma 9.57 Gk “epigrafi” £ ={(z,y) e B xR: f(z) <y} e &5 ={(z,y) €
R~ xR : f(x) < y} di una funzione misurabile f: z € R* — f(z) € R sono
insiemi misurabili di K",

Dimostrazione Analogamente a guanto fatto nella dimostrazione del punto (x)
della Proposizione 9.49, poniamo @(x,y) = inf{ f(x),y}. Dal punto (iv) della Os-
servazione 9.54, segue che le funzioni (x,y) — f(x) e (z,y) — y sono misurabili
in B e quindi ¢ € M(®*). Se pelz,y) =k (plr,y + ) — ¢(z,y)) si ha che®®
wr € MB") ey —+ X e © dungue &, & misurabile (punti (iii) e (ii) della Propo-
sizione 9.49). Ragionando nello stesso modo avendo sostituito f ey con —~f e —y
si ottiene che {(z,y) : f{z) > y} & misurabile, da cui, passando al complementare,
segue che anche £} & misurabile.

Dimostrazione (della Proposizione 9.56) Poiché B = {(z,y) : aalz) < y} N0
{{z,y) : Balz) <y} N {4 x R}, dal Lemma segue che B & misurabile. La (9.63)
segue dal Teorema di Tonelli®® e la (9.64) segue dal Teorema di Fubini®. N

9.11 Cambiamento di variabili nelle integrazioni

In questo paragralo studieremo come cambia la misura di Lebesgue sotto 'azione
di una trasformazione regolare di ™. Il risultato principale ¢ dato dal seguente

64 Naturalmente il ruolo di @1,.0Zn-1 ¢ ¥ & del tutio arbitrario ¢ analogamente si definird un
insieme normale rispette ad un qualunque asse. In alcuni testi U'insieme B viene delto normale
rispetto al piano {y = 0}: si faccia attenzione poiché nel caso n = 2 le due convenzioni potrebbero
creare confusioni.

86 Come nella dimostrazione del punto (x) della Proposizione 9.49 prendendo ey = y + 1/k.

Con B1 =R, Br = Re f = xa{e, 1) = x4 (0)Xa | (a)8,, (o1 )

ﬁ?/BfW/R,,fB;\/Rv,._;(/ﬁdem)dy:[q(fa:::)fdy)dm.
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Teorema 9.58 Se A C RB" ¢& aperto e ¢ € C{A,R*) con ¢ iniettive su A e
det %% # 0, allora B=¢{A) é un aperto di R™ e si ha

m(p(A)) = .[JdEt g—i—(x)!d.:; : (9.63)

Inoltre, per agni f € L£LY(B) st ha che fo¢-

92\ ¢ £Y(A) ¢

O
[#way= [ 100 -|det e (9.66)
B A £
Nella dimostrazione useremo un semplice risultato topologico:

Lemma 9.59 Sia A un aperto limitato di B ed F € C(A,R™), con F{A) aperto
in R™. (i): Allore O{F(A)) C F(84). (ii): Se F' ¢ anche iniettiva allora F(0A) =
O(F(4)).

Dimostrazione (i): Sia B= F(A) e y € 8B, ciot (essendo B aperto per ipotesi)
3y, € B tali che yo — y ¢ B. Siano 2, € A tali che F(z,) = yn. Poiché 4 &
compatto, esigte una sotiosuccesione T, convergente in A, esiax = im0 Ta, -
Per la continuita di F, F(zn, ) = yn, — F(z), ciod y = F(z). Ma allora z € JA: se
fosse w € A, y = F(z) apparterrebbe a B, contrariamente alla nostra assunzione.
Quindi (F(4)) C F'(2A).

(ii): Per ipotesi B & un aperto di R™ e (essendo F' iniettiva) F~'(B) = A. Se
z € 84, poiché A & aperto equivale a dire che z ¢ AecheJ iz, € Atalechez, — .
Per la continuitd di F, g, = F{x,) = v = F(z) e naturalinente y,, € B. Ma allora
y € OB cioé (essendo B aperto) y ¢ B: se fosse y € B, F~!(y) apparterrebbe ad
A contrariamente alla nostra assunzione. Dungue F(8A) C 8(F(A}). i

Osservazione 9.60 (i) Per n = 1 [e nel caso di 4 intervallo limitato e f € C(4)],
la {9.66) & la ben nota formula del cambio di variabile in integrali semplici: in tal
caso ¢ & una funzione scalare di variabile reale » € R ed il suo jacobiano & la
derivata di ¢ rispetto a% .

(ii) 1l fatto che @{A) sia un insieme aperto & diretta conseguenza del teorema
della funzione inversa (o del Teorema 7.15 della applicazione aperta; si veda il
capitolo 7).

881 *apparire del modulo & dovuto al fatto che se ¢’ < 0 la funzione ¢ non conserva lordine:
supponiamo infatii che A = (a,b) e ¢’ < 0 su (0,b) (ciok ¢ & streftamente decrescente su [g, b)),
allora ¢([a, 6]} = [@(b), ¢{e)}. Quindi, per Ia formula nota sul cambio di variabile in integrali
semplici {ponendo y = ¢{x}), si ha

¢la) o b
/ f= Flwddy =/ fod(z)¢'de = —f fod(z)p'de = foglz)le’|dz .
¢([a.b]} &(b} b [ [e &)
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(i) Sia ¢(x) = Tz con T € Mat(n x n) matrice invertibile ed 4 = K, il cubo
unitario n—dimensionale Ky = [0,1]". In tal caso la matrice jacobiana g% coincide
con T stessa e quindi le ipotesi del teorema sono chiaramente soddisfatte. La
formula (9.65) diviene, allora,

m(TK,) = | det T| m(K,) = |detT)| . (9.67)

In realtd la parte pili significativa del teorema & proprio affermazione (9.67) che
lega la misura con il determinante: la formula (9.65) si ricondurra facilmente a
(9.67) approssimando, localmente, ¢(z) con la formula di Taylor al prim’ordine;
infine la (9.66) si otterra senza difficolta dalla (8.65) usando il teorema di conver-
genza monotona.

Si ricordi che il determinante, visto come funzione delle colonne, & caratterizzato
dalle seguenti tre proprieti: 1} scambiando di posto a due colonne, il valore del
determinante cambia segno, 2) il determinante e una funzione lineare della prima
colonnaf®, 3) il determinante di (e™V),...,e(™), dove {e!!} & la base standard di
™, vale 1. Tale caratterizzazione significa che se & & una funzione a valori real: e
definita su n-nuple di vettori in B® che verifica’™

D AGLo® e Y = A0 el

2) Al + bwl 2 )y =

= aA(D, o', o) 4 bA(w™, v, e
3) Al ..,eM) =1, (9.68)

allora A coincide cen il determinante, cioe

AW®, o) = detfol), o] = S gl

dove la sommatoria & estesa a tutte le permutazioni’* ¢ dell'insieme {1, ...,n}.

La relazione tra determinanti e volumi si basa sulla seguente definizione: siano
v o) vettori in B e sia T=[v{, ..., 0™] la matrice che ha come j-
esima colonna le n componenti, '053 P odi pl),

Definizione 9.61 Si chiama “parallelepipedo con lati vV, ...,v'™ " (0 anche “pu-

rallelepipedo generato da 8L v ) Pinsieme

MW, o ={ye R : y= chjv{j) con 0<z; <1,Y1<j<n}. (9.69)
J=1

89 dungue, per 1), il determinante & una funzione lineare della j-esima colomna, eon j
qualunque.

™{.a scrittura simbolica nel punte 1) sta a significare che scambiando 1’i—esimo vettore con lo
j—esimo il valore di A cambia segno.

"1{Jng permutazione o di {1,...,n} & una mappa uno-uno g : j € {I,..,n} = o; € {1,..,n}
e co &1l segno di ¢ {ciod {(—1)7 dove p 2 il numero di scambi che bisogna fare per ordinare la
n-nupla (o1, ..,an} 0, pill analiticamente, g, = Hi<3‘ gegno(a; — o;)).
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Sexz e R, Te =37, z;uf), dunque da tale definizione segue immediatamente
che

MW, o™y =Tk, (T=pD, 0" K=, ) . (9.70)

Dimostrazione di (9.67). Nel caso n = 1 (9.67) & banale: sia, infatti, T2 = az
cona € Rexe R Allora

m(TK) = m((0,]al}) = |a] = | det T} .

Consideriamo ora il caso n > 2 e se T=[w!Y, ..., o], definiamo la seguente

funzione’
0 sedet?T =0,

Ag(v™M, .oy s & m{TKY) sedetT >0, (9.71)

-m(TK;) sedetT <0.
Per dimostrare (9.67) basterd dimostrare che la funzione Ag verifica 1), 2}, 3) di
(9.68) cosicché si avra Ag(v(, ..., o{™) = det T e prendendo il modulo di tale re-

lazione si otterrd (9.67). Dalla definizione di TI(¢!1), ..., v!™) segne immediatamente
che

(.., o ®, oW, )y =10, o et L) (9.72)

e quindi da (9.70) e da (9.71) st ha che scambiando due vettori di posto Ag cambia
segno: la proprietd 1) & verificata. E anche chiaro che

eV ey = K, (9.73)
e dunque Ag(e(t), ... el®) = 1 e cioeé vale la proprieta 3). Piii delicata & la verifica
della linearitd. Cominclamo con l'osservare che se p & un intero positivo
" .
O(pe,o@, o) ={zpet + 3 2ol 0<o <1, 0g2; €1}
J=2

ki3
={a + > Y 0w <p, 02y <1}
£

p 1
= UJlero + Yapt s (-1 <@ <i, 02 <1}

P

U ((z‘ ~ Dot 4 11, ...,’u("))) . (9.74)

i=1

Poiché linsieme nell’ultima riga di (9.74) & formato dall’'unione di p insiemi di
eguale misura {essendo la misura invariante per traslazioni) aventi in comune

7281 noti che se detT = 0 i vettori w(1),...,0%%) sono linearmente dipendenti e quindi
TK; & contenuto in gualche spazio vettoriale di dimensione m < n , che, per il punto (ii)
dell’Qsservazione 9.9 & yn insieme di misura nulla. Dunque se det T' = 0 allora m{T K1) = 0.
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solo insiemi di misura nulla {(“facce” dei parallelepipedi), si ha che la misura di
M{po o)) & p volte la misura di (v, 42} ); ciog

Aolav'V, o™y = adg(wt?, ..., (™) (9.75)

vale con a = p intero positivo. Allora
Ao(o™M, o™ = Aglp %v(l),...,fv(")) = pﬂo(%v(l),...,v(”)) (9.76)

e quindi (dividendo la (9.76) per p, si vede che) (9.75) vale anche per ¢ = % con p
intero positivo, Combinando questi due fatti si ottiene subito che (9.75) vale per
o numero ragionale positivo. Dopodiché osservando che, se 0 < a0 < 8

M(avtD, ., v™) ¢ (G, ..., o™ (9.77)

st ottiene facilmente (9.73) per a € (0, co): basta infatti considerare due successioni
monotone di numeri razionali positivi, a; < ¢ < o} che tendano, rispettivaiente
da sinistra e da destra al numero reale a, ed usare (9.75} per razionali positivi che
insieme alla relazione (9.77) implica

aiAO(v(l)a ‘"’,U(ﬂ)) S Aﬂ(a’v(l)v"av(n)) S Q;AU(T"(U’ 1U(n})

e prendendo il limite per ¢ — oo si ottiene (9.75) con a numero reale positivo. Per
a = 0, (9.75) deriva immediatamente dalla definizione, essendo det{0, v}, ., »(®] =
0. Infine si noti che

n
oD (=™ ™) = {Q-)eo™ 4> P 0<; <1}
j=2
= TN, .., vl (9.78)
e dunque, essendo il segno di det(—v(V | v!{™) opposto a quello di det(v'V), ..., v}
si ottiene (9.75) con a = —1. Infine se ¢ & un numero reale negativo, a = —|al, si
ottiene

Aolav'D ..., v™) = ~Ag(lalv'V, ., v'™) = aldg (WY, .. ™) |

quindi (9.73) & vera per ogni ¢ € R Usando la gia dimostrata proprieta 1) si
ottiene che ‘
Aglo™®, . av™ | v™) = aAg (0, .., 0™y, (9.79)

per qualungue 1 <€ 7 < n. Resta ora da dimostrare
Aolv + w, v, o) = Ag(v, 0@ ., 0l + Agf{w, v, v\ (9.80)

Cominciamo col discutere un caso particolare di (9.80) e ciod v = v!i), w = 2@
(in qual caso il secondo addendo a destra di (9.80) & nullo per definizione di Ag):

Ap(v) 4 v o o) = Ag (o), o, L ™) (9.81)
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Se det T'= det[v(}),...,v™] = 0, la (9.81) & chiaramente vera. Assumiamo dunque
che det T # 0 e introduciamo i seguenti “prismi”

Di={reK :aa<m}, Dy={z€K  23>x), Diz=eP 4+ Dy (9.82)
e st noti che m(Dy NDy) =0, m(Dy N Dy) = 0 e che
MM, ., e™y =K, I +e® 2, . ™) =DyuD;. {9.83)
Inoltre, poiché, se T = [v!}), .., v(M], Te'¥ = v{9, sl ha

OV, . o™ =TK, =TD,UTD, ,
™ 402 o ™) = TDy U TDy =TD U (v'® +TDy) .
Quindi, peiché m(TD; NTDy) = 0 e m(TDy NTDy) = 0 (essendo 2 — T
derivabile e quindi lipschitziana) e poiché la misura & invariante per traslaziont, si
ottiene
m (Tl + o @ W) & m(TDy) + m(T D)
= m{1'Ds) + m(TDy)
=m(TIHUTD)
= m(ﬂ(v(l), o3 ...,u(n)) ,

il che dimostra (9.81). Combinando (9.81) con la proprieta 1) si ottiene
A[](’U(l} +- U(j), fu(z),'”,v(n)) = Ao(v(l),v(z), ey 'U(n}) (9.84)

per ogni 2 < j < n. Sia ora ¢ un numero diverso da {). Allora da (9.79) (con j = 2)
e da [9.81), si ottiene

m (O + et w3 ) = ém(l’[(vm +av'?, avt® L o)

1 .
= Em(H(U(I),av(z), ...,"u(”)))
= m (MY, v, . o) . {9.85)

Naturalmente per a = 0, l'uguaglianza tra il primo e l'ultimo membro di {9.85) &
vera. Usando ancora la proprietd 1), otteniamo, per ogni 2 < j < n, e per ogni
ac R,

Ag('™ + a3yl = Ao(v“),v(g), ...,’u(”)) . {9.86)

Torniamo ora a (9.80). Naturalmente se v2), ..., v{" sono linearmente dipendenti
{9.80} & vera, essendo entrambi i membri 4 sinistra e destra dell’uguaglianza nulli.
Assumiamo dunque v{%, .., v(™ linearmente indipendenti. Per lo stesso motivo,
{9.80) vale se v e w sono entrambi iinearmente dipendenti con v(®, ..., (™, As
sumiamo quindi che o v 0 w sia lincarmente indipendente con v2), .., v{™. Sup-
poniamo che lo sia v e chiamiamolo v'Y), cosicché v}, ..., v forma una base in
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R, Allora esistono n costanti a; tali che w = 37 a;0'9 ed usando (9.86) ed
(9.75),

m (0w +w,v'?, ..., v™) = m (0 + Z aw®, v i)

i=1

= m (T((1 + a o) + Zaiv“),v(?),...,v(”)))
i=2
= m(II{(1 4 a)v'V, o, 0™
= (1 4+ a)m (MW, +3), "))
= m{I(v™, @ o) 4 m (e o™, 0@, o))

n
= m(H(U(l),U(E), ves v("))) + m(H(alv(l) + Z aw'?, o v(”)))
j2=2
= m(I, o, o))+ m (T, oo ™))
Questo completa la dimostrazione della proprieta 2) e quindi per quanto discusso

sopra, vale {9.67). 1

Osservazione 9.62 Si noti che abblamo dimostrato (9.67) per ogni matrice T
(ciod non solo per matrici 7" invertibili).

Sia ora R il rettangolo [0,b1] x - x [0,b,] con b, > 0. Allora R = AK, dove
A = diag (b, ..., b,) e quindi

m(TR) =m(T(AK}) = m((TA)K:1} = |det(TA)]
= |det T| |det A| = |det T}(bybs - - - bn) = [det T|m{R) .
E poiché, se ¢ = (a1, ..., an},

[a1,b1] X - X [an,bn) = a+[0,b1 — a1] X --- x [0,b, — ag]
dall’invarianza della misura di Lebesgue per traslazioni segue che, per ogni rettan-
golo R C R™,

m(TR) = |det T|m(R) . (9.87)

Dimostrazione di (9.65). Sia Ay(z) =] det %g(mﬂ Dividiamo la dimostrazione
di (9.65) in tre passi: (1) dimostriamo prima che per ogni cubo chiuso B C A, vale

() = [ Aofe)de (9.88)

{2) vediamo poi che (0.88) vale anche se R & un qualunque rettangolo chiuso
contenuto in A e, (3}, dimostriamo (9.65).
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(1): Sia dunque R un cubo chiuso contenuto in A. Essendo ¢ € C'(R) segue che
per ogni 2,y € Reon |2 — Ylee < siha

dJ d
Va)DEé>OWAﬂ@—AﬂwhS&‘b%zwﬁgwmge. (9.89)
Lemma 9.63 Siano

= max{l, vn s?zpll(% B

dz

} , e =nep{l +c1)”'1 sup Ay .
R

Allora, per ogni 0 < ¢ < 1/cy, se 8 & come in (9.89) ¢ se K & un cubo in A di
eentro Tq e lato r < 4§, s1 ha che

[m{p(K)) — Agplzo)mis K| < ey e misK . (9.90)

Dimostrazione Per la formula di Taylor (al prim’ordine), possiamo scrivere per ogni
ré&Redognihtalechez+heéE R

(2 + 1) = p(z) + Th+8(h,) , (9.91)
dove )
T=22E), o= [/0 (33:( +1th) am(:c))dt]h . (9.92)

(si noti che R & un insieme convesso e quindi il segmento {x+th: ¢ € [0, 1]} & interamente
contenuto in R). Si osservi che, da (9.89) e (9.92) segue che, perogniz € R, 2+ € R
con jhl, <4

18k, @) < hle < Valhlose. (0.93)

La (9.90) sard una semplice conseguenza della seguente relazione
Tﬁlyo + Kr(lwc1s) C Tq—lqﬁ(K) C T_lyﬁ -+ Kr(l-i-cle) 3 (994)

dove K, denota il cubo chiuso di centro origine e lato p e yo = ¢(zo).

Per dimostrare la {9.94), notiamo che, essendo la mappa & — T ¢(z), continua, inver-
tibile ed aperta su™ R C A, per il Lemma 9.59, punto (if), si ha che G(T“}QS(K)) =
T~'¢(0K). Quindi, se z € 0K ovvero se £ = mg + p con |ple = %, usando (9.91)
(moltiplicata per T~!), st ottiene
T 0(2) =T goloe = [p+T7 bleg
2 plos = 1T 8lo0 2 Ipico — 1T 161
2 51— 77 Ivne) (9.95)

dove, nell’'ultima disuguaglianza abbiamo usato (9.93) ed il fatto che |plee = r/2, Essendo
o1 2 msupy || (g—i’-) _II], si ha che un punto sulla frontiera di T ¢{K) ha distanza (in

7851 ricorda che una funzione F si dice “aperta” se l'immagine di ogni insieme aperto & un
aperto ovvero se F{A) & un insieme aperto, per ogni insieme aperto A.
p per og
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norma, |+ |oo) almeno (1 — cig} da T yo e quindi T yo + Kr(1—oye)(zo) © T7HH(K).
Analogamente, se z & un punto di K, e quindi x = xp + p con |plee £ &,
T ¢(z) ~ T gl = lp+ T 10
< |ples (1 + 18) < —(1 4 £1€) (9.96)
ovvero vale anche la seconda inclusione di (9.94). Ora, poiché {invarianza per traslazione

e (9.87)]
m(yo + TH (14c,6y) = [ detT| v {1+ o)™,

da (9.94) (moltiplicando ambo I membri per T') segue che
|det T|r" (1 — c18)™ < m(${K)) < |det T|r" (1 + &:)™

e la (9.90) si ottiene notando che {1 —cze) £ (1 ~c18)" & (14 c16)™ € (1 +cez) {siusi, ad
esempio, la formula di Lagrange applicata alle funzieni f(t) = (1 & e18}” tra £ e 0).

Sia 0 < & < 1/¢; e sl suddivida il cubo R in cubetti K ,..., Ky dilato non superiore
a & [con 6 come in (9.89)] e di centro U}, Dall’additivita dell’integrale di Lebesgue,
dalla (9.89) e dal Lemma segue che

|20 - mia(m)]

N
[ 1866~ stz + Aot miss) = misti)

J:

2

< 1Ag () ~ Ag(e)|de + |2y (D )m(K;) ~ m{p(K ;)]

i=1 Ky

<

g

(emis K + c2emis K;) = g (mis R)(1 + ¢o) .
|

[
i

Dall’arbitrarietd di £ segue il punto (1).
(2): Sia B < A un rettangolo chiuso. E’ facile vedere che esiste una famiglia

numerabile di cubi chiusi {K;} tali che K; N Igv., =0 (sei# j)e;K; = R
Da questo segue anche che m(d(E,) N ¢(K;)) = 0 (se i # j) e U;0(K;) = ¢(R).
Duncue, per il punto (vii) delta Proposxzmne 0.49, per il punto (1} e per il tecrema
di convergenza monotona (poiché Ay 3°7_, x,. T Ay su R}, si ha che

fa.q, = Zf Ay =Y m(@(K;)) = m(@(R)) .
gl izl
(3): Il ragionamento & del tutto analogo a quello appena fatto. Innanzitutto, dal

punto precedente segue immediatamente che la (9.88) vale anche se J & un insieme
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elementare. Dal Lemma 9.530 segue poi che 4 = U;E; con E; insiemi elementari.
Quindi per i punto (viil) della Proposizione 9.49 e per il teorema di convergenza
monotona (nel caso che m{p(A4)) < oo) o per il punto {v) dell’'Osservazione 9.51
{nel caso m(g(A)) = oc) si ha che

m(@(4)) = lmm(g(Ey)) = lim f 8= [,
J i Ey 4
il che conclude la dimostrazione della (9.65). |

Dimostrazione di (9.66). Sia B un rettangolo aperto in R con RNB # {§. Poiché
A'= ¢~ (RN B) & un aperto per cui valgono le condizioni grazie alle quali abbiamo
derivato (9.65), si ha che f,, Ay = m(R N B) ovvero (essendo x,, = Xz © ¢ X,)

Lxﬂ 0p-Ag = Lx . (9.97)

Poiché le coppie di funzioni Xees, X2, © Xans ~ D¢: X, - Dy differiscono tra
loro su un insieme di misura nulla, si ha che (9.97) vale per qualunque rettangolo
limitato R (cio® non necessariamente aperto). Dungue, ricordando la definizione di
$(B) (punto (iti) dell’Osservazione 9.54), si vede che (9.66) vale per ogni funzione
FeS{B)se f= Z;-V:l CiXp;np {(con R; rettangoli limitati e disgiunti)

N N
= : = : od- A, = oA .
/I;’f ;CJ./';XRJHB ;C‘?LXRJ ¢ L) /‘;f o ¢

La (9.66) & dunque valida per funzioni f € F{B} [per il Teorema di converge
monotona e per la definizione di F(B)] e quindi, per linearita, segue anche che se

F€LY(B)aliora fog- A, € L1(A) e la validits di (9.66). 1

Esercizi e complementi

E 9.1 Dimostrare in dettaglio la Proposizione 9.5.

E 9.2 Dimostrare in dettaglio 1 punti (i) e (ii) della Proposizione 9.5 nel caso in cul
S(E) venga sostituito da R{E}.

E 9.3 Dimostrare che se 4 e N*, B e N allora A x B € NFH8,

E9.4 Siaf=0su[0,I]\Qefx)=l/nses=mmneon 0 <m<nslimedn
relativamente primi). (i) Dimostrare che Pinsieme di discontinuita di f & Q@ [0,1]. (i1)
Dimostrare direttamente (senza usare il Teorema di Vitali-Lebesgue} che f € R([0,1]).
E 9.5 Dimostrare che se A & un insieme misurabile secondo Peano-Jordan, lo sono anche

A AedA.
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E 9.6 Dimostrare cke ® N E (con E rettangolo qualungue) & un insieme di misura
nulla non misurabile secondo Peano—-Jordan.

E 9.7 Dimostrare che se A & misurabile secondo Peano—-Jordan allora A & di misura
nulla se e solo se mis, 4 = 0.

E 9.8 Sia B € N & come in (9.23). Dimostrare che vale la (9.24).

E 9.9 (Curva di Peano) Esiste uno funzione continua ¢ : [0,1] -» R® tale che
w([0,1]) = K =[0,1] x [0, 1] ossia esiste una “curva” che ricopre un quadrato.

Se I=[0,1] x {0} denota il segmento unitario immerso in R® e se, per ogni (z,¥) € 1,
definiamo f(x,y) = ¢(2), vediamo che f € C(I,R?), misz(f) = 0 ma mis:(f(I)} =
misy {[0, 1]2) = 1,

Si completino 1 dettagli del seguente schema di dimostrazione:

(i) Sia K un quadrato di lato di lunghezza ¢ e lo si suddivida in quattro quadrati di lato
£/2. Si fissi un lato L di K e su di esso si fissi un punto M a distanza £/4 da uno dei
vertici di I e si fissi un altro lato L' di K diverso da L. Si faccia vedere che esiste una
ed una sola poligonale di lunghezza 24, che passi per i centri del quattro guadrati in cui
& stato suddiviso K e con estremi M ed N dove N & un punto su L' a distanza £/4 da
uno dei suoi due estremi.

(i) Sia a < b. Si “parametrizzi” su [a,b] una qualunque poligonale in R" ossia, se gli
estremi della poligonale hanno coordinate = e y, si trovi una funzione v : t € {a,b] —
{t) € R"® ale che y{a) = z, v(b) = y e tale che 'insieme {v{£) : a <t < b} coincida con
la poligonale data™.

{iii) La funzione (o “curva’) i sard ottenuta come limite (uniforme) di funzioni continue
@r :[0,1] = K. Ogni @) sard una parametrizzazione di una poligonale chiusa che passa
per ogni centro dei 2%* quadrati di lato 27 in cul si divide K. Denoteremo con [k la
poligonale parametrizzata da g, cioé Iy = {@e(t) : 0 £ ¢ € 1}. Primo passo: si divida K
in quattro guadrati di lato 1/2 e sia I'; la poligonale formata dai quattro segmenti che
uniscono i centri dei quattro quadrati. Secondo passo: Si consideri il quadrate Ki di lato
1/2 di centro (%, 2) esia Ii =T N K. Si divida K in quattro quadrati di lato 1/4 (che
chiameremo K3,...,K4) ed usando il punto (i} si costruisca una poligonale I'3 che passi per
i quattro centri di K{,' con estremi a distanza 1/8 dai due puntiin TN K!: vi sono infatti
due poligonali con tall proprieta e per eliminare tale ambiguitd si scelga quella con uno
degli estremi in (%, ). Si divida K in 16 quadrati di lato 1/4, K, §==1,..,16. Iterando
il procedimento sopra descritto si costruisca la poligonale chiusa I'; che passi per tutti i
16 centri dei K3 {e per il punto (3, %): T} =T2n K{ ete. ). Terzo passo: si generalizzi
il procedimento descritto sopra e per ogni k si costruisca una poligonale chiusa, I'y, che
passi per i 2%% centri dei quadrati di lato 27% in cui & possibile suddivedere K. Tale
costruzione & unica se si impone che la poligonale passi anche per il punto (%, 1— gklﬁ)-
(iv) Si parametrizzi 'y tramite p«(?) in modo ¢ale che r,ok(g,;'%l—) coincida, per ogni j =
1,..,2% con il centro di K (si noti che Ty da un ordine ai quadrati di lato 27% per i
cui centri passa).

(v) Si dimostri che per ogni 0 < ¢ < 1 vale |pi(t) — @r4:(t)] € zr=7 € da questo si deduca
che i, (t) converge uniformemente: il limite o(t) sard dunque una funzione continua da
[0,1] in K (e (0) = (5. 1))-

{vi} Si dimostri che ¢ & surgettiva su K ciog ([0, 1]) = K.

{vii) ¢ & anche inlettiva?

™Un segmento di estremi x e z & parametrizzato su [o,b] da v{t) = ¢ + £=%(z — z).
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E 9.10 Sia R un rettangolo chiuso in B, (1) Si dimostri che, per ogni £ > {0, esistono
N cubi aperti R;,....,Ry tali che R C E= R, U---U Ry e che m(E\R) < e. (ii) 5i dia
una stima di IV in termini di £ e delle lunghezze dei lati di R.

E 9.11 Si dimostri che “f~(I) € M per ogni aperto U C R & equivalente ad ognuna
delle seguenti proprietd:

(1) {fzaleM YacR; (i) {fraleM Vaeck;
(i) fa<fe<bleM VabeR; (iv) {a<f<bleM YabeR.

E 9.12 Si dimostri che linsieme A= {(z,y) e B? : 0 <z <lel <y < 1/Vz} 2
misurabile secondo Lebesgue e se ne caleoli la sua misura.

E .13 Dimostrare che ogni insieme misurabile secondo Peano—Jordan & misurabile se-
condo Lebesgue,

E 9.14 Sia f € S(E) e sia C il suo supporto, 5i dimostri che per ogni ¢ > 0 esiste
g € S(E) con supp(y) C (%‘ tale che j:slf —-g|l <e.

E 9.15 Sia f come nel punto (v) dell’Osservazione 9.30, sia @ C B" un insieme di
misura nulla, sia fo una qualunque funzione che vale 0 al di fuori di Q. St dimostri che
f + fo non & integrabile secondo Riemannn.

¥ 9.16 Siano Ey e 4 come nel punto (v) dell’Osservazione $.30 e si dimostri che I'insieme
Eo\A non & un insieme di misura nulla.

E 9.17 Sia 4 € M(E") con m(4) = oo esiano Fy € M taliche E; C B4, m{E;) < oo
e U;E; = R". 5i dimostri che oo > m{AN E;) T oo.

E 9.18 Si dia un esempio di insiemi misurabili Ax in K" tali che Az € Ap ma
m{NAg} # limm{Ad;).

E 9.19 Sia B.(x0) la sfera (euclidea) aperta in B centrata in xo e di raggio r. Di-
mostrare che esiste To € (" e 0 < 7 €  tali che i} cubo aperto di centro #o e lato 7 sia
contenuto in B, (xe) e contenga zo.

E 9.20 Si generalizzi I'esempio di Vitali (punto (iv) dell'Osservazione 9.51) a R*.
E 9.21 Si dimostri la (8.61) nel caso incui 4, B € Mem(ANDH) =0,

E 9.22 (L’insieme ternario di Cantor) L'insieme ternaric di Cantor K é un sot-
toinsieme di [0,1] con le seguenti proprietd: (a) K & chiuso, non ha punti isolati ed &
totalmente sconnesso {ovvero non contiene nessun intervalio); (b) K ha la potenza del
continuo (ovvero esiste un’applicazione 1-1 da K in R); (¢} la misura di Lebesgue di K
é zero.

Costruzione di K: (i) ad un qualunque intervallo chiuso (limitato e di lunghezza positiva)
I associamo due intervalli chiusi I e I ottenuti rimuovendao da I Pintervallo aperto che
ha lo stesso centro di [ e lunghezza uguale ad un terzo di quella di I.

(ii) Definiamo ora intervalli I* per k> 0e1 <5 <2% I =0,1] e per k > 1 gli I} sono
gli intervalli (ordinati) ottenuti dagh I ;‘"1 come descritto nel punto (i). Per costruzione
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gli ntervalli Ij-" sono, per ogni k fissato, chiusi, disgiunti e di lunghezza 1/3% cosicché

ak
Z;:l mis(IF) = (2/3)*.
{iii) Sia I* = Ugil I¥. Chiaramente [*! ¢ I'*, Definiamo K = Mgwo 15
j=1 45 z

Si dimostrino le proprietd {a}, (b) e (¢) sopra enunciate,

E 9.23 Dare un esempio di insieme Q C [0,1]? di misura nulla (in &R?) tale che per ogni
z,y € QNI 1], @z e Q¥ non sono di misura nulla in R

E 9.24 (tratto da M. Reed, B. Simon Functional Analysis) Sia f: R* -+ R cosi definita:
f=lau{e>0y>00<z~y<1l}, f=-1lsu{z>0y>00<y—a<1}ef=0
altrimenti. Si calcolino gli integrali iterati di f e si spieghi il risultato.

E 9.25 (Funzioni semplici) Una funzione f € M(K") si dice semplice se assume
un numero finito di valori. Esempi di funzieni semplici sono le funzioni a scalini oppure
combinazioni lineari finite di funzioni caratteristiche di insiemi misurabili. Dimostrare le
seguenti asserzioni:

(i} Una funzione & misurabile se e solo se & limite {q.0.) di funzioni semplici.

(il) Per ogni funzione f € £ esiste una successione di funzioni semplici fi, € £' tale che
fo = [ (go)ellf — fellpr = 0.

E 9.26 Sia f € LY{E). Dimostrare: (i) lims oo m{({If| = r}) = 0; (i) lim, - o0 J:{Ef\%-}lfl
= 0. -

E 9.27 Sia f € £YE). Dimostrare che per ogni & > 0 esiste § > 0 tale che per ogni
A€ M(E) con m(A) < ¢ si hache [,|f| <e.

E 9.28 Sia f € £' e B; € M tali che m({B;) — 0. Dimostrare che [, f — 0.
d

E 8.29 Dimostrare chese f € £'(E) allora esiste un insieme illimitato di misura positiva
£ tale che im f(zx) = 0 per ogni successione zx € E tale che lim |zx| = oo

E 9.30 Trovare f € £'(R) ed insiemi illimitati di misura positiva Ey tale che lim f{z)) =
oo per ogni successione z, € E+ tale che lim [z1| = 0.

E 9.31 Dimostrare che il grafico Gy ={(z,y) € B*™' x R : y = f(=)} di una funzione
misurabile f: B*! = R & un insieme di misura nulla,

C 9.32 Un numero w € R si dice diofanteo se esistono v > 0 e r > 1 tall che
!wq—pizﬁ, Vpg€T con g#0. (9.98)

Si noti che numeri diofantei sono irrazionali e che la (9.98) da una stima sulla “velocitd”

con cul & possibile approssimare un numero dicfanteo w con dei numert razional: (s1 divida
la {9.98) per g).

Sia T, - Dinsieme del numeri dicfantei per cui vale (9.98) e sia D I'insieme di tutti numeri

diofantei con 7 > 1 (ovvero D= o U, o, Par).
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D, » & misurabile: infatti

DT,—ﬂﬂ{weR leg -~ pl_IqI*}'

Z een
PE ey

‘D & misurabile: D coincide con l'unione di D, . fatta su tutti i 4 e 7 razionali con v > 0
et > 1.

D* coincide con Uintersezione su tuttii v > 0 e 7 > 1 razionali di D5,

Se v < 1 allora (D5, N[—R, R]} C Upgzodpqg dove Iy, & lintervalle aperto di centro
plge[~-R—1,R+1] di lunghezza 2v/{g]" ™. Dunque

( U I“) <Z Z |q|2?+1

me#G g#0 |pl<(R+1)l4q]

m(DfY.r N [_Ra RD

A

IA

2 R+‘2}'yzi—;1|—_r‘£’y clr. B) .
g#0

Da questo segue che D & un insieme di misura nulla.

E 9.33 Perognik e Zy, siaay = Zk

J=1 J
di " [ovvero {z} & l'unico numero in [0,1) tale che z = n+ {2} con n € Z], sia

Ar={r = {y}:ar Sy < ak41}. Dimostrare che Ay & un insieme elementare e che

. Se {z} denota la funzione “parte frazionaria

1
_ 1 : _
[0 Xa, _—_m(Ak)——k+l , ]J:crisoléprk(:c)—l, Vaelo1].

E 9.34 Sia A come nell’esercizio precedente e f, = X, Trovare (esplicitamente) una
sottosuccessione fi, tale che fr, — 0 q.0. in [0, 1].

E 9.35 Trovare una successione di funzioni a scalini e non negative in [0, 1] tale che
1 . . .
fu fe =1 per ogni & e lim fi.(x) = 0 per ogni = € [0,1].

E 9.36 Trovare funzioni misurabili fi su [0,1] tali che: per ogni k&, f 2 q.0. continua;
sup, fr{z) = oo per ogni x € QN [0,1]; esiste M > 0 tale che |fi(z)] < M per ogni
z € [0, 1N\Q.

E 9.37 Si dimostri che 1) e 2) di (9.68) impicano che A & lineare rispetto al j-esimo
vettore, con j arbiirario,

E 9.38 Si dimostri che se & = AW, ...,v'™) & una funzione definita su n-nuple di
vettori in R® che verifica (9.68), allora A(v'Y, .., v'™)) = det[v") .. 0],

E 9.39 Sia R=[a1,b1] x + <« % [an, bn] e si dimostri che R = UK; con K cubi chiusi tali
che m(K:N K;) = 0set#j.

E 9.40 Sia A © R* un aperto e sia ¢ € C1{A4, R"}. Dimostrare che ¢ & invertibile con
inversa C! se e solo se ¢ & iniettiva e det ¢’ # 0 su A.

234



E 9.41 Sia F(y) la trasformazione inversa della ¢ del Teorema 9.58 ciod
F.yeB=¢(A)—mz=Fly)e 4. {9.99)

{i) Dimostrare che la coppia B e F verifica le ipotesi del Teorema 9.58.
{ii) Dimostrare che se g & una funzione integrabile su A = F(B}, allora si ha

[otorte= [aor-|aet Ejay. (9100)
A B Y

¥ 9.42 (Coordinate polari in B?) Sia B (0, R) x (0,27) e F: B — R* definita da
F:(p,8)e B~ 2= (pcost,psend) . {9.101)

(i) Dimostrare che F e B verificano le ipotesi del Teorema 9.58 e calcolare, in particolare,

lo jacebiano % ed il suo determinante (qui y=(p, #)).

(ii) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.
(iii} Qual & I'immagine, secondo F, di un rettangolino [r,r + 5] x [8,6 + o]?

E 9.43 (i) Si dimostri che
o0
f e~ dr = /7 (9.102)
{ii) Si dimostri che

A ey = 2% (9.103)
E 9.44 Per ogni m € N, si calcoli I E/ 2™ da,
b

E 945 Slad=By={rcR*:0<iz| < Rlesia

plz) = (2% — 23, 22122)

(i) Si dimostri che Ay =|det 32| > 0 per ogni z € A ma che

/ Agde = 27 R
A

$(A) = Bz = m{${A)) = nR* .

(i1) Si spieghi perché non vale la tesi del Teorema $.58.
(iil) Si trovi un insieme A’ su cui, invece, valga la tesi del Teorema 9.58.

E 9.46 (Coordinate potari in &®) Sia B = (0, B) x (0,27) x (0,7) e F: B -+ R® definita
da

F . (p,8,v)eB— = {(pcosfsent, psenfsen,pcosy) . (9-104)
(i) Dimostrare che F e B verificanc le ipotesi del Teorema 9.58 e calcolare, in particolare,
fo jacobiano %3'3 ed i suo determinante {qui y=(p,d,¢)).
(i1) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.
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E 9.47 (Coordinate cilindriche in B*) Sia B=(0,R) x (0,27) x (~h,h) e F: B > R*
definita da

Fi.(p#z)€B— = (pcosh,psend, z}. {9.105)

(i) Dimostrare che F' e B verificano le ipotesi del Teorema 9.58 e calcolare, in particolare,
lo jacabiano %%; ed il suo determinante {qui y= {p, ¥, 2}).
(ii) Si definisca e si discuta la trasformazione inversa ¢.

E 9.48 (Solidi di rotazione in R*) Sia Eo C (0,) x R un insieme misurabile di R?
e o un numero in (0, 2x]. S1 dimostri che

E={{z,y,2) € R®: z=pcosh, y=psenb, con (p.z) € Ea, efe0,nl}

& un insieme misurabile in B® e se ne caleoli i1 volume in termini di un integrale doppio
su Eo.

E 9,49 5j caleoli il volume del toro solido ottenuto ruotando un disco di raggio = attorno
ad un asse a distanza & > » dal centro del disco.
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10 Integrazione su varieta di R"

In guesto capitolo chiameremo dominio (o dominio k—dimensionate) un insieme
compatto D = U di R* che sia la chiusura di un insieme I/’ C R* aperto e connesso
e tale che 8D = 8T sia un insieme di misura nullal. Ad esempio, la sfera unitaria
chiusa

Bi={uelR :|u <1} (10.13

& un dominio in R* (per k = 1 & semplicemente l'intervailo chiuso [~1,1]). Sos-
tituendo la norma euclidea |- | con la norma del massimo |- |, si ottlene il dominio
dato dal cubo di lato 2 centrato nell’origine; se k = 2 (o £ > 2) tali insiemi hanno
una ovvia differenza dal punto di vista geometrico: la frontiera del quadrato pre—
senta delle “singolaritd” (i vertici del quadrato) che, invece, la frontiera di B1
(e ciod la circonferenza unitaria S') non presenta. I\el seguenti paragrafi daremo
un significato preciso a queste osservazioni intuitive e studieremo gli elementi del
calcolo integrale (di funzioni regolari o regolari a tratti) su tali insiemdi.

10.1 Inclusioni differenziabili in R" e varieta

Definiamo ora una “inclusione differenziabile®” di un dominio k-dimensionale nello
“spazio ambiente” B, con n > &

Definizione 10.1 Sie D un dominio k-dimensionale. Una funzione p € C*{D, k")
conn > k si chiama inclusione differenziabile (o semplicernente “inclusione”}
di I in B" se ¢ é iniettive su D e la malrice jocobianag %& ha renge massimo s
ogni punto u € D,

Una coppia (@, D) con ¢ inclusione differenziabile del dominio D ¢ B* verra anche
chiamata “inclusione differenziabile” o anche “inclusione k-dimensionale”.

L'immagine® (D) di una inclusione & un oggetto geometrico k—dimensionale (es-
sendo descritto dal & parametri u = {uy,...,u;) € D) immerso in BR® e che ha
le stesse “proprietd geometriche” del dominio D. In particolare, ad ogni punto
z € (D) corrisponde un unico u € D (essendo ¢ iniettiva): cioé la ¢ definisce un
sistema di coordinate su (D). Inoltre tale sistema di coordinate sard “regolare”
nel senso che la corrispondenza v € D — x € () & descritta da una funzione
C' e con jacobiano di rango massimo,

Definizione 10.2 Se p & una inclusione del dominio D=U C R* in B* (U
aperto, connesso e limitato), Uinsieme 8§ = p(U7) si chiama elemento (regolare)
di varietd k—dimensionale (o “elemento di k-variete”).

1Ovvero D & misurabile secondo Peano-Jordan.

?La terminologia non & universale e dipende anche dalla lingua che si sta usando: altri terriai
¢he possonc indicare oggetti simili (s¢ non lo stesso oggetto) sono “immersione” oppure (in
inglese) “imimersion”, “imbedding”, “embedding” ete. 8i faceia dunque moita attenzione alle
definizione date di volta in volta nei vari testi.

3 Anche: “traccia” o “supporto”.
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Osservazione 10.3 (i) Si noti che il “borde™ di 8, @(8U), non appartiene a S.
(ii) Dalla Proposizione 5.8 segue che I"immagine (D) di una inclusione & un sot-
toinsieme compatto di R”. Inoltre, per 5.54, la funzione inversa ™' : (D) — D ¢
continua su (D). In particolare ! & continua sull’elemento di varieta S = @(I7).
(ili) Per ogni punto 2p € S = ¢(U) esiste un (unico) up € U tale che w{uo) = zo-
Poiché U & aperto esiste una sfera aperta B di B* interamente contenuta in U e
poiché g = ! & continua su &, 'insieme A = (B) = g~}(B) & un insieme aperto
in & (nella topologia relativa!) quindi (per 5.56) zo € 4 = E NS per qualche
insieme E aperto di R”,

(iv) Dati due spazi metrici X ed Y, due sottoinsiemi 4 ¢ X, B C Y si dicono
omeomorfl se esiste una funzione continua g : A — B con inversa continua su
B; la funzione biunivoca e bicontinua g si chiama un omeomorfismo di A su B,
Quindi i! punto (iii) pud essere riformulato dicendo che: per ogni punto zg € S
esiste un aperto E C R® tale che ENS ¢ omeomorfo ad una sfera B in RE.

(v) Dire che la matrice %?5 ha rango massimo {e cioé k) equivale a dire che i %
vettori £ = 6%— c R" sono linearmente indipendenti in R™,

(vi) La parola “regolare”, che normalmete sottoindenderemo, si riferisce al fatto
che I’elemento di varietd & realizzato tramite una funzione di classe C*.

(vii) {Cambiamenti di coordinate) Siano p: D=U C R 5 R ey : E =
V c B* — B* due inclusioni differenzibili tali che o(U) = (V) =3&. Su § sono
definite e continue [punto (ii)] le funzioni inverse ™! e ¥, Sono dunque definite
e continue le seguenti funzioni

vEP lopruel s olu) eV, u=p tey:iv eV sulw) el . (10.2)

Naturalmente »{u) e u(v) sono iniettive e sono l'unia Vinversa dell’altra. In ef-
fetti, come c¢i accingiamo a dimostrare, tali funzioni sono dei diffeomorfismi
(o, pit precisamente dei “diffeormorfismi di classe C'”) ovverc sono delle fun-
zioni C! invertibili con inversa® C*. Fissiamo vy € V e sia wo =u(vg) (cosicché
vg = v{ug)). Poiché %‘f(wg) ha rango k esistono 1 < 4; < -+ < {3 < n tali che,
ponendo 1 = (1, , ..., Y, ), 8i ha det 22 (g} # 0. Definiamo Flv,u) = ¢:(v) — ¢(u),
con = (s, i ). I & di classe G ({(vg. 1o} }, det % (up, ue) = det ZE(ug) # 0
e Flug,ug) = 0. Dunque dal Teorema delle funzioni implicite segue che esiste
un'tnica funzione continua ¥ tale che @(ua) = vy e F(#{u),u) = 0 in un intorno
di ug ed in pin tale funzione & di classe C1{{ug}). Poiché anche u(u) soddisfa
v{ug) — vo  F(u(u),u) = 0 (in un intorno di we) per 'unicita della funziene im-
plicita segue che #{u) coincide con v(«) in un intorno di ug e questo, in particolare,
significa che v € C!({up}). Dal Corollario 7.6 segue che anche lo jacobiano di »(u),
%(ug) 8 invertibile ed ha per inverso lo jacobiano %‘;(UD).

(viii) Siaug € B e @ & C*({uo}, R™) conn > k. Se rango 32 (ug) = k allora esiste
una sfera chiusa D C R* di centro ug tale che (¢, D) & un’inclusione differenziabile
in R™.

45i ricordi 5.52 e (5.158).
38i ricordi il Cerollario 7.6.
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Infatti dalle ipotesi segue che esiste un intorno ug su cui ¢ @ C* e su cui det %‘E(uo) #0
con G = (@i, .., i, ) (per opportuni indici 1 < iy < -+ < 4x < n). Dal Teorema della
funzione inversa segue che 1 — ¢ & invertibile su di una opportuna sfera chiusa centrata
in ug. Su tale sfera ¢ & iniettiva ¢ quindi lo & anche .

Diamo ora alcuni esempi di inclusioni (e quindi di elementi di varietd).

(E1) Un insieme U/ C R" aperto, connesso e limitato & un elemento di n-varieta
in K*; come inclusione si pud prendere Videntitd =z = p(u) = u. Analogamente, se
U/ & un sottoinsieme aperto, connesso e limitato di R e n > k, 'insieme S= {x €
R? : (@1, 2r) € U, Zpq1 = --- = B = 0} & un elemento di k—varieta in R* ¢
come inclusione s pud prendere la mappa v € U — 7 = ¢(u) = (v, .., u, 0, ..., 0).

(E2) La funzione t € [0,1] — z(t) = = + t(y - z}) € R & una inclusione
dellintervallo [0,1] in R* che ha come immagine il segmento P(x,y): 2([0,1]) =
P(z,y).

(E3) (Caso & = 1: elementi di curve regolari in R”) Generalizzando esempio
precedente, definiamo elemento di curva regolure in R” un elemento di 1-varietd
ovvero un sottoinsieme di B* dato da o(I) con I = (a,b) intervallo aperto e ¢
una inctusione del dominio unidimensionale [e,b] in . In guesto caso, la matrice
jacobiana di ¢ & semplicemente il vettore® o' (t) = (] (#), ..., ¢}, (t)). Dire che tale
matrice jacobiana ha rango massimo (e cioé 1) equivale a dire che il vettore ¢'(t)
non si annulia mai:

' (t}] = Zl«p JRA0, Yielal. (10.3)

L’iniettivita di ¢ su I implica che elemento di curva (I} non si autointerseca
mai e che @(a) # »(b). Un esempio & dato da “un elemento di circonferenza” cioe
dall’elemento di curva regolare w(t) = (cost, sent) cont € [a. bl e < b—a < 2m ¢
& injettiva su [a,b] e || = |(~sent,cost)| = 1. Quindi Pelemento di circonferenza
w((a,b)} & un elemento di curva regolare sulla circonferenza unitaria

Sl={z el |z| =zt +zi=1}. (10.4)

(E4) (11 caso k = 2, n = 3: elementi di superficie in R*) Un elemento di
2-varietd in B® (0 anche in ") prende il nome di elemento di superficie. Se D = T
& un dominio in B% & ¢ : (u1,uz) € D — (p1,¢2,93) € R & una inclusione di
D, dire che la matrice jacobiana %—‘5 ha rango massimo equivale a dire che i due

vettori a%% e 3‘%% sono indipendenti e ciog”

6Dj solito, nel caso unidimensionale, denotiamo con I l'aperto connesso e limitato di R (e ciod
Pintervallo) che sopra abhiamo chiamata U e indichiamo con ¢ il punto generico di I (che sopra
abbiameo denotato u).

TPer informazioni sul pradotto vettoriale “x” in R® si veda 10.5.
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()x——— u| #0, Yuel. (10.5)
Un esempio & dato da una “porzione ellissoldale” realizzata dall’inclusione
iy, ug) = (ry COSuy seN g, P2 SEN Uy SEN U, T'3 COS Uz)

con D = ja;,b;] x [, b2}, 0 < by —a1 <2me 0 < az < by < w. Allora § = w(U),

=] .
(U=D), & un elemento di varieth bidimensionale in B® che descrive una calotta
ellissoidale ritagliata sull’ellissoide

£= {xemﬂ (T1)2+(§§)2+(§§)2:1}. (10.6)

Per r; = 75 = 74 si ha naturalmente un elemento della sfera tridimensionale di
raggio r=r.
(E5) (Grafici in B") Sia D = U un dominio in R*, sia f ¢ C1(D,R) e sia
n=k+ 1. Il grafico

Gr={zeR" =R" 1z, = f(z1, .cys) ,¥ (21, oy 2p) €U} (10.7)

& un elemento di k = n—1 varietd in R” realizzato dalla inclusione w(u} = (u, f(u))
con u € U. Infatti, la ¢ & chiaramente iniettiva su I e

1 g ... D
0 1 ... 0
g—i : E+1 (10.8)
0 o ... 1
ful fwz fu;,

e qulnch % ha rango uguale a k = n — 1 (per ogni u € D).

(E6) (i) Sla ¢ € C{R*,R). Per la Proposizione 5.8 l'insieme A= {z € R" : ¢(z) <
0} & un insieme aperto; quindi se A & connesso e limitato allora (esempio (E1)) &
un elemento di n—varieta in R",

(ii) Sia ¢ € CH{B",R) esia E={z € R* : ¢{z) = 0} e supponiamo che per un
E € E si abbia V() # 0 ovvero, per un qualche j, 3 J,( Z) # 0. Allora, per il
Teorema delle funziond implicite (Teorema 7.1) esiste un rettangolo in R®,

Kop={zeR :|z; — % <rperi#jelz; I <p}

ed una funzione® g(z1,...,&;, ..., zn) di classe CUK,, [&; — p.Z; + p]), dove K.eil
cubo in B*~! di centro (%1, ..., %5, ..., Tn) € lato 2r, tale che E N K., coincide con

8 1l simbolo “ 7 * in questo contesto significa che la quantith che vi sta sotto va omessa:
{14000y 5y s T ) coincide CON (21, .0 B5 - 1, Tj41, - Tn) 58 1 < j < m,con (T2, Ta)sej=1e
con (zl,...,mn_l) se j=n.
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il grafico di g ovvero con {z € B* 1 2; = gz, ..., &, .o n)y ¥V (T1, oy 850y Tn) €

K,}. Ma questo, per (E5), significa che !'insieme &= {@(:1: = 0} N K rp & UN
elementa di (n - 1)—varieta. Il dominio dellinclusione & K, ¢ R* ! e linclusione
sard data da u € K, = @(u) = (1,0 tjo1, 9(u), vy, -, tn—1) € Krp (avendo
posto T; =wu; per i < j — 1 e u; = 2y peri 2 j).

(ET) L’esempio precedente (punto (ii)) si generalizza come segue. Suppontamo
che siano date (n — k) funzioni ¢; € C*(R*,R) e consideriamo l'insieme E={z €

R : ¢y (z) =+ = ¢pp(x) = 0}, Assumiamo che per un qualche punto I € E,
gh (n — k) vettori V¢, (Z),...,Vdn-r{&) siano linearmente indipendenti (in R").
Allora esiste un aperto 4 C R® tale che AN E & un elemento di k-varieta in® R,

Concludiamo questo paragrafo introducendo le nozioni di varieta e varietd regolare
a tratti:

Definizione 10.4 (i} Un insieme connesso & C R® prende il nome di “varietd
L-dimensionale” se per ogni 1o € & esiste un aperto A di R* che contiene zq ¢
tale che ANS & un elemento di k-varietd.

(i} Un insieme connesso S C R”’ prende il nome di “varietd k-dimensionale
regolare a tratti” se & = | JIL, ¢ (EDY dove (o™, EW) godone, per ogni 1 <4 <
N, delle seguentz pmpmeta (a) glz E9 sono instemi di R con frontiera di mzsum

nulla; (b) 'Y € CI(E(” R M C(EW, R e per ogni k dommw DU E 0 lo
coppia (o1, DU ¢ un’inclusione differenziabile in R*; (c) o1 (E(’))mp J) (E'(j)) =
O per ogni i # j.

(iii) Una coppia (p,E) con p ed E che soddisfino le proprietd (a} e (b) del

punto precedente’® prende il nome di pseudo—inclusione o pitt precisamente di
“pseudo—inclusione differenziabile, k-dimensionale in B 7.

Osservazione 10.5 (i) Di particolare importanza sono le varieth compatte'!
ad esempio le “superfici sferiche”

P l=fpe R x| =1}, (10.9)

sono delle varieta compatte di dimensione n — 1.

(i) Un esempio tipico di varieth regolare a tratti in R* & dato dalla frontiera del
cubo [0,1]" che & una “(n — 1)-varietd chiusa con singolariti” nei vertici del cubo
(0,1]™

9L'ipatesi che i vettori Vi,..., Vi, -5 siano indipendenti & equivalente a dire che la matrice
G{d1,.-,
{n — k) %X n, (b1 rir frt) ha rango massimo e ciod uguale a 1 — K. 8i assuma, per [issare le

idee, che ii minore W abbia determinante diverso da 0 in £. Si definisca F : {u,y) €

Bf x B’Br-% 5 Flu, ) = (@102, 1)s oo drneie (1, 1)) € B™=F e si noti che det %E-(ﬁ,g) # 0, dove
(@, 7) = Z. $i applichi ora il Teorema delle funzioni implicite.

oo B = E e o) = .

11 A volte le varietid compatte vengono chiamate “varieth chiuse”.
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(iii} Una curva regolare a trasti  immagine w(I) con I intervallo limitato di K e
con « continua ed iniettiva su 7 ad eccezione di un numero finito di punti e C* a
tratti; se w(a) = (b} la curva (regolare a tratti} si dirad chiusa.

{(iv) Secondo la Definizione 10.4 una varietd compatta puo essere vista come una
varietd regolare a tratti: ad esempio, la circonferenza {x € R" : 2 + 23 = 1,
Ty = - = gy, = 0} @ una 1-varieth regolare a tratti in R* poiché T' = p(E) con
E=[0,2r] e ¢ =(cost, sent,0,...,0).

10.2 Integrazione su varieti: definizioni

Sia (@, E) una pseudo-inclusione differenziabile k-dimensionale in E*. Vogliamo
definire Ia “misura k—dimensionale” dell’insieme & = (£); la nozione di misura che
introdurremo pud esser visto come “la proiezione ortogonale della misura euclidea
n dimensionale sull’oggetto geometrico k-dimensionale rappresentato da 8",
a(w'l:] E ] “pék)
— - (u)
a(uls --'yuk)
(dove (i1, ...,ix) per L € i3 < --- < i < n & una qualche scelta di indici) ha
determinante diverso da zero; in particolare la somma su tutte le possibili scelte
dei minori di rango k dei quadrati dei determinanti di tali minori, ovvero il numero

Z ldet 8(@2‘17"'799&)

1< < g < 6(u1,...,uk)

Dalla definizione di inclusione segue che almeno uno del minori

A
, (10.10)

[+3
& diversa da zero su U7 = E. Definiamo la misura k-—-dimensionale di § il numero

o= [( T |ty

14ip < <ipsin

3
) au, (10.11)

ese f € C(S,R) definiamo l'integrale di f su S come

1<ip € Qg <n

")Er du.  (10.12)

Per verificare che tali definizioni sone ben poste osserviamo quanto segue. Innanzi-
tutto, poicht 4E & un insieme di misura nulla, si ha che gli integrali su U possono
essere sostituiti da integrali su F senza che il loro valore cambi. Dimostriamo
ora che gli integrali in (10.11) ¢ (10.12) non dipendono dalla particolare inclu-

sione che “realizza” S: sia (3, E') unr’altra pseudo—inclusione tale che, se V=FE',
Y(V) = (). Per il punto {(vii) del’Osservazione 10.3 la funzione v(u) =1 op(u)
& una funzione di classe C1{U/, V) ed & tale che ¢(v{u)} = p(u), per ogni u € U.

Dunque, per ogni scelta di indici 41 < -+ < 45 51 ha (gbil(v(u)),._.,'tf:ik (v(u))) =

(cpil {u), ..., 01 (u)) e prendendo lo jacobiano di tale relazione si ottiene

a(d)ha'--,w'ik) (U(U)) @( ) _ 6(@11,...,(,95&) ,

8(U11---7Uk) a‘u u = a(ul,...,uk)
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e quindi
det

iy, ooy

:T,th)
vy, ..., vg)

du

- det, S (u) =

Gu

o JWPiss s @in)

2 Piy)
8(u1,

o (10.13)

Dunque, tramite il cambio di variabile v = v(u), dal Teorema 9.58, dal fatto che
wlo(u)) = p(u) e da (10.13) segue che

/Vfoqp(u) 1<s,<§.;<z-k<n det Hz)l dv
- [roee (B, o Geist o)) e gl e
= ]{;fw(u) (1<51<¥<ik<n det H(L(u))det -g%lg)% du
= fooso(u)( ) e aw;z:::ﬁ;) Vau. B

16 < <ig

Queste definizioni si estendono immediatamente a varietd regolari a tratti: se § =
U ~, ¢ (EWY ¢ R & una varieth k dimensionale regolare a tratti {con @l e EW
come nella Definizione 10.4) e se f € C'(S,R) poniamo!?

N N
(5 dog= f do |
> oos), [ i > [

(3(1‘) §¢(E?iJ)) ]
(10.14)

0’;;(3) =

Esempio 10.8 Applichiamo le definizioni date al calcolo dell’area superficiale di
una sfera di raggio r in R®. La sfera S2 = {z € B : |z} = 1} coincide con @(E) se

E=[0,27 = {0,7] e (u1,us)=r{cosu;senus, sen ) senug, COSuz) .
Dunqgue
N PUTSIEAS |
o2(S7) = /( Z |det%QT’w&’-)-l )gdu
E M 1<icj<n u
= / det 3(“0““02)| +|ci tmm—*’l’%}i J.riclet——«———a(‘p2 @3)\ )Edu
L du

b3l

du

i

/ ((sen g cosuz)? + (senug sen *uy)® + (cosu, senzuz)z)
E

e f sen uadu = dnr?
E

12gi noti che la rappresentazione di una varieta regolare a tratti come “unicne di parti regolari”
@ O{E{)) non & ovviamente unica e d’altra parte € altrettanto ovvio che le definizioni in (10.14)
non dipendeno dalla particolare rappresentazione di S.
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Discutiamo ora alcuni casi speciali cominciando dal caso k = 1: se I & un intervallo
di estremi a < b e I'=¢(I) & un elemento di curva regolare (o una curva regolare
a tratti ed eventualmente chiusa) la quantitad in {10.10) coincide con la norma

euclidea del vettore ¢'(t) (come al solito ¢ = u) e dunque la lunghezza della curva
[ & data da

5
oi(D) = L) = / o (8)]dt | (10.15)

mentre Vintegrale di una funzione f € C(T,R) su I', che prende il nome di inte-
grale curvilineo, & dato da

b
[1aoi= [ rowtieenae (10.16)
T a

a volte (nel caso k = 1) al simbolo de; si preferiscono i simboli ds o d2.

Hecaso k = 2 e n = 3 concerne Yintegrazione su superfici in B*. La quantita
in (10.10) coincide con il quadrato della norma euclidea del vettore %’% X %’; e
dunque I'area della superficie § & data da

72(S) = Area(S) f | o aqu (10.17)

mentre integrale di una funzione f € C'(S,R) su S, che prende il nome di inte-
grale superficiale, & dato da

/fdag_ffop |5a x %‘d (10.18)

Osservazione 10,7 (1) Considerando un'*approssimazione di Riemann” dell'inte-
grale in (10.15), relativa alla partizione tp = a < #; < --+ < ty = b, si ha che!® la
lunghezza dello poligonale di estremi (in ordine) ¢(a}, ©(t1),...,o(h) tende o L(T),
quando lompiezza della partizione § = sup(ti+1 — t;) fende a zero, giustificando,
in tal modo, il nome “lunghezza™ dato a L(I).

(i1) La quantitd

rappresenta geometricamente l'area del parallelo-

gramma generato dai vettori %*’T € %’1 e quest’interpretazione farebbe pensare
alla possibilitd di giustificare (tramite opportune approssimazioni di Riemann) la
definizione di area in modo analogo a quanto fatto nel punto (i) per la lunghezza.
Invece cid non & possibile: in generale, un elemento di superficie regolare pud essere
“approssimato” con (ad esempio) triangolini con i vertici sulla superficie in modo
tale che la somma delle aree dei triangolini tende ad infinito quando la lunghezza
del massimo lato di tali triangolini viene mandata a zero'*.

1381 noti che L{P(g(ti), w{tit1)) = lo(tiv1) — @)l = @' (E)|(fi41 — ). Quindi, essendo |}
continua su [a, b], dalla teoria dell’ mtegramone di Riemann segue che, se § = sup; [t:41 — &,

allora limg 0 L{P{e(t:), w(tir1) f " {2)|dt.
148§ veda 10.14.
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P Hepy y ey §4 i e .
(iii) La quantita ( E l det M ) * che appare nella definizione
L . Oy, ey Ugs)
Lip <o <ip En
di misura k-dimensionale non & altro che la misura euclidea k—dimensionale del
parallelepipedo generato dai vettori tangenti (che formano una base dello spazio

tangente) %,...,%. Per maggiori informagzioni si veda 10.13.

10.3 Il Teorema della divergenza in R

In questo paragrafo studieremo un’importante generalizzazione del Teorema fon-
damentale del calcolo che va sotto il nome di “Teorema della divergenza”!®.

La sfera unitaria chiusa B* = {x € B : |z| € 1} non & una varieta n dimension-
ale ma & l'unione d’un aperto (cice la sfera B ={x € K" : |2| < 1}) e d'una
varietd compatta di dimensione n -~ 1 (ciod $”~1) che coincide con la sua fron-
tiera insiemistica. L'ovvia importanza di tali insiemi aperti giustifica la seguente
definizione

Definizione 10.8 Per n > 2, un insieme A C R™ aperto, limitalo e connesso
si dice regolare se esiste una funzione ¢ € C1{R*,R) tale che A = {z ¢ R" :
$(z) < 0}, BA = {z: ¢(z) =0} e Vg(x) £ 0 per ogni z € 0A.

Dunque la sfera aperta B" & un insieme regolare: B® = {z € RB" : ¢(x) < 0} con
$lz) = |zi2 - 1.

Dall’esempio (E6) di § 10.1 e dalla Definizione 10.4 segue che la frontiera di un
insieme regolare é una (n — 1)-varietd compatta in R". Infatti la frontiera di A
divide B" in due insiemi connessi di cui uno, {z : ¢(z) < 0} = A, ¢ limitato e
Laltro, {z : ¢{z) > 0} = (4)° & illimitato: in questa situazione l'insieme aperto A
prende il nome di esterno di A.

In ogni punto @ della frontiera di un insieme regolare 4 = {&' : ¢(z') < 0}
definiamo la normale esternal®

viz)= Vélz), . {10.19)

|v6(2)
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15 Nella discussione che segue seguiremo Papproccio in E. Giusti Analisi Matematica 2, Ed.
Boringhieri; il Teorema della divergenza nei casi n = 2 e 3 & anche note ¢come Tearema di Gauss.

188{ noti che tale vettore (che & ben definito poiché Ve # 0su 8A4) ha norma unitaria. La parola
“esterna” & dovuta al fatio che “v punta verso 'esterno” ovvero “esiste & > 0 tale che {x + vt
YO < t< gt C A, Infatti: dalla formula di Taylor, se © € @4 (ovvero se x tale che ¢(z) = 0]
eget > D& piceolo, oz + wt) = Velz) - vt + ot) = [V(x)|t + oft) = t(|V¢w(;r)L + 9-%1) che &
strettamente positivo se ¢ ¢ sufficientemente piccolo. La parola “normale” si riferisce al fatto che
v & normale (0 “ortogonale”} ad un gualunque vettore “tangente a 9A in z” [un vettore £ € R~
si dice tangente all'elemento di varietd § in 2 € § se £ = 2'(D) per una qualche applicazione
z € CY(—46,4), R*) tale che z(t) € & per ogni f{| < 4 e 2(0) = «; per maggiori informazioni
gl veda 10.25]. Infatti se £ = 2’(0) & un vettore tangente a @A in x si ha, per definizione, che
2{(t) € 8A per |#| < § {(per un qualche § > §), ovvero ¢(z{t)) = 0 per || < 4, derivando tale
relazione in ¢ = 0 si ottiene 0 = V(2{0)} - 2/(0) = Vp{z) - £ e quindi £ - v = 0.
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Infine se 4 & un aperto di B e se F € C1(4,R") definiamo la divergenza di F
la funzione continua da A in R data da

= OF;
divF=Y" = (10.20)
= 9

la divergenza di F' viene anche denotata con V- F.

Teorema 10.9 (Teorema della divergenza) Sia A={z € R" : ¢{z} < 0} un
insieme regolare in ®* (Definizione 10.8) e sia F € C'(A,R™). Allora

fV-F d:r::f Fpdog.1 . {10.21)
A aA

Osservazione 10.10 (i) La cquantith F -~ in (10.21) prende il nome di Husso
esterno del campo vettoriale!” F' e dunque il Teorema della divergenza pud essere
formulato dicendo che “Pintegrale della divergenza di un campo regolare su di un
insieme regolare A coincide con l'integrale del flusso esterno sulla frontiera di A”.

(ii) Se F € C'{[a,b], R} e se interpretassimo la quantita F(b)— F(a) come il “Husso
totale esterno di £ dail'insieme [a,b]” vedremmo che (nel caso n = 1} I'enunciato
del Teorema della divergenza dato al punto (i) coincide sostanzialmente con il
Teorema fondamentale del calcolo (definendo | se si vuole, gli insiemi regolari in
R come gli intervalli aperti e limitati). In effetti vedremo che la dimostrazione del
Teorema della divergenza & conseguenza del Teorema fondamentale del calcolo in
una variabile.

(iii) Il Teorema della divergenza & equivalente alla seguente affermazione:
Sia A= {z € B : ¢(x) < 0} un insieme regolare in B*. Allora

of da =/ fu; doy 1, (Vf ceCHAR) ,V1I<i< n) . (10.22)
4 0T 54

Infatti se vale tale affermazione il Teorema della divergenza verri ottenuto appli-
cando la (10.22) alle componenti F; e sommando su 4, mentre dal Teorema della
divergenza segue immediatamente la (10.22) ponendo F; =0sej#ie ;= f.

Nel corso della dimostrazione faremo uso del seguente notevole risultato

Lemma 10.11 (Partizione dell’unitd) Sia D un compatto di R* e sia {Vi}iey
un ricoprimento aperto’® di D. Allora esistono N funzioni fi,....fn di classe'®
C&P(R™), che godomo delle sequenti proprietd:

1) VY1<j<N, Jied: supp(f;) C Vi

17Un “campo vettoriale su A C 8™ non ¢ altro che una funsione F da 4 in B* (evvero una
funzione che ad un vettore 2 € A C R™ associa un altro vettore, F{z) di R ).

808 V; sono Insiemi aperti e Uje Vi O D,

195i ricarda che €5°(R" ) denota I'insieme delle funzioni C'**(R™) a supparto compatto e che
il supporto di f, supp (f}, & la ehiusura dell’'insieme {z ¢ B : f{z) # 0}.
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2) 0<fim<l,VoeR,15j<N;

N N
3 S f=1, YzeD; Y filz)<1,VYoeR10.23)

=1

Una famiglia {f;}j=1,. v che goda delle 3 proprieta sopra elencate si chiama una
partizione dell’uniti su D subordinata al ricoprimento {V;}.

Dimostrazione Per ogni z € D scegliamo un indice § = i{x) in J tale che x € V().
Essendo gli insiemi V; aperti, & possibile scegliere, per ogni £ € D, un numero
positivo 7 =r{xz) tale che, se K,(z) denota il cubo aperto di centro x e lato 2r
{ciod l'insieme {y € " : [y — &l <, Y1 <4 <n}),

I{T($) (JE) C Kg(m)(.’B) - KR(g}(m) - Vt(:c) , dove R(.’E) z2r(z) . (1024)

Gli insiemi Ky() (x}, al variare di 2 € D formano un ricoprimento aperto di D.
Essendo tale insieme compatto & possibile estrarre un sostoricoprimento finito,
esistono ciod N punti in D, 'V, ..., 2V tali che

DCK U UKy, EjEKgoE). (10.25)
Inoltre, se denotiamo K} = K, (2Y)), e 4; =i{z("), da (10.24) segue che
K,CK;cKCV,. (10.26)

Usando le funzioni % dell’Esempio 5.41, possiamo costruire N funzioni y; €
CEP{R™} tali che

0<y; €1,  #=lsukK,, supp(ey) =K. (10.27)
Poniamo ora.
fi=y,
o=l =41y,
fv = =) (1 —pa) - (1 — by )¥n (10.28)

Da tale definizione segue immediatamente che f; € C§P(R") e che supp(f;) C

K C V;; e quindi valgono le prime due proprietd, 1} e 2), enunciate nella propo-
smone Inoltre da un elementare fatto algebrico segue che®

Z fi=1- H (1 =) (10.29)
j=1
2Per induzione su N: per N = 1 la {10.28) & vera. Assumiamo la (10.29) vera per N ~ 1
N N1 N-1 N1
e dimostriamola per N: ij- = Z fi+in =1~ H(l - )+ (H{l - wj))':,bN =
=1 i=1i j=1 g=1

N-1 N
~(TMa-wn)a-wwr=1-Ta-w.
i=1 i=1
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quindi se € D, = appartiene a qualche K; e da (10.29) segue anche la proprieta

3. 1

Dimostrazione (del Teorema 10.9) In vista dell’Osservazione 10,10 punto (iii),
dimostreremo la (10.22) per una f € C'(4, R). Fissato 2 € E =04, dano j, g9, K,
e K, come al punto (i) di (E6), § 10.1. Introduciamo anche le seguenti notazioni:
T=(#1, .00 %, 0y itpy) cosicché g : F € K. cRY SR GE)=(21,..,g(F), ooy Tn)
(qui ed in seguito useremo questa notazione sottintendendo che la funzione g sta al
posto di z;), dunque l'insieme 8ANK, , = {G(&) 1 & € K,}. Infine, eventualmente

diminuendo il valore di » possiamo assumere che 87(53) # 0 per ogni z € K, .
)

Divideremo la dimostrazione in vari passi.

1} Caleoliamo la normale esterna v{z) per x € K, , N 0A in termini della fun-
zione g(Z). Prendendo la derivata parziale rispetto a z; per i # j nella relazione
{21y vers sy oy ) = 0 (valida in K,) si ottiene

a9 Ob s DG oy 8 By By (. _p .,
e G gE@=0 = gh=-ghoh (xeKr,rz#J)

Dunque, su 84N K, ,, si ha®!

(G(#)+

g —fg
_ Ve L a¢ (— B by awn)
V= W(G(m}) = 5egna (87.1,0,) T Ig"lz s

dove, naturalinente, 1’1 sta al j° posto e g' = 8:49.

2) Calcoliamo la quantitd in (10.10) su 84 N K, , (cosa necessaria per trovare
un’espressione “esplicita” di 6,-1 su 8AN K, ). Qui, come gid detto, 'inclusione
@ coincide con G e la varlabile (n — 1)—dimensionale v con £ € K,. In generale,
nel caso k =n—1, sl ha

(10.30)

2

Z 1 det a((p‘ha sty (pik)

du
1€ << €n

m Y 2
:Z \deﬁ a(‘Pl;---aWu---ﬂPn) ) (1031)
i=1 81.&

Inoltre, nel caso presente (e con le solite convenzioni}, la matrice %‘5 & una matrice
n x (n — 1) avente la seguente forma

a(‘Pl:‘":‘Pﬂ) — %= 8(3\?1,...,9, ---:xn) _
Gu 85 = 821,85 )

2'%e o & un numero reale diverso da zero, segno (o) = o/||; naturalmente nelia formula

{10.30) v & ¢ sono calcolate in G(Z) = (z1,...,9(£},...,Tm) e g & calcolata in & € K, quando non
vi sia ambiguith ometteremo di indicare gli argomenti delle varie funzioni.
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1 0 0 0 0
0 1 0 0 1]
: 0 0 0
0 0 1 0 0
= | 5 " s | (1032)
Az EEY Oz ;11 Jan
0 0 0 1 0
o0 0 ... 0 0 1

{la riga che contiene le derivate di g & la j-esima}. Quindi la matrice Mﬁ-’g‘%ﬁ—'ﬁ‘?—)

& la matrice identitd ed ha determinante uguale ad uno, mentre se ¢ # j, scam-
biando la i-ma riga con la j—esima riga si trova

a(ﬁpl)---;@iw--ﬂ,@n) _ 39 . .
| det = =gl a#n.
Dunque
) Y42 ki s ; 2
z Idet 8(9011!"'!{40%) — Z|det 6({/)1)"'7‘;‘:’1,'":‘1071)
. ‘ du 4 Bu
1<d) <k TN f=1

2
=1+’ . (10.33)

i

3
1+Z|~5§;
i

3) Supponiamo che f € C(A,R) abbia supporto contenuto in K, ,, rettangolo
“centrato” in Z € 8A [come in 1)] e dimostriamo che vale (10.22). Vi sono due
casi: 0 537% >0 (su Ky, ,) oppure 3—% < 0; i due casi si trattano in maniera simile
e per fissare le idee assumeremo gg‘% > 0. In tal caso v; > 0 [vedi (10.30}] il
che significa® che i punti interni di A si trovano “sotto” il grafico di g o, pii
precisamente, AN K, , = {z ¢ R* : & — p < #; < g(&), & € K,}. Dunque poiché
stiamo assumendo che supp f C K, ,, integrando prima rispetto a z;, troviamo

ar _ 9@ py _
[4—6_5:; dm_/f(,.(/i'j—pa_mdxj) dF . (10.34)

Se ¢ = j, dal Teorema fondamentale del calcolo (in una variabile} e dal fatto che
flz1, 0@ =7y ay) = 0 per® & € K, si ha che

#@ g
/ -i_—)—f— d.’l,‘.j = f(.’E]_,....,g(:i‘), ,Cl?ﬂ) - f{l‘l,...,fj - 0, .,.,:En)
i

= flzy, . g{&), ey Tp) . {10.35)

225§ ricordi la discussione nella nota 18,

238i noti che punti della forma {z:,...,T; — p,..., Tn} cON T € K, appartengono alla frontiera
di K» p e dunque, poiché supp f C Krp, f(@1,0-0 3 — py 0 Tn} = 0.
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Poiché (per (10.30} e per le nostre ipotesi) v; = (14 {g'])™ 3 da {10.33), dalla
definizione (10.12), da (10.34) e {10.35) segue che

af . N
83)_]] i flz, o, 0(@), oy 2n) dE
1
= 1y oy GLE), cors T ) —=mmee (/1 N2ds
[f(l ) 0) s V1]
== / f Iy dgn_l :/ f v dc"n_1 . (1036)
BANK ., a4

Sia ora ¢ # 7. In tal caso

g(¥) g(&)
o [ it Jizs = fos,09() ) L@+ [ (o) dey (100

j—r 3531 Tj—T or;

D’altra parte, ancora per il Teorema fondamentale del calcolo e per 1l fatto che
supp f C K, , se denotiamo con @4, un punto z € K, , con la i~ma componente
x; fissata ed uguale a T, + 1 e con 4, un punto ={ry,..,%;,...,Tn) € K, con z;
fissato ed uguale a F; == r, si trova®

/j‘i"wam (f:(ﬁ)f(m) dmj)d:b‘-g = [g(ir)f(:cr)dwj - f:(iﬂ)f(mmr)dmj =0,

=T i—r i i—r
(10.38)
che, insieme a (10.37}, implica

Titr , pold) 5 Eitv ~ Ba .
L]t dm)dzi== [ s g@). ) 5 @

T;—7 XyT *
(10.39)
Integrando su .4 prima rispetto a «;, poi rispetto a T; e poi rispetto alle altre
componenti, da (10.39) segue, per i # j, che®

A 4 - ) 29 (3)as
531 = /{;ﬂKM&mi dr = / Fle, oy g(2), oy xy) axi(:c)dm
= verny Oy oees By ( ) + g di

fkpf(m @ oonr T W\/ lg'|* dz
-/h f(mla-“ugw---:r:rn) iy Vlw{"!grlg di’
Kr

= f fvidog. z/ Jvidogy
DANK,, 54

2435 noti che la variabile 2; appare nell’argomento di g e di f; inolire | punti ©+, appartengono
alla frontiera di Kr , e dungue la funzione f vi si annulla.

P Came gid osservato, su A M Ky, la variabile z; varia tra 2; — p e g(&), mentre le variabili
T4, DEL 1 # , variano tra I; —r e I; + 1; 8i ricordine anche le osservazioni che precedono (10.36).
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Dunque (10.22) vale quando il supporto di f & contenuto in un rettangolo (con le
proprietd sopra elencate) centrato su un punto della frontiera di A.

4) Sia ora K un cubo aperto la cui chiusura & contenuta in A e dimostriamo {10.22)
per funzioni f € C'(A,R) che abbiano supporto contenuto in K. In questo caso
f & nulla sul bordo di A e quindi il secondo membro di (10.22) & nullo. Quanto al
membro di sinistra, se & & il centro del cubo K e 2r il suo lato, e se, per ¢ fissato,
denotiamo con K il cubo {(z1,..., Fiy.-ryTn) € R¥ 7Y i jzpy — Tyl < 7, per b #£ i} si
ha

3f
Bzc,,

Bf Ei+r af N
a,m /;v“((éi_r 6:!:1 dx; )dml...dwt v -dy,

= / (f(a:l,...,:T:q; + 1y = flay, ., &~ r,...:cn})d:.cl ceedmg - day,
K
=0,
5) Completiamo ora la dimostrazione di (10.22) per funzioni arbitrarie f € C* (4, R).
Se z € A sia K(z) un cubo chiuso (non degenere) centrato in z e contenuto in

A (tali cubi esistono perché A & aperto); se x € 84 sia K(x) un rettangolo che
goda delle proprieta elencate all’inizio della dimostrazione [prima del punto 1)].

L'unione di K (z) forma un ricoprimento del compatto 4 e per il Lemma 10.11
esiste una partizione dell'unitd {f; : 1 < j £ N} subordinata al ricoprimento

{fg((m) : z € A}. Per ogni j, il prodotto f;f & una funzione di classe C'(4) e
con supporto contenuto o in un rettangolo K{z) con z € 44 o in un cubo K(x)
contenuto in A. Dunque per i punti 3) e 4) si ha, perogni 1 < 7 < N, che

LD . [ .
[A. le:% dz = /E;A(fj flvidoa_y,

e dunque (ricordando che E?;l fi{z) = 1 per ogni x € A) troviamo

N N
(e = [ fgfj)dw=;[45%(ffj)d$

= N / fi fu dcrnwl*/-A(gfj) fugdony
/aAfut- Adon_.1 . |

Come applicazione del Teorema della divergenza discutiamo brevemente 'inte-
grazione in coordinate polari in K", Useremo le seguenti notazioni:

={zeR": r<jzf <R}, Bi={zeR":|z|<r},
St l=i{z e |zl =1}, (10.40)
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dove 0 < r < R e, come al solitg, || denota la norma euclidea. Supponiamo ora che
f sia una funzione integrabile su D} g, allora la funzione (p,y) € (r, B x S7~L
floy) & integrabile su [r, B} x S*~! e si ha

f

Dimostrazione (di {10.41) nel caso in cui f € C'{D7 ) Per ogni p > 0, facendo
il cambio di variabile x = py, si ha che

flz) de = frﬁp”'l(fs"_lf(py) dgnul) dp . (10.41)

n
mH

f(2) de =" f Flow) dy | (10.42)
Br BY

e derivando rispetto a p st ha

%(L;f(m) dz)

nP"—lfB?f(Py) dy + p”/B{‘(Vf)(py) -y dy
= p"“lf (n flpw) dy +puy- (Vf)(Py))dy ,(10.43)
EZH

e la quantitd nell’'ultimo integrale non & altro che la divergenza della funzione

vettoriale y - yf{py). Dunque da (10.43) e dal Teorema della divergenza segue
che?®

8% ( B (=) dI) = Pn"lanV- (y f(py)) dy = ”"—lfsn,if(py) dop—y , (10.44)

ed integrando tale relazione tra r e R si ottiene?” (10.41). i

Prendendo f =1, (10.41) fornisce la relazione tra la misura n-dimensionale della
sfera unitaria con la misura (n — 1)-dimensionale detla superficie sferica S

n m(BY) = on.1{S"71) . {10.45)

In 10.30 viene calcolato, per ogni n, il valore di m(B}).

10.4 1-Forme differenziali in R" e teoremi di Green e Stokes

In questo paragrafo discuteremo alcune consegnenze del Teorema della divergenza
e ciog “i teoremi classici di Green e Stokes”; per far cid, generalizzando il concetto
di differenziale di una funzione (scalere) di n variabili, introdurremo le 1-forme
differenziali su K*. Sia f € CY{A,R) con A aperto in R". Sappiamo che, per

?68i noti che ia normale esterna a S»~! pel punto y coincide con y.

2"'E\Iaturalxrleme:f f(x)das—/ f(o:)da::f fx)dz.
B Bn o

n
H,7»
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ogni z € 4, il differenziale df & un’applicazione lineare da B” in R che agisce nel
seguente modo

df§) =df:(§) =V () ¢, (10.46)
per ogni vettore £ € R®; pill concisamente® df{€) = V[ - £. In particolare se
F(z) = z; & la funzione lineare che ad x associa la sua i-esima coordinata, si ha

dzi(€) = (Vo) - £ = el €= ¢ (10.47)

ovvero il differenziale della funzione z; non & altro che la proiezione sulla i—esima
coordinata. di £,

Definizione 10.12 T differenziali dz; sono esempi di 1-forme differenziali (o in
breve “I-forme”) e verrana chiamati 1-forme elementari. Le I-forme differen-
ziah in A sono combinazioni lineart (aventi funzioni per coefficienti) delle n 1-
forme elementari. Pi precisamente w' & una 1-forma differenziale su 4 se

n
wh = Zg.;d:ci (10.48)
i=1

con g; € C{A,R); se g; € C¥(A,R) diremo che w' & di classe C¥.

Fissato x € A, I'azione di una 1-forma su vettori in £ € B® & definita (per linearitd)
nella maniers ovvia:

wi(€) =D gile)dni(€) = )il - (10.49)
te=l i=1

Come sopra, normalmente sottointenderemo la dipendenza (non lineare) della 1-
forma dal punto x € A e scriveremo semplicemente w? (€) al posto di wl(£). Chiara-
mente, poiché i differenziali sono funzioni lineari su B*, anche le 1-forme lo sono:

wHa €™ + aat@) = 0,0 (€9 + apwt (€} . (10.50)
Quindi una 1-forma &, per ogni x € A fissuto, la pit generale applicazione lineare

da B* in R ed inoltre lo dipendenza da z é regolare. In particolare, se f € una
funzione regolare su A il suo differenziale df & una 1-forma su A:

df = Z feidz; . (10.51)
i==]

Dare una 1-formain A ¢ R” (in cui penseremo sempre fissata la base standard e(?)
equivale dunque ad assegnare n funzioni regolari, o, equivalentemente un “campo

28Non riportando esplicitamente nella notazione la dipendenza non lineare da = € A (cosa che
faremo spesso in seguito).
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vettoriale” F € CY(A4,®*). Data F' € C*{A4,R") chiameremo wk la 1-forma i cui
coefficienti g; sono le componenti di F:

wh= ZF,;dm . (10.52)

=1
Si noti che da {10.51) e (10.52) segue che
wyp=df . {(10.53)

Osservazione 10.13 (i) Non si confonda il significato degli “indici” z e F in

(10.49) e (10.52): usando il simbolismo in (10.49) dovremmo scrivere wp (&) =
* 1 Fi(z)dx;(€), ma normalmente ometteremo la z in tali scritture.

(ii) Una 1-forma ' “di classe CP(4)”, & per definizione una l-forma in cui i

coefficienti g; sono funzioni C?(A) (anche nel caso 4 non sia aperto).

Nel caso n = 1 siamo abituati a vedere il simbolo “dz” all'interno di un integrale
ed ora, infatti, definiremo lintegrale di una 1-forma. Per far guesto dobbiamo
prima formalizzare il concetto di orientamento su curve. Sia I' C R un elemento
di curva e sia i un'inclusione tale che ©({a,b)) = I, definiamo 'orientamento
su I’ indotto da ¢ come

Or(g)={¢: % & un'inclusionesu I : %(y’)"l o) >0} . (10.54)

Da questa definizione segue che: {i) la relazione #f € Or () definisce una relazione
di equivalenza; (i) se definiamo U'inclusione inversa di ¢ come

Pt) =p(—t) , t € [~b,—a {10.53)

allora @ ¢ Or{p); (ili) se ¢ & una inclusione su I" allora o ¥ € Or (¢) oppure
¥ € Or (). L'orientamento Or {3) si chiama orientamento opposto (o inverso)
di Or(y) e seriveremo Or (@) = — Or(p). Diremo anche che (', Or(p)) @ Ia
curva I' orientata nel verso che va da p(a) a ¢(b). Allo stesso modo, prendendo
un'inclusione continua e regolare a tratti?®; si definisce lorientamento su curve
regolari a tratti: naturalmente in questo caso la relazione differenziale in {10.54)
verrd richiesta net punti in cui ¢ & derivabile.

Sia I' un elemento di curva regolare orientato in A: T'= ¢((a,b)) e Or = Or(p) e
sia w! Zwh una 1-forma in A. Definiamo, allora, I'integrale di w! sulla curva
orientata I' come

b n A
‘[ w! E[ Fog(t) ¢'()dt = Z Fyop idt (10.56)
,Qr @

==1 VO

295i ricordi il punto {iil) dell’Osservazione 10.5.
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Dal punto (vil) dell’Osservazione 10.3 segue che tale integrale non dipende dalla
particolare inclusione ma solo da T' e dall’orientamento scelto. $i noti che (10.56)

pud esere riscritta come
b
f wl = f wh{pde (10.57)
', Or @

dove la scrittura completa dell'integrando a destra & wi (o (¢ (t)). Come ci s
aspetta, cambiando Dorientamento integrale in (10.56) cambia segno:

f wlz—/ w! (10.58)
T,—Or I, Or

T

Comunque, spesso, quando non vi siano ambiguita, emetteremo Uindicazione espli-
cita dell’orientamente nel simbols di integrale di 1-forme.

Tale definizione si generalizza in maniera ovvia al caso di curve chiuse o di curve
regolari a tratti contenute in A,

Nel caso n = 1 possiamo dungue interpretare Uintegrale fa ’ fdz come Uintegrale
della I~forma fdz su I’ = {g,b) (si ricordi Pesempio (E1) con n = I della
sezione 10.1).

Se w! = df @ il differenziale di una funzione f € C1(4) e I = p((a,b)) & un
elemento di curva orientato in A di estremi zg = p(a) ed 2 = (b), otteniamo
(sottointendendo Or = Qr (¢))

/Fu.'l = frde/;be-cp"dt
b

G fopdi=f(z)  fao) | (10.59)

H

Integrando sui tratti di regolarita di una curva regolare a tratti’®, si vede subito
che la (10.59) vale anche per curve regolari a tratti. In particolare, se I' € una curva
{regolare a tratti e) chiusa (cloé zy = z) si ha

f df =0, (T curva chiusa regolare a tratti) . {10.60)

Chiaramente, dire che una I-forma w! ha integrale nullo su ogni curva chiuse &
equivalente a dire che Uintegrale (10.57) dipende solo dagli estremi di T. Infatti
vale anche il viceversa:

Proposizione 10.14 Sia A un aperto connesso di R*. Una I-forma w' su A é

il differenziale di una funzione f se e solo se per ognié ewrva chiusa I regolare a
trotti si ha

/wl =0. (10.61)
T

307 valort nei punti interni dove Pinclusione non & differenziabile si cancellano a due a due.
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Dimostrazione II “solo se” lo abbiamo gid dimostrato. Assumiamo ora che valga
(10.61) e sia w! Zwk. Per l'osservazione fatta dopo (10.60}, l'integrale di w?
dipende solo dagli estremi di una curva I'. Fissiamo un qualunque punto o € 4
e, per ognl ¢ € A4, consideriamo una qualungue curva T'(x) C A regolare a tratti
con primo estremo in &, e secondo estremo®? in z. Per ipotesi, risulta ben definita
la funzione

— 1
flz) = /F e (10.62)

Faceiamo ora vedere che f., = F;: sia h € R tale che il segmento P = P(z, z+he'?)
sia interamente contenuto in A, Sia P = {z = z(t) =z +t hel?, ¢ € [0,1]}. Allora,

il

%(f(mwkh ey — f(x)) %fpw};

1 1
= %f F{z+the“))-z’dt:f Flz +theVy. cPar
0 o

il

1
/ Fi(z+1t hedt (10.63)
0

e tale quantiti tende, quando A — 0, a Fj(z). |

Definizione 10.15 Sie w* =w} una I-forma su A C R, w si dice esatta se
F = df per quolche f € C*(A); tale f viene chiamata “primitiva di F. wi si dice
chiusa se

aF,  OF;

e i, 7. .64
bz, b2, Vi, (10.64)

Chiaramente, per il lemma di Schwarz, una 1-forma esatta & chiusa. In generale
non & vero il viceversa. Infatti, sia 4 = R?\{0} e sia

xdy - ydr
Wt = Y Y

g (10.65)

(cosicche w! € C°(A)). E' immediato controllare che w! & chiusa ma d’altra parte
& anche facile vedere che se I' & il cerchio unitario orientato in sense antiorario
allora

f Wl = 2r (10.66)
T

e quindi, per la Proposizione 10.14 w? non & esatta su®? A,

31Questo significa che se ' = @{{a,b)), ¢ Or = Or(p), zo = @la) e z = @(b); & ricordi
anche che un aperto connesso & connesso per poligonali (ed una poligonale & una curva regolare
a tratti),

923} noti perd che w! = d(arctan(y/x}) = d(—arcta.n(:c/y)) in {(z,¥) : y # 0} il che mostra

che w! & esatta su domini della forma B2\ P dove P & una qualunque semiretta chiusa che parte
dall’origine (esercizio 10.35],
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Un viceversa parziale si ottiene facendo opportune ipotesi sul dominio A. Un in-
sieme A si dice stellato se esiste un punto zp € A tale che per ogni z € A il
segmento di estremi xp e T € interamente contenuto in A; in tal caso si dird che 4
& stellato rispetto a®?* xg. Vale allora la seguente®?

Proposizione 10.16 Sia 4 C R® un insieme stellato. Una 1-forma su A & chiusa
se e solo se & esatta.

Dimostrazione Assurniamo per sernplicita che zp = 0 (caso a cul ¢l si pud sempre
ridurre tramite il cambio di variabili ¢ = z¢ + y). Sla w! =w} con F che verifichi
(10.64) e si consideri la funzione

flz) = Z ; fo iFi(tm}dt , (10.67)

che per ie ipotesi su A & ben definita. Dal risultati noti sulla derivazione sotto
segno di integrale, da (10.64) e dal Teorema fondamentale del calcolo segue che

of [t & ' aF

Ba /DFJ(m)dH;a,al t aj(t:g)dt
! = & aF;

fo p;-(m)dwr;a,i /0 t Gt

/Olgz(tFj (ta:))dt = F;{z).

|

H

Ovvero F = Vf e ciod w! & esatta. Il viceversa, come gi osservato, & conseguenza
immediata del lemma di Schwarz.

Osservazione 10.17 5inoti che la formula {10.62) fornisce una ricetta per costru-
ire una primitiva di una 1-forma esatta. Ad esempio w! = (sen (zy) +xy cos(a:y)) dz
+x2 cos(zy)dy & esatta su B? (come deriva dal Lemma, di Poicare, essendo w! chiusa
su ). Dato (=, y) scegliamo I'(z,y) come la poligonale orientata di vertici (in or-
dine) (0,0}, (z,0) e {z,y): '(z,y) =T1UTa con I’y = {{(tz,0) : 0 <t < 1} e
[y = {(z,ty) : 0 < ¢t < 1}. Si ha allora ﬂqul =0e fuw= yng cos(tzy)dt =
z sen {zy); quindi xsen (zy) & una primitiva di w*.

Nella definizione della divergenza di una funzione f € C*(A,R") {con 4 C R")

il simbolo ¥ « f puo essere interpretato come il prodotito scalare tra I'*operatore
differenziale vettoriale” (-3%1-, vy 5%») e il campo vettoriale f. Nel caso n = 3 vi

& un altro prodotto notevole, it prodotto vettoriale, e il prodotto vettoriale tra

¥3 Ad esempio un insieme convesso & siellato rispetto ad un sue qualunque punto.
34Questa risuitato e le sue generalizzazioni sono note come “Lemma di Poincaré”.
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I'“operatore differenziale vettoriale” (B—%, oy gg—:) e il campo veitoriale f definisce
un nuovo campo vettoriale che prende il nome di rotere di f:
aFy, 8Fs O0Fy JdF, OF {?Fl)
61‘2 3.’53 ’ 3$3 (91131 ! 8.’31 8x2 )

VxF=rotF={ (10.68)
Osservazione 10.18 (i) Si noti che la divergenza & definita per n arbitrario al
contraric del rotore che & definito solo per n = 3.

(ii) Un campo F € C'{A4,R?) tale che V x F = ¢ si chiama irrotazionale.
Ricordando la definizione di 1-forma chiusa si ha che ' € C' (A4, R?) ¢ irrotazionale
se e solo se wk & chiusa.

Proposizione 10.19 Siz A un aperto di R*. Allore
() V x (Vf) =0,V f € C2(B,R);
() V- (VX G)=0,¥ G e C2HAR);

Sia ora A C B® un aperto stellato e H, I € C1(A,R*). Allora
() Vx F=0 <= 3feCAR) tale che F=V[;
(V) V-H=0 <= 3GcCHAR) tale che H =V x G.

Dimostrazione La (i) e la (i} seguono immediatamente dalle definizioni date e
dal Lemma di Schwarz,

La (iil), in vista del punto (ii) dell’Osservazione 10.18, non & altro che la Proposi-
zione 10.16 nel caso n = 3.

(iv): l'implicazione “ <= " & un caso speciale del punto (ii). La dimostrazione
dell'implicazione ® == " & assal simile alla dimostrazione delia Proposizione 10.16.
Infatti, assumiamo (senza perdita di generalitd) che A sia stellato rispettoa o = 0
e definiamo la funzione H : A — R® ponendo

1
H{E/ t H;(tl‘) dt .
0

Allora, una verifica diretta mostra che la funzione cercata & & data dal prodotto
vettoriale tra H e la trasformazione identica z — z ovvero da

G=(Hy x3 — Hy 3, Hy 21 — Hy 24, Hy 29— Ho 1) .

Verifichiamo, a titolo di esempio, che (V x &)1 = [, ovvero che %%1 - % = H:
dalle definizioni date segne che

0Gy _ o ~_ 8H,
Oz, Oz ¢ O

8H; ', OH,

8G. _0H;  9H 5
drs Oz L Ozs

.4} +ﬁ1,
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Quindi, poiché V - H = 0 {e quindi %—iz + % = —B—HL), si ha

71
aG 3G i i) a JdH
55;%“83:3 = /{t(BH: 2+5% [afj+a—§]}+2tﬂg}dt
= fﬁ(%f: :1:2+%%3:3+ %H:)+2tHl}dt

1
] ;(tzHl(tm))thH1 . I
0

Per formulare i teoremi classici di Green e Stokes abblamo ancora bisogno di alcune
definizioni. Dato un aperto regolare A C R?, si chiama orientamento positivo
su @A, (o anche “orientamento antiorario”) lorientamento Or gy indotto da una
parametrizzazione ¢ : [a,b] - & di §4 tale che

w'(t)
e’ ()1

dove v=(ry,14) & la normale esterna a A nel punto & = @(t) € 84; in tal caso
la coppia {84, Or ) si denota anche con 84*. Una superficie elementare con
bordo ed orientabile in R®* & un elemento di 2-varieta regolare & C ®* dato
dallimmagine di una inclusione v € C?(A,R*) con A4 aperto regolare di R*:
S=v(A); il bordo di S, denotato®® 88, & la curva regolare chiusa (8A4). Ad
una inclusione {¥, A) che realizza una superficie elementare con horde ed ori-
entabile § = (A} possiamo associare un versore ¥ normale a’® S definito, per
ognl @ = P{n) €8, (ug A), da

( UQ:VI) s (1069)

gy, Oy
y+ = Ju D Bup , (1070)
8¢ o g
(:?ul Buz

ed un orlentamento su 4S definito da Or(w o ) dove ¢ & tale che 84 =
(04, Or(p)); la coppia (vT,88T"), con 88+ = (88, Or (¢ o )) viene detta ori-
entata positivamente. 5i hanno allora i seguenti risultati

Teorema 10.20 (Teorema di Green) Sia A C R? un aperto vegolare e sia F €

CY{A,R?). Allore
OFy 98y, _ .
/A(Bml axg)d"” = /3A+“"F - (10.71)

Teorema 10.21 (Teorema classico di_?tokes) Sia S una superficie elementare
con bordo ed orientabile in R e F € C1 (5, K®). Allora

/(V * FY-v" doy :f Wk (10.72)
& a8+

3351 noti che, in questo contesto, il simbole “O8” noa denota ta frontiera insiemistica di S, che,

o Q
infatti, coincide con S {essendo & = 0).
36:Yersore” significa di norma unitaria {|v] = 1) e “normale a 8” significa “ortogonale ac
ogni vettore tangente a §” (vT - £ = 0 per ogni £ tangente a § nel punto ).
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dove vt & un versore normuale a S tale che la coppia (v+,887) ¢ orientata posi-
tivomente.

Osservazione 10.22 (i) Il Teorema di Green pud essere utile per calcolare aree di
figure piane tramite integrali di 1-forme. Infatti, se applichiamo la (10.71), rispet-
tivamente, ai campi F = (0,1), F = (—z2,0) oppure F = {{—z2,21), (osservando

che in tutti questi casi 22 — 281 — 1) g ottiene la formula
8:51 3.1:2

1
m(A) = Area(4d) = [ zT1dra = -—/ Todr, = ~/ (r1dee — zadey) .
At 54+ 2J5a+

G}
(10.73)
(ii) L’integrale di una 1-forma w} su di una curva chiusa orientata T’ prende il
nome di circuitazione del campo F su I'. Dunque ii Teorema di Stokes pud
essere formulato dicendo che il flusso totale del rotore di un campo F attraverso
una superficie elementare & con bordo orientabile, nel verso della normale vT,
coincide con la circuitazione di F su 887,

(ii1) Non & difficile mostrare che il Teorema della divergenza ed i teoremi di Green
e Stokes continuanc a valere nel caso in cui le superfici su cul si integra siano solo
regolari a tratti®7, Ad esempio il Teorema della divergenza & applicabile a cubi,
coni, etc.

Dimostrazione (del Teorema di Green) Applicando il Teorema della divergenza
su A al campo vettoriale (Fa, ~F}), se ¢ : [a,b] = R? 2 tale che ¢([a,b]) = 4 e

Or, = Or(y), si ha
0F, OFN .
[ (o~ e

[ gor
/ (Fg,—Fl)'I/ dU;:/F'——{(pw dt
A a

|
- f A |
AT

Dimosirazione (del Teorema di Stokes) Sia & = 5(A4) con A aperto regolare in
R* e sia ¢ : [a,b] = R? tale che p([a,b)) = d4 ¢ Ory = Or(yp). Sia

] By
G(U)E(Fotb-—a-% : Fow-a—i), cony=tplu), ued.  (10.74)

#"Bisogna, naturalmente, adattare (nells maniera ovvia) le varie definizioni date. La di-
mastrazione di questa estensione del Teorema della divergenza pud essere fatta approssimando
in modo regolare la frontiera 84 di un dominic A “regolare a trasti” (usando, per esempio, la
convoluzione con funzioni CZ” con supporto in un intorno oppartuno delle “singolarita” di A):

se 9AY} denotano tali approssimazioni regolari, ¢ ailora facile vedere che oo _];w-) V.-F=
[,V - F e che (essendo la parte singolare di 840} un “insieme di misura (n — 1)-dimensionale
nulla”} anche lim;j o0 _J;AU}F cudog = faAF cvdog 1.

[V-wa—m)w
A
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Applicando il Teorema di Green a (@, si ottiene

8Gy 3G, _ .
[4 ( 6’1-61 5“2 ) du = LA+WG
oYy

f Fi(y o) a—;ﬂp}(t) dt

I"“lj 1

[ _Zm-(w 00) (5”?—(@)@ ory

/ ZF «;;mp fas+w}1. (10.75)

D’altra parte

[@xpy vt o= [vxFw) (e gm)iu. (1079
Ed infine
220 S (mev ) - (e o)
- 232(%%%*%%%?%)
- T (5 -5 (o aa)
= (VxF) (a:ﬁ 83)2)' (10.77)

Mettendo assieme (10.756)=(10.77}) si ha 'asserto. |

Esercizi e complementi

E 10.1 Se qualcuna delle affermazioni fatte in {E1)+(E7} di § 10.1 non fosse comple-
tamente chiara, la si dimostri con cural

E 10.2 Dire se le seguenti funzioni definiscono delle inclusioni differenziabili e, in caso
affermativo, si disegni la traccia dei relativi elementi di curva e se ne calcoli la lunghezza:

(i) ) =r(t— sent,l —cost), i€, 1—¢],r>0,1>¢>0),
(i) p(t) = t(cost, sent} , t€la,b], (0<a<b),

{iii) | come in (i) ma con ¢ € [0, 1].
[L'elemento di curvain (i) prende il name di “elemento di cicloide”; quello in (ii) “elemento
di spirale”.]
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E 10.3 Trovare un'inclusione, nell'intorno di zo = (1,10,2,0), che realizzi {¢ = 0} con
${x) = 27 +23(x5 —2) +oosza— 2.

E 10.4 Si diano i dettagli della dimostrazione relativa all’affermazione fatta nel punto
(i) dell'Osservazione 10.7.

C 10.5 (Prodotto vettoriale) Il prodotto vettoriale in R® & una operazione bilineare
ed antisimmetrica che associa ad una coppia di vettori v,w € B> un terzo vettore v x w &
R* di coordinate® ‘
(v x w); = det[e!, v,w] , (10.78)
OVVero ,
UR W= Z PIS det[em, v,w] (eg-ij Eéu‘) . (10.79)
=1

Si noti che, per definizione di i-esima coordinata, si ha

e (v x w) = det[e', v, . (10.80)

Dati due vettori linearmente indipendenti v e w definiamo #, . il pianc generato da v e
w

mw=Vio,wi={ye R y=av+lwconabe R} . {(10.81)
Ed infine, dati tre vettori indipendenti v € B, defiriamo

Or (v, 0™ ) = {(y(l),ym,y(s)) el xR xR*:

detfy™, ¢y det[pM, v ) > 0} . {10.82)

B’ facile vedere che®® Pappartenenza a Or (v, ¢'? o) & una relazione d’equivalenza;
una hase (ordinata) (™, 3™, 4} in Or (o', 0™ 03} & dice che definisce lo stesso
orientamento di (o anche che & equiorientata con) {v* v(®, v*"),

Si verificano facilmente le seguenti proprietd del prodotto vettoriale v x w, di 7o, €
dell’ “orientamento” Or (vm, N v(a)):

Proprieta del prodotto vettoriale
1) B R W= ('U-;,»wg — '11311)2)6(1) — (U;'w;:, - vgwl)s(g) =+ (1)1’(1)2 - ’Uz’wﬂB(B).
2) L'operazione (v,w) — v x w & bilineare*® ed antisimmetrica®!.

3) e = £,62) x ¢“%}, dove ¢ & una permutazione di {1,2,3} e ¢, & il segno di tale
permutazione™.

4y w v x v = detfw, v, v¥)] e quindi w- o™ x 0@ = V. Vv x = @ w x 0,

381n alcuni testi (soprattutto di fisica} il prodotto vettoriale tra v e w viene denotato con il
simbolo “v Aw”.

39 Esercizio 10.7.

10Ciok lineare sla in v che in w.

Nick vx w=—wxuv

4251 ricordi la nota 3 di §9.11.
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BNuxwlivvxwlw

6) v x w # 0 se e solo se rango[v, w] = 2 se e salo se v e w sono linearmente indipendenti
(ciod “non appartengono alla stessa retta” o equivalentemente “non sono paralieli”).

7) o x wi? = o fwl? = (o w)".

8) Se U & una matrice ortogonale {3 x 3), |[Uv x Uw] = |v x w|,
9) Se U & SO(8), allora Uv x Uw = Uy x w).

10) (v x w,v,w) € Or (e, e 3,

11} Se v e w sono indipendenti, allora Tp,w = Tyxw-

12) |v % w| coincide con 'area del parallelogramma generato da v e w (per una formu-
lazione pil precisa si veda 10.6).

Dimostrazione della 9): usando la 4) e ia (10.80), per ogni ¢ si ha:
U xw) = UTeD (wxw)= det[UTe(i), v,w] = det[U_le(ij,v,w]

= det (U“l[em, U'U,Uw]) = det[e'?, Un, Uw] = ' - (Uv x Uw) |

La definizione del prodotto vettoriale pud essere facilmente ricordata se si nota che la

seguente identite formale
JEVIC) BNE)
vxw=det{ v v: U3 (10.83)

wy we ws

dove il determinante formale verrd pensato sviluppato secondoe la prima “riga”.

E 164.6 (i) Siano v e w due vettori in B2 indipendenti. Si dimostri che esiste U € S0(3)
tale che U(v x w) = Ae®® can A > 0.

(i) 8i dimostri che Uy, Uw € 7,0 om-

Sia Uy = {5,0), Uw = (@,0) con §,% € K. Definiamo Parea del parallelogramma
P = {a1v + a2w con a; € [0,1]} come la misura (bidimensionale) di II(#, w).

(iif)" Si dimostri che la definizione in {ii) non dipende dalla particolare scelta di U {che
non & unica).

{iv) Si dimostri che |v x w| coincide con l'area del parallelogramma P,

E 10.7 Si dimostri che Or{v'Y,v® v®)) & una classe di equivalenza nell’insieme delle
triple ordinate di vettori indipendenti in R2.

E 10.8 Dimostrare che se (v'",2'?,2') & Or (', e, ™) allora
B, M 5 g, (10.84)

Y

Ora si mediti sulla “regola della mano destra”.
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C 10.9 (Ascissa curvilinea) Se ' & un elemente di curva regolare, esiste una parametriz-
zazione “canonica” in termini della lunghezza. Se I = ¢((a, b)) definiamo la seguente
funzione, chiamata ascissa curvilinea:

s(t) = / ' () |t (10.85)

ovvero s(t) & la lunghezza dell’elemento di curva di estremi ¢(a) e ¢(¢): in particolare
s(e) =0 e s(b) = L{I'). Essendo &'(¢) = |’ (¢)] # 0 tale funzione & strettamente crescente
in [a,b] e quindi invertibile. Sia #(s} la funzione inversa. Poniamo allora

@(s) = @(t(s)) - (10.86)

E* chiaro che tale inclusione non dipende da ¢*°. Dato un elemento di curva regolare I e

fissato un suo estremo zo si chiama parametrizzazione secondo 'ascissa curvilinea

con punto iniziale xp la parametrizzazione v(s) = @(s) dove ¢ : {a,b] — ' & una qualunque

inclusione su I tale che @(a) = zq e $(s} & definita in (10.36).

C 10.10 (Rette e versori tangenti)

Sia T'= p(I) un elemento di curva regolare in R* (I = (a,b) e p & una inclusione di [a, b}

in B™). Ricordiamo che una qualunque retta in R* passanie per un punto zo & data da
fzizeR": r=xp+tfconte R}, (10.87}

dove £ & un vettore non nullo di R™. Non & restrictivo assumere che* [£] = 1 cosa che
d’ora in avanti faremo. Ricordiamo anche che dato un punto z € K™ ed un sottoinsieme
X ¢ R" si definisce la distanza di z da X (rispetto alla norma euclidea | - |} come

dist (z, X) = ing |z~ o - {10.88)
veE

Si ha allora la seguente semplice

Proposizione 10.23 Date un punte x € R" ed una retie possante per zo € R°,
£ {xo + €&} (eon |£] = 1), &1 consideri il seguente punte su £

pe(z)=To+{z —za)-§ €. (10.89)
Allora pe(zx) verifica

dist (z,¢) = |z — pe{z)| (10.90)

ed & Dunico punto di £ per cus (10.90) velga.
1l punto p¢(x) si chiama proiezione di z su £.
Dimostrazione Per trovare la distanza di r da £ bisogna minimizzare la funzione ¢ -
{# — xo — t€] 0, equivalentemente, la funzione |z — wo ~ #£|. Tale quantita, per (B.4), &

uguale a
Iz — zo|* -+ 1% — 2t(x ~ z0) £ (10.91)

che raggiunge il suo minimo per 'unico valore t = (& — x0) - £ |

43Ciod se 1 : [e,d] — R® & un’altra inclusione su T tale che 9(e) = p{a) allora @(s) = P(s).
“4Basta infatti cambiare il paramerc t con s = |€[t.
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Definizione 10.24 Sie #¢ € I’ elemento di curve regolare in B*. Una rette £ passante
per xo si dice tangente o I' (nel punto xzo] se per ogni successione di punti 9 er,
£ £ zq, tali che limjsee 29 = o 61 he

ist ()
i S0 (10.92)
Feroo lﬂ:(J) —_ :Eol

s . s di (7) . .
Si noti che la quantita Elt‘—;%_%u‘—fl non & altro che il seno dell’angolo tra la retta £ e la

retta passante per i punel zo e 27,

Proposizione 10.25 Sic ['=({a,b)) un elemento di curva regolare®™ in R™ e sie 2o €
[. Allore esiste un‘unica retta tangente a I in zo data da

¢ (to)
' (to))

Ii versore 1 definito in (10.93) si chiama wversore tongente alla curva [* nel punto zo mentre
¢ (to) & un vettore tangente a I" in zy.

Fx{z=plt)+st:5cR}, dove 7= (10.93)

Osservazione 10.26 11 versore tangente 7 definito in (10.93) & definito a meno de!
segno®®. Il verso scelto in (10.93) fissa un verso (ciog un “orientamento”} sulla retta
tangente che corrisponde al verse in cui ¢{#) “percorre” elemento I

Dimostrazione (delia Proposizione 10.25) Assumiamo, per semplicita di notazione che
to = 0 e che zq = 0 {situazicne che pud sempre essere raggiunta tramite traslazioni in ¢
e ). Dimostriamo prima che £ & tangente a ' in o = 0. Sia ') € T’ una successione
convergente a 0 (con z') # 0); questo equivale a dire che z) = @(t;) con t; — 0,
{t; # 0}, e (D) = 0. Dalla Proposizione 10.23 si ha che

dist (29, 0) _ Je(ts) — ot;) 7 7|
|z9| lsp ()1 '

D’altra parte per la formula di Taylor al prim’ordine si ha che esiste una funzione (vet-
toriale) #{¢) tale che

(10.94)

o(t) = ' (01t + (1), con ll_{r(a) |55:_t)| =0. (10.93)
Inoltre, dalla definizione di 7, segue che
GO -rr=¢ (0. (10.96)
Sostituendo (10.95) in (10.94) ed usando (10.96) otteniamo

dist (20, 8) |8(t;) = 8(t;) T 7
: = —
(3] 4] |(0) + 2|

(10.97)

e tale quantith tende a 0, quande § — oo, in virth di (10.95)(ed essendo J' (0)] # 0).

45 Come al solite @ & una inclusione dell'intervallo [a,b] in R,
461 effetti, la Proposizione 10.25 asserisce I'unicitd della retta tangente e ad una retta cor-
rispondono due versori.



Dimostriamo ora Uunicita della retta tangente. Supponiamo che esista un’altra retta
tangente £ = {xg+ 57" :s &€ R} con || = 1 e 7' # £7 (il che equivale a dire che le rette
¢ e £ sono distinte). Sia 9 # 0 una succesione di punti in I' che tendono a 0. Essendo
le due rette tangenti a I' st ha che

iw(j) — gl 7} !m(J) -l TJI _

=0. (10.98)

im L2 Ty .
A Teoy] jaoo |

Sia ¥ = I;E;;\ Tale successione appartiene a S" " = {x € R* : |z| = 1}. Tale insieme

& compatto, quindi esiste una sottosuccessione yYs) convergente ad un punto § di S°%
Inserendo tale sottosuccessione in (10.98) e prendendo il limite per & — 0o, otteniamo
che

g—g-rr=0=f—F.-r7 {10.99)
ovvero§ = 7 7 = §+r 7', Prendendo la norma di tali relazioni e ricordando che |§] = 1,
vediamo che §-7 =%l e §- 7' = £1, il che implica 7 = £7' (essendo §-+r =5 -7’ ')
producende una contraddizione. |

E 10.11 Sia T ¢ R? Punione dei due segmenti {# € B : z2 = 0,0 € o1 < 1} e
{z € R®:2) = 0,0 < ag < 1}. Si dimostri che I' & una L-varieth regolare a tratti ma non
& un elemento di 1-varietd regolare in R?.

10.12 Verificare che i vettori tangenti alla cicloide (10.2) nei punti (z,y) = w(nw) sono
paralleli all’asse delle z.

C 10.13 (Volumi di parallelepipedi k~dimensionali in R* con n > &)

Siano v, v E vettori in B® con n > k; sia Ilo=II(v",...,v%) il parallelepipedo
generato da v''? ... 0™}, Lo scopo di questo paragrafo & di definire il volume (la misura)
k-dimensionale di Ily (per le notazioni si veda § 9.11). Tale definizione & basata sui due
seguenti lemmi (la cui dimostrazione viene lasciata per esercizio). Sia V = V(o .., »{¥)
lo spazio vettoriale generato da vtV ... .vt).

Lemma 10.27 Siano v* ... 0™ vetlori indipendenti in R" conn > &; sic B= {wi,..,
w*} wuna base ortonormale in V. Denotiomo con w' € RY il vettore delle coordinate di
v rispetto a B (ciod 'V E(ugt),...,ug)) e v = Zf:l ug.')w(j)), e denotiamo con U e
A le matrici Uz [, o, a®) e A=, ., 0%, U € Mat(k x k) € 4 € Mat(n x k).
Allore UTU = ATA.

Lemma 10.28 Siano k,n, v' ed A come nel Lemma precedente ¢ sia w: V — R un
isomorfismo linegre che conservi il prodotle scalove. Allora

miss (f,a(n[u(”,...,ufk)})) = mis; (H{tp(v“)),...,g(v(“)l) =VATA .  (10.100)
Definizione 10.29 Se v .. v™®) sono vettori in R* conn > k e se o = [1(v'V, ..., o))

dencta il parallelepido generato in R® doi vettori v . v'*) a1 defisce la misura cuclidea
k-dimensionale di [fy come

mis(Ilg) = misy, (c,o(l'[[vm, ...,vm])) . {10.101)

dove w: V — B* & un qualungue isomorfismo lineare che conservi il prodotto scalare.
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Osservazione 10.30 (i} Un isomorfismo che conservi il prodotto scalare conserva anche
gli angoli e le lunghezze e quindi conserva la “geometria euclidea”.

(i) In particolare da (10.100) mostra che ia misura k-dimensionale di {ITo} non dipende
dal particolare isomorfismo @ (purch®, naturalmente ¢ conservi il prodotto scalare).
Dungque la Definizione 10.29 & ben posta.

(iii) Per una nota formula di algebra lineare'” si ha che se A & una matrice n x k con

k < n allora il determinante di AT A & uguale alla somma dei quadrati dei determinanti
di tutti i minori di rango massimo (ossia k). Dunque 'oggetto formale “doy” che appare
in (10.12) (e ciok nella definizione della misura di una varietd k-dimensionale in R")
pud essere interpretata come la misura k-dimensicenale del para.llefl)‘epipedo “infinitesimo”
] ) .. . . . Oy
generato dai vettori —B—Eciui {e si ricordi che i vettori T 81::.0;;

tangente alla varietd).

generano lo spazio

E 10.14° Sia S la porzione cilindrica in &® data da {(z,5,2) € B® : 0 < z < 1,
z° +y* =1, e y > 0}. Si dimostri che per ogni M > 0 (comunque grande) e per ogni
§ > 0 (comunque piccolo) esistono N triangoli con interni a due e due disgiunti ¢ con
vertici su § tali che la somma delle loro aree supera M.

E 10,15 Si verifichi che se definiamo i numeri L, M, N tramite la relazione

g—i X g—;f; =Ll o Me™® 4 Ne® (10.102)
ed i numeri B, F, G tramite
Ezigfﬂ, Elgﬁ'l’ Eg—i-%, {10.103)
allora 5 B0 12
5:!1 51% =L+ M + N* = E'F? - G*. (10.104)

(Tali notazioni sono usate in vari testi).

F 10.16 Dimostrare che se § = {{z, f(z)) : # € U}, con U aperto limitato di &, &l
grafico di una funzione f € C'(U, R), allora

Area{S) = f 14 |V fledu . {10.105)
u

E 10.17 (Superfici di rotazione in ) Sia I'={(u(t), v(t) : £ € (a,b)} un elemento
di curve regolare (eventualmente chinsa) in (0,00) x R e o un numero in {0,27]. Si
dimostri che

S={(z,y,2) eR®: z=u(t)cosh, y=u(t)senb, z=v(t)cont € (a,b), e 6 & (0,0)}

& un elemento di superficie regolare in ®® ¢ se ne calcoli 'area in termini di un integrale
su (a,b).

47Tale formula ¢ una generalizzazione della formula per il determinante del prodotta di due
matrici quadrate ed in alcuni testi & nota come “Teorema di Binet”; si veda, ad esempio, “E.
Sernesi Geometria 1, ed, Boringhieri.
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E 10.18 Sia I'= ((a,b)) un elemento di curva regolare in [, sia f € O(T, (0,00)) &
sia S={{r,y,2) ER®: (m,y) €T e 0 < 2 < f(2,y))}. Si dimostri che & & un elemento di
superficie regolare in B® e si dimostri che

Area(8) = ffdcn .
r
E 10.19 Calcolare I'area superficiale dell’ellissoide di rotazione
r1y? 2\ ?
(%) (%)

dove R s r sono due numeri positivi.

+ (ﬂ)g -1 (10.106)

T

E 10.20 Sicalcoli Parea della superficie del toro T2 ottenuto ruotando una circonferenza
di raggio r attorno ad un asse a distanza R > r dal centro della circonferenza.
i noti che 7% ammette la parametrizzazione:

7% = (g = (R +rcost)cos 8, 4 =(R+rcost)senf, z = rsent,con 0 < i,8 < 27} .

E 10.21 (Orientamento su superfici} Fissare una particolare inclusione ¢ che re-
alizza &, elemento di superficie, equivale a fissare un orientamento su S; si definisce
Or (10} la classe di equivalenza costituita da tutte Je inclusioni ¢ : ¥V ~» B® con (V) =&
tali che det 8% > 0, dove v(u) = ¢! o ¢(u). Dimostrare che l'orientamento Or = Or (p)
& una classe di equivalenza.

E 10.22 Sia Or = Or () un orientamento fissato su & = (I7}. Trovare U'orientamento
OpPosto.

E 10.23 Dimostrare che su ogni elemento di superficie § = (U) si hanno due soli
orientamenti, ovvero ogni inclusione 4 che realizza & ¢ appartiene a Or () o appartiene

a Or(g) =~ Or(g).

E 10.24 (Orientamento su elementi di k—varietd) Le definizione date nel caso di
curve e superfici in R® si estendono immediatamente al caso generale. Sia & = »(U) un
elemento di k-superficie in R™. Si definisce l'orientamento indotto da ¢ su & la classe di
equivalenza costituita da tutte le inclusioni ¢ : ¥ : R* con (V) = S tali che det £ >0
dove v{u) =¥t o @(u).

51 generalizzino gli esercizi 10.21, 10.22 e 10.23.

C 10.25 (Spazio tangente ad una varietd)
Sia & = (U) un elemento di k-varietd in R* e o = p{ug) € S.
Definizione 10.31 Si chiema spazio tangenie ¢ § in zq, € si denota T8y, {'insieme

ded vettori £ € R tali che £ = 2'(to) per una quelche z : (a,b) ~+ § di classe C7 tale che
z(to) = zo cona < fo < b,

Si noti che se 2'(¢p) # 0, 'immagine di un intorno sufficientemente piccolo di to & un
elemento di curva regolare in & passante per xy; d’altra parte prendendo z : ¢ € (0,1} —
z(t)=wo € & si vede che 0 € T'S,,. Per ogni zo = w(uo) € S = (U) passanc k-curve
speciali, dette curve coordinate, date da

YO ) = p(uo + te') = pluor, ..oy woi + t, .oy Uk ) {10.107)
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dove {e!?} & 1a base standard in R® e ¢ varia in [=4,4] per & sufficientemente piccolo*®
Quindi i k& vettori

Oy
3ui

€=y () =

appartengono a TSz, . Infatti, vale la seguente

(uo) (10.108)

Proposizgione 10.32 Lo spazio TSy, & un sottospazio vettoriole di dimensione k di R
ed unc bese di tale spazio vettoriale é date dai k wvettori eW i = 1,... k definiti in
(10.108).

Dimostrazione Tramite una traslazione (¢t = o+ s} possiamo assumere che gli elementi
di 75, siano realizzati da applicazioni differenziabili z definite in un intorno di 0 tali
che z(0) = zu. Dato § € TS, facciamo vedere che £ pud scriversi come combinazione
lineare dei vettori £, Sia & = 2/(0). Definiamo v(t) = ¢ * o 2(t). Tale funzione {per il
punto (vii) dell’Osservazione 10.3) appartiene a € ({0}, R*) ed inoltre p(v(t)) = 2(1) e
1o =v(0). Derivando @(v({t)) = z(t) si ottiene che, per ogni j = 1,..., 7,

k
Z éfm ug)vi(0) = 2}(0) , (10.109)

ciod £ = 38 a:' con a;i=[(0). Mostriamo che TS., 2 uno spazio vettoriale. Se
=:(0) € TS;, e a € R allora of = w'(0) dove w(t)=z(at) e quindi af & TSz,. Se
£, € TSy, per quanto visto precedentemente si ha che £ = }:f:] aifDen= Zi-;l byt

equindi{+n= d—d; wlucr + (a1 + b1, ..., vor + (ar -+ by)t) ovvero § 417 € TSz, Infine

che i vettori £'% siano linearmente indipendenti deriva immediatamente dalla definizione
di inclusione (in particolare dal fatto che lo jacobiano %ﬁ«(uo) ha rango massimo). i

5i noti che se k = 1, TS;, non & la retta £ tangente definita in 10.10 ma & la retta
parallela a £ passante per 'origine.

E 10.26 (i) Si trovi una inclusione ¢ : U ¢ R® — R? tale che (U) = 8 N {z3 >
cle{reR  |zff=leza>et(0<e<l)

(ii) Si determininoe gli spazi tangenti a (I} (¢ come in (i} con & = 3) nei punti ry =
(0,0,1) ¢ (=,0, ).

E 10.27 (i) Se § & un elemento di (n -~ 1)-superficie in R* dato da {¢ = 0} N B con
¢ € C'(B.R) e B sfera aperta in B, si dimostri che

Veé(z) 1. TS: (10.110)

per ogni z € 8.
(ii} Si trovino i versori {ciod *i vettori di norma 1”) normali & & in .

E 10.28 (Versori normali in &)} Sia § = ¢{{/) un elemento di 2-superficie in R&®.

Dalle proprieta del prodotto vettoriale deriva che il vettore n == Rﬂ % a—"’— & ortogonale ai
1 u

vettori tangenti —3'5—1% e %”;, &, poiché tali vettori formano una base per lo spazio tangente

48 3y fcientemnente piccolo” significa ehe v(([—4,4d]} & contenulo in &.
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a & in @(u), segne che il vettore n & ortogonale all'intero spazio TS, (o). Il vettore unitario
{ “versore”

ag ., Oy
—  Bui dug
= 10.1

v | 5 f; I (10.111)

8uy dug

verrd chiamato la normale “positiva® a § in z = p(u} e verifica
] =1, v L T8, {v 3_{,0 il’i) g Or(e,e® %y, (10.112)
¢ P duy " Jus !

La parola “positiva” si riferisce all'ultima proprietd in (10.112).
C 10.29 Una conseguenza immediata del lemma della partizione dell'unita & il seguente

Corollario 10.33 (“Lemmma di Urysohn”) Siano D CU CR* con D compatto e U
aperto. Allore esiste una funzione f € CF°(R") a velori in [0,1} con supporte contenuio
in IJ tale che f(z) =1 per ogni ¢ € D.

Dimostrazione Per ogni ¢ € D, sia B(x) una sfera centrata in # e la cui chiusura &
contenuta in U. Allora {B(z) : € D} & ur ricoprimento di D e, se {f; : 1 < j < N}
2 una partizione dell'unitd di D subordinata a tale ricoprimento, possiamo prendere

f= Z;'V:l fi-

C 10.30 (Calcolo del volume della sfera euclidea in K" ) Denotiamo con £2, il vol-
ume della sfera euclidea in R® ovvero O, = m(B]). Applicando la (10.41} a f(z) =el=”
con v = 0 e R arbitrario e mandande B ad infinito, ricordando (9.103}, si trova

o oo
% = f e g = nQn/ p"“ie_'”:a dp= iﬂ—“/ t¥ e di = et F(E) ,
. A 2/ 72

dove T(z)= [T~ e"idt & la “funzione I’ di Eulero” (si veda 10.31), da cui

2%
= m . {10.113)

E 10.31 (La funzione I' di Bulero) Sia I‘(z)z] 71 e7'di. Si dimostrino le
seguenti proprieta: ¢

P(z+1)=2D(z), (V2);  T1/2)=Vr;

Tin+1)=n!, (nReN); F(n+%):-@£~é%mﬁ, (neZi).

Da queste relazioni e da (10.113) segue che il volume della sfera unitaria in B & dato da

r¥ —_
— se n & pari ,
Q, = (n/?)!ﬂ_
2(2 2 .
-(*-‘%)|»~'--—— , semn e dispari .
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E 10.32 Siano
9:2€ACK =glr)eR, F:yeBCR™ 5 (fi(y)..fa(y)) €A,

funzioni C" sui rispettivi domini. Dimostrare che

d{go f) = Z (gg fY df . (10.114)

i=}

E 10.33 () Si trcwino tutti i vettori £ € B? tali che (dz1 + dx2)(€) = 0.

(11) Sia w' = wi una 1-forma in 4 C R™ e si fissi z0 € A. Si dimostri che {£ € R™ :
Wi 20t8) = 0} & uno spazio vettoriale. Qual & la dimensione di tale spazio vettoriale?
(111) Sia F(z,y) = (x,y). Si trovi una curva T = ¢((0,1)) in R® tale che wk (') = 0 per
ogni ¢t € (0,1).

E 10.34 Far vedere che w = zdy + ydz & esatta in | e verificare direttamente che
Jrw= frz w = fl‘s w, dove 'y & il segmento di estremi (0,0) e (1,1); T; & la poligonale
di vertici {in ordine) {0,0), (1,0) e (1,1); I's & l'arco di circonferenza di raggio unitario,
centro (0,1}, estremi (0,0) e (1,1) ¢ lunghezza I [e in tutti e tre e casi I'orientamento &
quello corrispondente al verso che va da (0,0) a {1,1)].

E 10.35 (i) Si dimostri che la forma w' definita in (10.65) 2 chiusa su R*\{0} e che
vale (10.66). (ii) Si dimostri che w' & esatta su un qualungue dominio della forma R*\ P
con F una qualunque semiretta chinsa con estremo nell’origine.

E 10.36 5i dimostri (10.58).

E 10.37 Sia A c R* un dominio stellato che non contenga larigine e sia f una funzione
continua su [0, 0c). Si dica se w' = f(|x|) 3. _, zidw: & esatta su A ed in caso affermativo
se ne calcoli una primitiva.

E 10.38* Sia A=R*\{0} e sia w' una I-forma chiusa su A. Dimostrare che se [' & un
cerchio centrato nell’origine e se frwl = ¢ allora w* & esatta in A,

E 10.38 Sia 7T il triangolo in B? con vertici in (0,0), (0,1} e (2,0) e sia w = senh (z +
yidz + zdy. Si caleoli
f w
T+

sia direttamente c¢he usando la formula di Green.

E 10.40 Si dimostri che una k-varieta regolare a tratti in R con & < n & un insieme
di misura nulla.

E 10.41 Sia o' = ﬁi”*“z;fmz—;rm definita su A= {(r,y) € B : &+  0}.
(i) Dire se w' & esatta su A4 ed in caso affermativo, calcolare la primitiva U/ (&, y} tale che
U(0,e) = U0, —e) = 1. (i} Calcolare [wl dove T={(z,y) = e(cos'"%¢, sen %) : 0 <

r
t < w/2} orientata nel verso che va da (e,0) a (0,¢).

271



A Esercizi vari

E A.1 Verificare il Teorema della divergenza nel seguente caso: f(z,y) = (1 + zy, ),
Aw=f(z,y) : (-2 +y* <1, y> 0}

E A.2 Sia )
Flz,y) = / senh (t*z + y)dt
2

+seny2
{a) Calcolare f. e fy;
(b} dimostrare che f non ha punti critici in B?;
(c) determinare 'estremo superiore e Pestremo inferiore di § su 2.

E A.3 Calcolare fs fdoy, dove S =z e B* : ;i +zo+xadaa = 1,2 > 0Vit e
fla) =i,

E A.4 Sia f{z) = exp{cosz). Trovare M tale che l};} < Mjnt (}; = n—esimo coeffi-
ciente di Fourier).

E A.5 Sia 1
un () = max (w”, HE) , n>1,

(a) Discutere la convergenza della serie 3 . un;
(b) dimostrare che la serie Y, u. & continue ma non C* sul suo insieme di defiizicne.

11—z |e| <1
=9 o> 1

{a) Dimostrare che f € C(R*) ma f ¢ C'{R") e discutere la differenziabilita di f;

{(b) trovare un numero positivo § per il quale se |z - xo| < & allora | f(z) - f(zo)| < 1/100,
con zp tale che |xg| = 1;

(¢) f & differenziabile nel punto {(+/2,1,1,...,1)?

E A.6 Perz ¢ R", sia

E A.7 Calcolare /msy e dady dove T= fl<zy<2; z>0}
T

F A.8 (i) Calcolare éi)—g(|a.|) dove € R*"\{0} e g & una funzione C"((0,c0)). (ii) Sia
n 2 ) ‘

wESZ |—I—]§dxi. Calcolare ]w dove I' & la curva {(1+4#,#%,...,t") : t € [¢,1]} nel verso
i=1 r

che va da (1,0,...,0) a (2,1,...,1).
E A.9 (i} Si calcoli la serie di Taylor di log(s + t) nell’intorno di (sq,ts) = (1,0). (if) Si
calcoli la serie di Taylor di log{x — °) nell’intorno di (zo,ye) = (1,0).
2
E A.10 Siau,(2)= -1%3/ exp(—nat*)dt. Discutere la convergenza (puntuale, uniforme
1
e totale) di u(z) = z up(z) ediv{e)= 3 . un(e) e dire per quali « la funzione u(z)

n>l
& derivabile e la sua derivata coincide con v(x).
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E A.11 Determinare 'estremo superiore ed inferiore (specificando se si tratta di mas-
simi o minimi) della funzione f(x,y)=1/(z® + y*) sull'insieme A={(x,y) : zy +
Lsen(zy) > 1}.

E A.12 Data una funzione f su K" si definisca l'insieme A={cx ¢ K" : f(z) = 1}.
Si diano esempi di funzioni f € £} (R") per cui 4 # 0 e per le quali valga: (i) 4 & un
reftangolo degenere; {ii) A & un rettangolo non degenere; (iii) A & un insieme di misura

nulla che non sia un rettangolo; (iv) /f < 15 (v) ff > 1; (vi) ff = 1L
A A A

E A.13 Sia f:x € R® ~ y € R? data da f{z) = (21 + sen {z122), x2 + sen z). Si trovi
una sfera B, (0)={y € R? : |y| < r} su cui sia definita e regolare la funzione inversa di

f.

E A.14 Si calcoli /fda dove S={(z,y,2) e B s a2’ +¢*+2° =1}n{z > 0} e
s
F=a* - 2ys®

E A.15 Sia I' ta curva in B* data dall’intersezione delle superfici {y = 2} e {z = z°}
e limitata dai piani {# = 1} e {& = 2}. Verificare che T £ un elemento di curva regolare

e calcolare [ fds con f=loglz|/(1 + 4y + 9:1:2)%.
r

E A.16 Siano A;={(z,y) € B® 1y < ||, e > +¢* < 4}, Ao=\{0} e w= —
y+T o r—y . . et o . Sy . :
pEanY de + P yzdy. {t) Dire se w & esatta su 4y efo su A;z. (i) Sia [ il quadrato di

centro {'origine e lato 2 orientato in senso orario e si calcoli er

E A.17 Sia E={(z,y) € B? : 0 < z+y < 1} esi calcoli l'integrale /e"lw_y‘ sen 2z dedy.
E

E A.18 Sia ©(f)=(1 + sent, sen2t). (i) Dimostrare che P={@(t) : t € [0, 7]} & una

curva chiusa, semplice (cio senza autointersezioni) e regolare a tratti., (ii) Calcolare,

usando il teorema di Green, Parea racchiusa da T,

E A.19 Sia Az {(z,y) € (1,00)x{0,00) : yx < 1} esia A, = AN{x < k}. (i) Dimostrare
che A & misurabile per ogni &k e dedurne che 4 & misurabile. {ii) Dire per quali o la
funzione = € L1(A).

E A.20 Per o > 1 sia f, =g~ (z € R). (i) Dimostrare che f, € £'(R) e calcolare
j&fo{. (i) Sia ug = fyx per & > 1. Dimostrare che la serie Y uy converge quasi ovunque
ad una funzione g € £Y(R) e calcolare '&g.

E A.21 Calcolare g{; per: (i} flz) = H:cf, {il) flxy = (w1 + 23, cos{zxy, m2)); (iii)
’ i=1

f(o:,y,z) = ﬁ

E A.22 Sia f(x)=¢1"* + senha. Calcolare: (i) ‘% con e = (2,3); (i) F; (iii) £

{iv) @*F(0) (&)* con £=(1,1). l
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E A.23 Sviluppare in serie di Taylor attorno a xo = 0 la funzione |z|sen |z, (z € R*).

FE A.24 Sia z € R — u(z) € R la funzione con supporto [~1,1] che vale 1 — [z| per
|z| < 1; data una successione di numeri ¢z > 0, sia up{z) = cx wle ~ 2k). (i) Dimostrare
che la serie ), ., ux converge puntualmente su R; (it) trovare una condizione sufficiente

sui ¢, affinché la serie 3 u converga totalmente su IR; (iii) trovare una successione {cx }
tale chie Y wg converga uniformemente su R ma non vi converga totalmente.

z
i
E A.25 Sia f(z,y)=0se 2 = 1 e f{z,y)=ye (“1) per = # 1. (i} Dimostrare
che f & C™(R*\{{1,0)}). (ii) Studiare la continuitd e regolaritad di f in (1,0). (iii)
Studiare i punti critici di f. (iv) Trovare § > 0 tale che |f{z,y) ~ f(zo,yo)i < 1/100
per |{z, 1) — (2o, y0}| < 6 con (zo,y0) = (1,1) e (qualora f fosse continua in (1,0})) con
(mo,40) = (1,0).

E A.26 Si dimostri che non esiste alcuna f € C*(R*) tale che Vf = (zseny, ysenz).

E A.27 5i trovino i punti stazionari e si dica se si tratta di massimi o minimi (relativi
o assoluti} di flz,y) = (= + 3y)e™ Y.

E A.28 Dire se & continua la funzione

2.2

flz,y) = { ;'EZF"T,.%E se (x,y) #0,

0, sex=gy=0.

E A.29 Calcolare 0% f(ze) & 02 f(wa )€™, 6,6, con flz1,22) = 2i2d, p=3, ¢ =
(2,1}, 2o = (1,-1), Y = (1,0), £ = (2,2), 6 = (3,1).

E A.30 Trovare i massimi e minimi di F{z) = fol log{l 4+ 2* + y°)dy.
E A.31 Determinare i massimi e minimi assoluti di f(z, y) = 2’y su D= {z*+4* < 1}.
E A.82 Siconsideri la funzione f:y € B2 = f(y) = (fi{y), f2(y)) € R’ definita come

Ffl=y tyicosye, fo=ytul.

Si dica se la funzione f & invertibile in un intorno di yo = (0,0) e se si , si dia una stima
di r; in modo tale che valga la condizione del teorema della funzione inversa.

E A.33 Fissato un numero naturale N > 0, si trovi un 4 tale che | f(2) — fzo)| < 1077
per ogni |z — zo| < & nel seguente caso: f = log[cos (H?m .Lt)] ,ze R, 2o =0

E A.34 5i trovi una soluzione particolare della seguente equazione differenziale

oo

+E+z=f1), fity= Z%cos(ilnt} .

n=1
E A.35 Sirisolva il seguente problema di Cauchy:

it +1=0, z@=1, #0)=0.
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E A.36 Si discuta V'insieme di convergenza di ¥ .., log (l + %) " e, si dimostri, in

particolare, che la serie non converge totalmente su R
E A.37 Scrivere la serie di Fourier di | sen x| (su [—, #]) e se ne discuta la convergenza.

E A.38 Siau= Zkzl arz® una serie di potenze con raggio di convergenza positive, con
a3 # 0, e si assuma che la funzione inversa di u, v=u"" (che & tale che vou(x) = ), sia
anch’essa una serie di potenze con raggio di convergenza positivo. Calcolare 1 coefficienti
dello sviluppo attorno a zero di v,

E A.39 Sia f(z) = Y., 27" sen(252). Si dimostri che f € C*(R} ma che f non &
analitica in 0. -

E A.40 Trovare il massimo € minimo di

Flayy) = —tEY

V14 x4y ’

E A.41 Risolvere, facendo uso degli esponenziali éi matrici, il seguente sistema di
equazioni differenziali:

su D={z®+¢* <4} .

wW—-—u—2v=0,

v—u—2u=10.
E A.42 Si trovi la serie di Taylor di 2§ + senh {z1 + - + za).
E A .43 Calcolare [ 2%y dedy dove D = {1 < o+ < 4}

E A.44 Calcolare fT cos 22 drdy dove T @ il triangolo di vertici (0,0}, (0,1) e (1,0).

E A.45 Si dimostri che linsieme {(z,y) € R? : y = z} & un insieme di misura nulla in
i: g

E A.46 Si determini la serie di Taylor in z = 0 di (4 — )72 e se ne calcoli il raggio
di convergenza.

E A.47 (i) Si discuta la convergenza della serie

o
Z(__l)ne-(lcg ny* .
n=1

(it) Si discuta la convergenza della serie 3 - #LPZ ¢ ge ne caleoli la somma.

E A.48 Si calcoli 'area della frontiera dell’insiere

{(z,y,2) e R : o2 +y? <z <2 -a?—y?).
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E A.49 Si consideri, su R?\{0}, la 1-forma

z? —y? 2oy

CErr ey

dy.

(i) Dire se w & chiusa. {ii) Calcolare P'integrale di w su di una circonferenza orientata posi-
tivamente di raggio r e centrata neli’origine. (3ii) Dire se w & esatta e, in caso affermativao,
se ne trovi una promitiva.

E A.50 Studiare la regolaritd di

Fe 4y, sex=0
1y, sex=0

E A.51 Trovare un’immersione, nell’intorno di o = (1,10, 2,0), che realizzi {¢ = 0}
con ¢p(x) = 2¥ + £3(xa — 2) + cosxq - 2.

E A.52 Calcolare il polinomioc di Taylor di ordine 10 in z¢ = 0 della funzione
flo) = log(l + zamans), zeR®.
E A.53 Trovare il massimo ed il minimo della funzione

= (S

dal

=

sul bordo sferico {z € R? : |2| = 1}.
E A.54 Risolvere la seguente equazione differenziale

g — Upe =0, re(0,1), t>0,
u(0,) = u(l,t) =0, t>0,

u(z,0) = sen’rx .

E A.55 Sicalcoli il seguente integrale

do
1o +tastos = 5 < cxi z Vi)
-[91+Z1+1:2+ma’ D={er+as+as 13N {2 2 2 0 Vi)

E A.56 Sia z = z(x,y) la [unzione definita implicitamente dalle relazioni:
22— 2zy+y=0, 2(1,1)=1.
Si caleoli il pelinomic di Taylor di grado 2 nell'intorno di {1,1).

E A.57 Si trovi 'espansione in serie di potenze y = ) vaz” e se ne determini il
raggic di convergenza della soluzione della seguente equazione differenziale:

A-z)y =1l+z-y, y0)=0.
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E A.58 Calcolare l'integrale

zdr dy dz
D

dove D & Iinsieme compatto delimitate dalle superfici 2% =2 + " e z = 1.

E A.59 Si calcoli il seguente integrale

fﬂ(lfﬁ D=[0,00) % [0,00) .

E A.60 Si caleoli il polinomio di Taylor di grado 2 della funzione " nell'intorne di

(1,1).
E A.61 (i) Si discuta la convergenza della serie di funzioni
i z z
Z{cos-- wcos-—»} .
n n
n=1
(i1} Sviluppare in serie di Fourier la funzione periodica di periodo 27 definita come segue
nell’intervallo [, #):
_b 0, se—mLz<l
f(a:)—{ 1, sel<z<w.

E A.62 Siesprima un numero positivo ¢ > 0 come prodotto di quattro numeri positivi
con somma minima.

E A.63 Sia  un aperto connesso di R® la cui frontiera JQ sia una superficie regolare
chiusa. Sapendo che il volume di € & 1, si calcoll il flusso (esterno) attraverso 92 di
Flz)=z (z € B*).

E A.64 Sicaleoli il seguente integrale
log v/z2 + y2 dzdy | De{z,y el *+4° <1}.
D

E A.65 (i) Si dica gquante funzioni continue (z,y) — 2(x,y) soddisfano l'equazione
xcosytycosz+ezcosr =1

nell’intorne di (z,y) = (0,0). (i} Si calcolino Ie derivate parziali delie funzioni di cui al
punto (i) (semmpre in un intorno dell’origine).

E A.66 3i trovi la soluzione del seguente problema di Cauchy:
W'yt =y%, yo)=1, yO=1.

E A.67 (i) Si discuta la convergenza della serie di funzioni

= /nFl-n
Z rh !
n=l

(i1} Sviluppare in serie di Fourier la funzione

2

fecs]
Z sen “nx
nl

n=0
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E A.68 Trovare i massimi e i minimi (se esistono) della funzione exp(e? +9%) — % —y?
sullinsieme {z > 1} N {4z% +¢° < 8}.

E A.69 (i) Si calcoli la norma || - ||2,2 della matrice (:)1 _12 ) (i) Si calcoli e™** (con

¢t € &), (iii) Per ogni zo € B?, si calcoli limy— o p(t; 20) dove ¢(t; To) denota la soluzione
del problema di Cauchy & = Az, 2(0) = z¢.

[=2]

E A.T0 Sia un{z) E/ e cos n{t—z) dt. (i) Si studi la convergenza della serie 3 u,.

)
(ii) Si studi la regolarita della serie Y un sul suo insieme di definizione. (iii) Dire se 3 un
definisce una funzione periodica ed in caso affermativo se ne calcolino i coefficienti di
Fourier.

. 3 + x|z )der + (22 + x1|z)des . . A .
E A.71 Sia w'= S £a) lifﬂi( Iz , per ¢ € B\{0}. (i) Dire se w' &
chiusa. (i) Calcolare [w' dove I' denota la circonferenza unitaria centrata nell’origine
orientata in senso antiorario. (iil) Dire se w' & esatta.

log(1 + |«]) n
E A.72 Sia f(z)= { |z , sew & RAO} (i} Discutere la regolarita di
1, sex=0.
fin = = 0 (continuitd, derivabilitd etc.). (ii) Trovare & > 0 tale che |f{a}| < 1/10 per
lo] < 4.
E A.73 Siaw' = &fj%ﬂﬂ definita su A= {{x,y) € B? : z-+y £ 0}. (i) Dire se
w! & esatta su A ed in caso affermativo, calcolare la primitiva U(z,y) tale che U(0,e) =

(0, —e) = 1. (ii) Calcolare fwl dove T={(z,7) = e{cos' ¢, sen 10%) . 0 <& < w/2}

r
orientata nel verso che va da {e,0) a (0,e).
E A.74 Siano

_ sen(1/8), set#0, _ | eos(1ft)y, setF0D,
S(t)z{ﬂ, set=10, c(t):{c'! set=0,

esta flz,y) = &2 s{x) +y® cly). Discutere la regolarita di f (continuita, differenziabilita,
etc.).

EATS Slar >0, Se={{r,y,2) e B : 2 =2+ 4%, 0 € 2 <7} e §2 Vinsieme
limitato la cui frontiera & &,. Calcolare i seguenti integrali

drdydz .

(i) /xzzdcr, {ii) /e—
ER 0. /2% +12

E A.76 Sia x(t) una soluzione dell’equazione differenziale & -+ 34+ = |sent|, calcolare
il tiirn ().
— o0
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.2
E A.TT Per z € B? sia (|z||= 1%0 + 2. (1) Dire se || - || definisce una norma su R* ed

in caso affermativo trovare due costanti positive a e b tali che ajz|oo < ljzl} € bj#|e per
ogni z € [R2. (ii) Calcolare il ||-||-diametro del disco unitario B® = {z € K* : zf+13 < 1}
ovvero calcolare il sup |z -y

:,yEB%

. 1 N . . .
E A.T8 Studiare la serie u(t) = E cos(n’t®) sen (Tot) indicando in particolare gli
T
nx1l
insiemi di convergenza puntnale, uniformte, totale; si studi, inoltre, la regolarita di .

E A.T9 Trovare la soluzione della seguente equazione differenziale:

Us = Stggp , t>0, O<egm,
o0
senk’z
u(z,0) = Z TR
k=10

E A.80 SiaT la curvachiusain {(z,y) € B? : 2 > 0} delimitata da {y = z} e {y = z°}.
(i) Usando le formule di Green si calcoli I'area delimitata da I'. (i) Sia w= “:;”—;5?;—?‘2@ e
si calcoli j; wdove I'" & la curva I con 'orientamento antiorario. (iil) Si calcoli l'integrale
curvilineo j;_z:ids.

E A.81 Siano v ={-10,0,2), v¥=(1,1,0) ¢ v'* =(0,0,1) e sia P ¢ I il paral-
lelepipedo {z19'" 4+ x2u'® 4+ 230" : 0 < 2, € 1}. Si calcolino il volume di P e I'integrale
Spinyedy.

E A.82 Sia X7 lo spazie di Banach delle funzioni delle funzioni continue su [T, T] con
norma, uniforme ||uljeo = supy <7 [u(t)] e sia &a : Xr = X7 definita come

&
senu(s) ds .

(Pou)(t)=a+t’ + /

4]
(i) Trovare T > 0 tale che &, sia una contrazione da Xr in se stesso. (ii) Quale equazione
differenziale soddisfa il punto fisso di $,7

E A.83 Studiare la convergenza delle serie:

(A 2732\

Dinn 2w

n>2 w2l

Se u(z) denota il valore della prima serie si calcoli u(%).

E A.84 Sia f(z,y) = |22 +y? ~ 22, +dzp—6y—11, (2 € B*, y € R). (i) Quante soluzioni
g di classe € nell'intorno del punto (1, ~2) esistono dell’equazione f(x,g{x)) = 07 (ii)
Si verifichi che se g{1, —2) > 0 allora ¢ ha un massimo relativo stretto in (1, -2).

I A.85 Sicaleoli il volume dell’insieme

{(z,y,2) e K : {:»L“—2y-+~-3)2-+-(3.:l:+4y—1)2—1-1(]{):52 <1}.
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E A.86 Trovare il massimo ed il minimo della funzione f(w, ) = max{z + y,1} sul
disco chinso (in &?) di raggio 1 e centrato nell’origine.

E A.87 Sia f(z) la funzione dispari, periodica di periodo 2 che vale 1 per 0 < = € /2
e 2 per /2 <z < . (i) Si disegni il grafico di f per « € [~w, 7] (sl segnino chiaramente
i valori di f in k). (ii) Si calcoline, nella maniera pilt esplicita possibile, i coefficienti di
Fourier di f. (iti) Si calcoli il valore delia somma Zk>1("1)k/(2k +1).

FE A.88 Sia S={(z,y,2) € B® : 2 = (24 cosu)senv, y = (2+ cosu)cosv, z = senu,
(u,v) € [0,27]°}. Si dimostri che § & una superficie regolare e si calcoli fs Arcsen z do
(Arcsen( = 0).

E A.89 (i) Sistudi, al variare di « € R la continuitd della funzione f(z)=mx|x|* per
x &€ R*\{0} e £{0)=0. (i) Sia f{0)=0eper z € R? # 0 sia f(z) = |£|? sen |z| ™t Si
dica per quali p fz, esiste ed & continua.

E A.90 Sidiscuta, al variare di o € R, esistenza e Punicita delle soluzioni dell'equazione
differenziale

¥ =3"+a, y(0)=0.
E A91 Sia A= ( ) Si trovi V € CY{R*,R) tale che
—-VV(z) ., V(O =0, (x e B%).

E A.92 Si trovino il massimo ed il minimo della funzione f(z,y) = =y sull’insieme D
= {(o,y) € B : |z[+¢” £ 3}

E A.93 Sia £{0,0) = 0 e, per {(z,y) # (0,0), sia f{z,y) = (2 +¢?) ' sen (z® + ¢°). Si
studi la regotarita di f in B? (continuiti, differenziability, derivahilita, etc.)

E A94 SiaI'={(z,y,2) : = = sent —icost+ 5, y=0, z = tsent + cost —%, 0 <
t < Z}. (i} Si controlli che I' & un elemento di curva regolare in R® e se ne calcoli la
lunghezza. (ii) Si calcoli V'area delia superficie di rotazione ottenuta ruotando I' attorno
all’asse delle z di un angolo part a 7/2.

E A.95 Sia

(e

2
OED S
k=1
(1) Si studi la convergenza della serie al variare di @ € R {convergenza puntuale, uniforme,
totale). (ii) Si trovino i valori di o per cui f & C*(R). (iii) Per @ =0 f & una funzione
periodica e pari. Calcolare i primi cinque coeflicienti di Fourier ag,...,a4.

E A.96 Si calcoli il valore dell'integrale

z 2 —|z|?
Jémixae =gz
3
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E A.97 Sitrovi la soluzione della seguente equazione differenziale

Ut ~ 2tzr =1, d<agsn, t>0;
100

u(z,0)= stenkzx , w(z,0)=0;
k=1

() =u(mt)=0, Vi>0.

E A.98 Si calcoli l'integrale superficiale ;
-/\(:r:"2 +y)" do , S={(z,y,2) e R 2=z +y°e0<2 g 1}.
s

E A.99 Sia D={{z,y) ¢ B : |z|+|y| £ a}. (i) Facendo un opportuno cambiamento di
variabili si trasformi I in un quadrato di uguale area, di lati paralleli agli assi coordinati
e di centro P'origine. (ii) Si calcloli Vintegrale di z°y — |z|y*® sul dominic A={v2 <
Jol + Iy < 23},

E A.100 Sia T il triangolo in R® con vertici in (0,0}, (0,1) e {2,0) e sia w = senh (z +
y)dx + zdy. Si calcoli

f v
T+

sia direttamente che usando la formula di Green.

E A.101 Per ogni n intero positivo sia
11 —n
R.=[=,—+2"x[0,1]c R
n'm

esia A= Un> | B». Dimostrare che A & misurabile secondo Peano-Jordan e calcolarne
la misura.

E A.102 Si discutanmo i massimi e minimi relativi ed assoluti {qualora esistane) della
funzione f(z,y) = zy*{z + y — 1) nel dominio {(z,y) e R*>: z+y > 1}.

E A.103 Trovare il valore massimo e quello minimo (qualora esistano} della somma
degli spigoli di parallelepipedi rettangoli di volume unitario.

E A.104 Sia ( 2
— Sen iy

{1) Si verifichi che f & una funzione pari C*°(R} periodica di perioda 2x. (ii) 5i calcolino i
ceefficienti di Fourier di f e, usando la formula di Parseval, si calcoli il valore dell’integrale
tra 0 e« di £

E A.105 Si trasformi il problema di Cauchy & + 2 + 2z = 0, z(0) = =2, £(0) = 1,

in un problema di Cauchy per una funzione vettoriale w(t) = {wi(t), u2(t)) e si risolva
quest'ultimo facendo uso di esponenziali di matrici.
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E A.106 Sia f(z,y)= (sen (z ~ y%),z* + tany }. Si enundi il teorema deila funzione

inversa, si dimostri che f & invertibile In un intorno di {0, 0) e si trovi una sfera su cui &
definita la funzione inversa.

E A.107 Discutere la convergenza (puntuale, totale e uniforme) delle seguenti serie di
funzioni

M Yonte™ (ae®); (i) Z(—n“%.

Si calcoli il limite per z che tende ad infinito della serie in (i).
E A.108 Calcolare il valore della serie

b g
Z2n+1 )

n=0

E A.109 Sia f{z)= sen (x121°) + exp(|z]*), € R*. Trovare un § > 0 tale che se
|z] < & allora [f{z) — £{0} < 1/100.

E A.110 Si caleoli la serie di Taylor in un intorno di zero delia funzione

=
N S—;
/0 JI—t4

E A.111 Sia f € C=(IR) tale che f{z) = 0se |z > 1 e F(0) = 1. Dimostrare che f non
pud essere analitica su tutto R,

B Suggerimenti e soluzioni di alcuni esercizi

0.3: Considerare prima il caso in cui f sia positiva e, nel caso generale, si decomponga
feome fi — f.. 0.6 Su E={e,0)U{B,1)U {1, con —oc <a <0 <b < o0 0.5
Per dimostrare che ff > 0 si noti che f & pari e che sena = {1 ~cosx)’. 0.10 f =

oo
Z kx;, conly= [k &+ 2*‘“]. 1.6: Per dimostrare la convergenza uniforme, si dimostri
h=sl
prima che gli intervalli I, sono disgiunti. 1.8: 5i consideri f, lineare a tratti che valga

0 al di fuori dell’intervallo I, = (%, %) e valga 2n nel punto di mezzo di In. 1.10: Se
ap(2) T Y on, nPa™ allora ap = opy fao = 1/{x — 1), an = /(3 —x)*,..] 111

9V _N-1.1.14: Si noti che /w&l(x)f(:z:)da:wf(O) = / nén(:r)[f{a:)—f(ﬂ)]da:. 1.15: Dal

hugen)

A M » M
teorema fondamentale del calcolo segue che: I z un (2} < ‘ Z / o |+ Z tn (20)|;
n=N n=N Y¥0 n=N
b

k13
si usi ora il Teorema 1.5. L.17: u, = %T + 1. 1,23 (i): 5i osservi che f wlz -+ £)dt =

o

b4
f u(y)dy e si usi il teorema fondamentale del calcolo; (iil): si dimestri, usando il punto
a-px
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1 1 i, el
(i), la seguente formula: Dyu(z) = f u'(x + thydt, Diu(e) = f (/ ([ u'® (3: +
0 o b o

h(t1+- +tp))dt1)dt2 e )dtp, e si giustifichi (per induzione) il passaggio al limite sotto

segno di integrale. 2.4: Poiché z = v(y) & P'inversa di y = u(z) si ha che v o ufz) = z.
Quindi, essendo u(O) = {, st ha ©{0) = 0 ovvero by = 0 ed inoltre z = Zn)l bou”(z) =

b, , dove si & posto come al solito ™ (z al"z*. Scambiando
n>1 kzn @ P ke
l'ordine delle sommatorie si ottiene ¢ = ZD} (En_ nak ) Osservande che a( ) =

a¥ ed eguaghando i coefficienti della relazione appena ottenuta si perviene a bhiay =1 g,
per k > 2, an bray, ) = 9. Quindi

@1

k-1
by = bk:_%anaﬁﬁ), (VE>2). (B.1)
X n=1

2.5: ricordando (2.6) si trova ai“) = (i:i) 2.7 u = (1 —=z)"'. 2.10 (i): Ricordando
1.25 ed osservando che d Aol = ()", si ha, per v(a) = 20 e ¥{b) = 21,

E+1
kdz d ,), t)k+1 gi = 7(b)k+1 w*y(a}"“"'l N Zilc-H _ zg-{-l ‘
= odt k+1 - k1 T k+1

{ii): Si usi il punto (i} per far vedere che, nel caso di serie di potenze, le definizioni di
integrale complesso date in 2.9 e 2.10 coincidono. 2.13: Se fosse e = p/q, varrebbe

L — 3y
(2.53) con z = 1lecon ¥ =g, etc. 3.9: Per k > 2 sl ha (;) (—1)F? 1 %

_L -1
( ;) = (wl)kalzgé'—k—‘—l);. 3.1: il “solo se” & facile; per dimostrare il “se” si dimaostri
che la seguente funzione § definita da
fs e € fa, 8],

. k €3] :
f EJ'—D L J('a-{-)( G)J y T, (82)

& (2] :
Zj L (b )( ) H .I'>b,

& una estensione C* di f a tutto R ossia f € C*(R) e f{z) = f(z) quando = € (a,b). 8.5:
Si dimostri prima che f non & analitica nei punti “diadici” (cioé nei punti della forma
p+ h27% con p, h, k interi) osservando che le serie di Taylor di f in tali punti hanno
tuste la stessa coda 3.10: il raggic di convergenza di ., o (;‘f)a:’“ &1 8.11 (if): Bo =1,
By = 2, B 5, By=0,Bs = 30, Bs = 0 ; (iv): si noti che z cotanh z & una funzione
pari. 8.13: Si usi (1.13). 4.10 Si l‘lcordl il punto (iv) dell’Gsservazione 4.8, 4. 11 fo=

T[ f@e e @) = Y fen e L / @) = 3 fae e

N3 <N

5 [ e 5155 = (n3) e AL 2k [t

In|< ¥
5.17: afe[* %2 5.5: Supponiame per assurdo che A ¢ R* sia un insieme non vuoto
diverso da R* e simultaneamente aperto e chiuso. Allora 4 = @. D’altra parte sia xo € A
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ez ¢ Aesia L={z =z{f)=x0+t{zr1 ~ 7o) : 0 £ t £ 1} il segmento chiuso di estremi
xo e z1. Allora se F=sup{t » 0: z(r) € 4 per ogni 0 < 7 < ¢} si ha che z(f) & JA
{contraddizione). 5.18: Si dimostri (per induzione) che 6% < (2 + 1)) per ogni k > 1.
5.35: Si dimostri prima che per ogni invasione di N" A; e per ogni j esistone j1 < Jz
tali che K, © A; € Kj, dove K; denota il cubo di interi K; &= [ € W' |aee < ).
5.37:Poiché

o o0 o [e =3 o = a] o
=] _ E2T o 1 YR P PY S PO PO F o
e _I__ _.-..--—’ - .........._._.] =€ e = s
ol a1- [ S
aq=>0 =0 oy =0 i =0

dalla Proposizione 5.36 segue che la scrie converge assolutamente su R™ e che

z%=exp(m1+"-+wn), vyreR. {B.3)
ackn '
5.39: Sia ip tale che limsup[a&?li = (min R;)™'. Allora: B7! = ]imsupla{k)}?lv' =

lim sup Iaik)li = lim sup |a§§)LTle' = {min R;)~!. $.42 (1}: Supponendo (per assurdo) che
Zo sia un minimo locale, dalla continuith di f e dal fatto che inf f < f(xo) segue che
esiste un z1 # %o tale che f(ro) = f(z1) e quindi (Teorema di Rolle) esiste 2 tra xo ¢ 71
{ma diverso da tali punti} per cui §'(z2) == 0 contro Vipotesi fatta; (it): No, un controe-

2 i 2
sempio, nel caso n = 2 & dato dalla funzione f{x,y) = (e"’ +e | - D +e” ~1

(soluzione proposta da L. Biasco). 7.18: Triangelo equilatero. 5.58 (iil): X = C{[0,1], B}
con distanza d(f, g) = sup,epy | F{2) — f¥)], E= {#* 1 k € N}. 5.60: Si prenda x = et
ey = e 5.62: Si dimostrine prima i seguenti fatti: (1) due matrici 4, B sono uguali
se esolose Ar-y = Bz -y, ¥,y € R* {si consideri il caso z = el y = el); (2) se
vale (5.169) allora U & invertibile (se non lo fosse esisterebbe un vettore non nullo v tale
che Uv = 0, ma allora, per (5.169), si avrebbe...); (3) st dimostri che se U & ortogonale,
det IV = £1; (4) per dimostrare 'implicazione “(ii) == (i)” si usi il fatto che

e+ = e+l +20-y, VazyekR"; (B.4)

per dimostrare I'equivalenza tra (iii) e (5.169) si ricordi che se chiamiamo v') = el
allora [0, .., 0] = U. 5.63 (ii): U = [t,w] cor v,w vettori ortonormali in |* (ciod
v = |w| = 1 e v-1w = 0). Il fatto che |v] = 1 significa che » appartiene al cerchio unitario
5! e quindi esiste § € [0,2x) tale che v = (cosé, send}. Ora il vettore w deve essere
ortogonale (e questo fissa due vestori opposti) e il fatto che il determinante deve essere 1
fissa univocamnete la scelta di w in termine di v. 5.64 (i): Sie B=U® (61) 1a rotazione
attorno all’asse ¢ che porta il vettore v = Ue® sul piano coordinato m ) 4@ = {22 =
0}. Sia poi §=U?{6,) la rotazione attorno all’asse e’ che porta il vettore Rv su e'3h
Sia ora T=SRU e si dimostri che T & una rotazione attorno all'asse e®. Da questo
segue l'asserto. 6.1 (4): se Y denota la successione che ha tugti zeri tranne J:ﬁ.") =1,
contiene I'insieme {2, 2%, ...}; (5)+(9): C(I} contiene linsieme {1,z,27,...}. 6.2 (ii):
=Y,k z/ri* ev =3, (x/r)". 8.4 Sia X uno spazio vettoriale (diciamo su
R} di dimensione n e si fissi una base £,...,¢"). 8i consideri 'isomorfismo ¢ : z € R* —
Zmifm € X.Se |l lle ® una norma su X si definisca, per =z € R*, |zl =|j(z)]la € s
dimostri che |} & una norma su R*. 6.7 (i): Se v & un autovettore di A con antovalore A,
allora || A]] > JAv| |o| ™! = |Af; (ii): se Ajy & tale che Ay | = max|A;], considerare il versore
e, (i) |Uv]? = Uv - Uv = v . UTUp = v-v = [v|’; (iv): se A & reale e simmetrica pud
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essere diagonalizzata tramite una matrice ortogonale, si usino poi i punti precedenti. 6.12
(i): Sian=m=1e E=[-1,1] esi prenda f(z) = m—, {ii): Sia fx una successione di
Cauchy in (Lip(E,R™),!| - i|Lip); allora fi & di Cauchy in (C(E,R™),|| - |l.£} € dunque
esiste f € C(E,R™) tale che ||fi = fllcc.2 = 05 sia M = sup, || fillrip che, essendo fi di
Cauchy, & un numero; allora, per ogni = # y, M > Jf*‘("z):f’l*(y” — '“fg:ﬁy” e dunque
IfliLip < o0. 6.13 (i): Sian =m = 1e E = [-1,1] e si prenda f(z) = |z]*; (i): la
dimostrazione & uguale a quella per lo spazio Lip{E, R™) in 6.12. 6.22: Se f € X allora
|F(z) — F)1/ e ~ | < [fll |z —y{*~"! e prendendo il limite per = — y (essendo @ > 1) si
ottiene che f' = 0 su E. 6.24: Sia y = - cosicché (6.57} & equivalente a lim |p|, = 1 se
|yloc = 1; si dimostri, prima, che |y|y > 1; per dimostrare 'nguaglianza si osservi prima

chese 0 <a <1, (1 —i—a")% -3 1.828: p< g = 6’”;2". 6.34: [|A|| < 1, infatti
per ogni f € X, |(4Af)2)] < ||f||m,LU,1]Lle*(”'y)2dy < |1 flloo, 1,17 6.35: Esistono infiniti
inversi destri dati da T @ z = {zo, 21, 22, ..} =+ Tax ={a, 20,51, ...}; | Tel} = max{la}, 1}.
cost sent

- oo . — - C et L .
Su Y={r € £ : 3o = 0}, S ha per inverso Ts. 6.36: ¢ sent cost | infatti,
poiché A% == —T si ha che:

(At)k _ (At)i’k (At)2k+1 _ i t'zk & t2k+1
2 (31 +Z((2k+1)! =21 @R I+ D 4
EZ0 k>0 £20 k>0 k20

6.39 (i): deriva dall’equivalenza deile norme ||-{| e || -[lo [nella norma ||-{loc V'esistenza del

limite del rapporto incrementale (A(t) — A(to))/(t ~ to) & equivalente all'esistenza di tutti
i rapporti incrementali (A;;(£) — Aij{to))/{t — to)]; la matrice {A(t) — A(tp))/(t — te} ha
per element] di matrice {A:;(¢) — As;{ta))/ (£ —fo); (ii): per il punto (i) si ha ((AB)') =

i
(ABYs) = ¥, (AuwBy) = ¥, AuBus + T, AuBl; = (A’B) o (AB’) ; Laltra
ij ij

identita si dimostra allo stesso modo; (iii): poiché AA™" = I in un intorno di to, derivando
tale identitd in to (essendo la matrice identita costante si ha che I' = 0), dal punto (i)
segue che: 0 = (AA7Y) = A'A™" + A(A™') ovvero la tesi; (iv): segue dalla definizione
di derivata parziale. 6.37 (i): A? = diag (X%,...,A2); (ii): Se v € R® & un autovettore per
A € Mat(n x n) allora A%v = A%u, etc. (iii): (TVAT)? = T AT, ete. . 7.2: Si ricordi
3.3. 7.6 (i): Si pud prendere p = (1/2) er = (1/v/2). 7.7: Si il teorema & applicabile e si
possono prendere r = (p/8) e p = (1/3). 7.8: 81 , f & invertibile in un intorno di (0,0) e
tale intorno contiene la sfera chiusa di raggio p con p = (1/8) [anche in guesto caso basta
verificare

7 YyeY, {B.5)
al posto di (7.22)], 7.11: Sia n = 1 e ¢(x} = —z*(2* — 1}; allora A.. = (—o0, ~1)U(1,00),
dA_ = {-1,1}, By = {—1,0,1}. 7.15: Cerchiamo il massimo ed il minimo (assoluti) di f
su B™. Poiché fr, = Hj%i x4, si ha che se Vf{2g) = 0 allora f{xo) = 0 che chiaramente
non & né un minimo né un massimo per f su B”*. Dunque il massime e il minimo di f
vengono assunti sulla frontiera di B™ che & S7~1 Sia Pz, A) = flz) — Ag{x) con ¢lz) =
1zj2 — 1. 1 punti critici di F sono i punti di S*77 tali che fr, = Aps, ciod [, ;@5 = 2z,
moltiplicando tale relazione per ; si ottiene f{z) = 2Azi da cui 2} = a:j perognidiej (si
noti che possiamo escludere z; == { € anche A = 0). Quindi {z:| = 7175 e quindi il massimo

di f su B™ ¢ & ed il minimo & ~-i. 8.1 Poiché [|A*]| < 41, | im0 A0t <

[

7 - Tg—gwmm <2
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M k — Aflle 4 _ { coshzy =zsenhzy
T im0 A0 € T4 A o] = fuale! 1, 8.9: (I}Senhzy coshzy. |’

(si prenda A = g Sealt) e b=0 e si usine i punti {i) e (ii) qui sopra). 8.11 (i}
Si meltiplichi equazione differenziale per #(¢). 8.12 (i): 7 — (., 7) & la soluzione di
(8.66) con dati iniziali u(r) = 0 e ¥/ (7) = f(7). 8.17: &{t) =x(t + T) soddisfa lo stesso
problema di Cauchy di z(¢). 8,19 (i): Prendendo r e T} sufficientemente piccoli possiamo
assumere che ¢ = supp ;| felTh < 1. Sia wolt;z) B, p;(tix) =2 +£zf(wj—1(r,m), Ty,
Dall’ipotesi fatta segue che ¢; com erge uniformemente su D x I. Per induzione si dimostra
che p; € CH(D = I). Sia A; = 221, Allora, su D x T, si ha [|4; — A;- 1|l € cf|4j-1 ~ 4; 2|
e da questo segue che anche A converge uniformemente in 1 x J. L’asserto segue ora
dalla generalizzazione a pii variabili del Teorema 1.11. 8.21: Si cerchi u della forma u =
Zn>1 I (f) sen e, 8.24 (i): St moltiplichi (8.72) per w: e si integri per parti; (ii):se ce ne
fossero due, u e v, st consideri la differenza w = w—v ¢ se ne calcoli Venergia. 9.9 {vii): no.
9.22 (b): Ad ogni I} si pud associare {ed in un solo modo) una n-pladi O e 1 con n = 2k,

ad ogni punto di K si pud associare {ed in un solo modo) una sequenza di 0 e 1. 9. 23
Se L={(e,y) €[0,17:0<y <1}, P={{zy) €[0,1]P: 021} e G =Qn[0,1]
si pud prendere @ = U I U U I¥.9.24: [([fdo)dy =1/2 = ~ [ ([ fdy)dz; infatti

€0

fé CHR®) e f(fifidw dy = oo. 9 27 L\lfl fAlle{|f[2r-} +IA1ﬂx{Hl<r} e si usi 9.26.
9.30: f = limi—oo EJ.:_k (—=1)7 211y X, con =(j-371 j+3717). 0.85: fi =251y

conIkE(ﬁj ———2-1,7,%“-5-31;) 9.36: frlz)=0seze[0,i]\Qesed<a=pfgconpe

g interi positivi e primi tra loro e p < g, f(z)=k/q, f(0)=Ek. 9.37:

"

AWD, o 4 b, o™ = (—1 A 4 b, e L )

10
= (=1 {aA@W, o™, e ea e ™))
= a9, ..., o) kAR, L e ™Y

9.42 (i): 507 p3) = (22151% ;pciesl:f). 9.43: Si dimostrino, nell’erdine, le seguenti re-

o0 fid
1) ] e dz = lim [ e de .
oo R—oo -R
B 2 z
2) (/ e " d:.‘C) ::f P dr=p8r ,
R [ R.RJ?
3 f eﬁlrlzd:v < fa < f e 17 gy ,
Br B

VIR

lazioni

4 tm | ez =a,

-
SOOB,

qui, come al solito, jz|=lzls = /22 + 22 e B,={z € R’ : |z| < s}; per dimostrare 4)
(2k — 1)1 !

si usino le coordinate polari dell’esercizio 9.42. 9.44 [y = ﬁmw-ém_, Lokl ER
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9.45: Si noti che se facciamo corrispondere a 2 ¢ R’ il numero complesso z = &1 + iz2,
(i = +/<T1), la trasformazione £ — ¢(z) non & altro che z -+ z%. 9.46: % =
cosfsent) —psenfsenty pcosfcosy
(sen @senty pcosfsent) psenﬁcosw), detfff-l—ﬁ = —pPsent. 9.48 (i): Si as-
cas 0 —pseni
suma & < 27 (il ¢aso o = 27 si ottiene poi tramite limiti}; (i) 'insieme E' = {(p,0,2) €
R :0<8<aVipz)e Eo} & normale e misurabile ¢ E = F(E') con F come
in 9.47; (i) Vol(B)= af g Pdpdz. 9.49: 27?7 R. 10.14: Si prenda un numero arbi-
trariamente grande di rettanpoli isosceli “paralieli® al piano {z = 0}. 10.1T: Area(S)=

o:fabu(t) w/(£)? + v (¢)2dt. 10.19: Se a=R/r, A= /lo? — 1] si ha
21.‘Rr(a + E log{er -i-ﬁ}) se R>r,
I

27 Rr (a + £ arcsen ﬁ) se R<r,

i
10.20: 4xr%R. 10.22: ~ Or = O (@) con $(v) = p{—v1, vz} sul dominio V con V = {v €
R : vy = —u1,v3 = w); si verifichi che in tal caso v{u) = (—u1,us). 10.27 (i): Se
['= z((a,b)) & una curva in &, ¢(z{t)) =0: (ii): i versori sono due e sono dati da
Ve
==L B.6
Y= 59

10.33 (ii): La dimensione & (n —~ 1) essendo lo spazio in questione Piperpiano TF{zg)-
10.38: (a) dimostrare che, se [+ denota il cerchio di centro V'origine e raggio r, dalle
ipotesi segue che fn‘wl = 0 per ogni r; (b) si definisca la seguente funzione F(z) = j{:(:}w’
dove I'(z} & il segmento che nnisce il punto zo= (1,0) se = ¢ (—oc,0) = {x2 = 0} mentre
se ¢z == 0 e #1 < 0 T'(x) denota 'unione {orientata) del semicerchio superiore di centro
Porigine e raggio 2 che va da (0,1) a {~1,0) e del segmento che unisce (—1,0) con z; (¢}
far vedere che il valore di F non cambia se in (b) si prende il semicerchiu inferiore nella,
costruzione di I'(z) per punti sull'asse negativo delle z.; (d) far vedere che F' & continna
su A; () far vedere che F & C' e concludere la tesi ricordando la dimostrazione della
Proposizione 10.14.
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