Analisi Matematica 1 - II Appello - Soluzioni

)l

1
Esercizio 1) [8 punti] Calcol iste, lim sin[2mn®
sercizio 1) [8 punti] Calcolare, se esiste, Jm sin[27n COS(\/in

Dallo sviluppo di Taylor del coseno abbiamo

1 1
2mn? cos( ) = 2mn? — G O(ﬁ)

V2n 2

per n — +00. Siccome 27n? & un multiplo intero di 27, dalla periodicita della funzione seno

otteniamo che

o ~ hm sl T o(L
ngrfoosm[%m cos(ﬂn)]—ngrfoosm[ 2—i—0(n2

N=-1.
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Esercizio 2) [12 punti] Discutere la convergenza della serie Z:(enT+2 - enTH) cos(mn).
n=1
Dallo sviluppo di Taylor dell’esponenziale abbiamo che
n+2 n+1 e 2 1 1 1
no—en ——=¢len —en — =) =0(—
e e - e(en —e n) (nQ)
e quindi la serie data pud essere decomposta come
i(n;r? LH) ( > 1nL+2 n+l OO(—l)n > 1nL+2 ntl €
e n —e n COSs == — n —€e n )= — n —e n ——),
w) = S o) — e 30 EL S e e
n=1 n=1 n=1 n=1

La serie data € quindi convergente perché la prima serie converge semplicemente per il criterio

di Leibniz mentre la seconda converge assolutamente:

o0

ny nt2 ntl € = C
Sl =T =S <Y < oo
n=1 n=1
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Esercizio 3) [12 punti] Calcolare, se esiste, lim log(l+e™ ") [e” —(1+ )5"2]
r——+00 X

Dal limite notevole del logaritmo abbiamo che

T——400 T——+00 e T x T——400

1 log(1 - 1
lim log(l—i—e_x) |:€:r: _ (1 + ):cQ] = lim M |:1 _ e—x(l + ):c2:| =1— lim e—:c+x210g(l+%)_
X

Dallo sviluppo di Taylor del logartimo abbiamo che —z + z%log(1 4+ 1) = —3 + O(%) per

X
x — +00 e quindi vale che

1
lim log(l+e™ %) [em -1+ )$2] —1-e¢3.

T—+00
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Esercizio 4) [12 punti| Calcolare l'integrale indefinito / —dx.
) 112 pund ; itz
Dal cambio di variabile 22 + x = (x + t)? otteniamo che
2

x
——dr =2 7dt’
/ Vit / (2t — 1) li=vaTro—s

poiché x = li—zt edr = 2%6&. Siccome

t2 1 4t —1 t 1 2 1 t 1 11
U gt= [ dt = 4 t= 4 log|2t—1]— - —
/(2t—1)2d 4/[+(2t—1)2]d 4+4/[2t—1+(2t—1)2]d pralest-l=go =

otteniamo che
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T 4 “log |2t — 1] — -
/\rux o 5 T ologl = I Tl

Val+x—z 1 1
= ——+ —log|2Va2+2—2x— 1] — .
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Esercizio 5) [12 punti] Determinare la soluzione di 2’ = (cost)x + cos®t con x(0) = 0.

Siccome A(t) = fot cos sds = sint, abbiamo che

t sint
x(t) = esmt/ e” S5 cos? sds = esmt/ e (1 —r?)dr
0 0

mediante il cambio di variabile 7 = sin s. Integrando per parti otteniamo che

sint

sint
a;(t) — esmt[_efr(l _ 7"2) _ 2/ re*’”dr] — —COSzt + esmt + 2esmt[efr7,
0

0
= —cos?t— et 4 2gint + 2.

Esercizio 6) [16 punti] Al variare di a € R discutere la convergenza dell’integrale improprio
o
1
/ —a(g — arctan x)dz e, grazie alla scomposizione z* +1 = (22 + 2z + 1)(z? — 2z + 1),
o T
calcolarne il valore per o = %
Poniamo f(z) = x7%(§ — arctanz). Dalla formula di de I’'Hopital osserviamo che

. 5 —arctanw . x2 ]
m — = im —— =
T—>+00 % z—+oo 2 4+ 1
e quindi
fl@) = . ()
1 = — lim =1.
z—0t 7% 2’ z——4o00 p—a—1

sint sint
- e "dr]
0 0



Dal criterio del confronto asintotico abbiamo che f & integrabile in (0,4+00) per 0 < a < 1
poiché 'integrabilita in 0 vale per @ < 1 mentre a +o0o per a > 0.

Se a = % integriamo per parti ottenendo

0 1 0o o0 00
/0 ﬁ(g—arctana:)d:nzZﬁ(g—arctanx)‘o —1—2/0 1\_{;;2(11‘:2/0 1ﬁ2daj.

Poniamo z = t2 e, tramite decomposizione in fratti semplici, otteniamo

© 1 o0 42 > 2t 2t
(W—arctana:)dx:/ 1 dt:/ [ V2 - V2 |dt
0 VT2 o tt+1 0o t2—V2+1 2+V2+1
2. 2 —\2t+1 > > 1 1
:\[log]\[\‘ +2/ [ +
2 2 4++/2t+1 o o (V2t—12+1 (V2t+1)2+1
oo
0

= \/ﬁ[arctan(\/?t —-1)+ arctan(\/it + 1)]‘ =27,

Jdt

Esercizio 7) [12 punti] Studiare il grafico della funzione f(x) = z(2 — z)e .
Dominio: R. Intersezione assi e segno di f: (0,0), (2,0) e {f >0} =(0,2)
Asintoti: no orizzontale o obliquo a —oc¢ e asintoto orizzontale y = 0 a +o0o poiché
. e f=) . _
An )= e T = e A ) =0
Monotonia di f: /() = e (2% — 4z +2), {f' >0} = (—00,2 — V/2) U (2 + /2, +0)
Convessita di f: f"(z) = —e *(2? — 6z +6), {f” >0} = (3 —3,3+3).



