Analisi Matematica 1 - III Appello - Soluzioni

Esercizio 1) [8 punti] Calcolare, se esiste, liril [nlog(n —1) — (n—e ") logn).
n—-+0o0

Dal limite notevole del logaritmo e per confronto tra ordini di infinito otteniamo che

log(l —n~1
lim [nlog(n —1)—(n—e ")logn] = lim M

n—-+00 n——+0oo 'n,_l

+e "logn=-1+0=—1.

vVn24+1—n

Esercizio 2) [12 punti] Discutere la convergenza della serie Z n
n+cosn

n=1
Tramite razionalizzazione abbiamo che

Zﬁ—n i 1

“= n+cosn = [n+ cosn][vn? + 14n]
s 12 . 1 .
Poiché a,, = i eos Vs Tl soddisfa
1 1 1
lim n lim = —

n——+oo N2 n—>+ool—|—%,/1+n—2+1 2’

dal confronto asintotico abbiamo che la serie data € convergente come la serie E —.
n

n=1

(1 + sin? x)% — esin®

Esercizio 3) [12 punti] Calcolare, se esiste, liH(l)
xT—r

3
x
Abbiamo i seguenti sviluppi di Taylor:
. a 5 . 2 , 6 -2 2 9 4 6
smx:x—g—i—O(aE ), sin“z=ux —E—i—O(x ), log(l+sin“z) ==z s + O(z°)
per x — 0. Mettendo in evidenza e* ed usando il limite notevole dell’esponenziale otteniamo
quindi che
(14 sin?z)z — esine (737 H0() _ gr— %5 +0(a?) e~ 3594+0(@%) _ o= 5 40() D)
lim : = lim = lim =——.
z—0 a3 z—0 3 z—0 23 3

dx
V2 +3r+2

Dal cambio di variabile 22 + 32 + 2 = (x + t)? otteniamo che

Esercizio 4) [12 punti] Calcolare I'integrale indefinito /

/ dr B / 2 dt‘
/12 +3x+2 o t2 -2 t=vVz2+3z+2—x

3t—t2—2
(3-20)2

p01chex—ﬁedx*2

3 dt. Siccome
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otteniamo che

/ dx 1 ! ‘t—\/§| N 1 log | 22 +3c+2—x—+2
—————— = —— 1o c= —1lo
xvVa? + 3z +2 V2 s t+ /2 lt=va?3r+2—2 V2 & 2 +3r+2—x+V2

Esercizio 5) [12 punti] Determinare la soluzione di z” + 2 = tant con x(0) = 2 e 2/(0) = 4.
Siccome P()\) = A2 + 1 ha radici complesse coniugate +i, abbiamo che la soluzione generale
dell’omogenea & data da z,(t) = cj cost + casint per c1,ca € R. Dal metodo della variazione
delle costanti cerchiamo una soluzione particolare della forma z,(t) = ¢ (t) cost + ca(t) sint,

ove le funzioni ¢;(t) e c2(t) devono soddisfare il sistema:
cjcost + chsint =0, —c)sint+ chcost = tant.

Le soluzioni del sistema sono date da

, . sin®t , )
¢y = —sinttant = ———, ¢y =costtant =sint
cost
che tramite integrazione forniscono
.2 .2 2
sin“t sin“ ¢ ] 1 1 1
ca(t) = — dt = | —5——costdt = ds =s+ = — ds
1(#) /cost /sin2t—1 /52—1 s=sint +2/[5—1 3—1—1]
nt 4 1 1 1—sint
= sint+ —log ———
2 %81 sint
mediante il cambio di variabile s = sint e ca(t) = —cost. Abbiamo quindi che z,(t) =
%costlog i:iﬁi e la soluzione generale & data da
(t) t+ cpsint + = costlog =Rt
x(t) = cpcost 4 cosint 4+ = costlog ——.
! 2 2 &1+ sint

Imponendo le condizioni iniziali (0) = ¢; = 2 e 2/(0) = ¢ — 1 = 4 otteniamo che la soluzione
cercata ¢ data da ]
(£) = 2cost + Bsint +  costlog
x(t) = 2cos sint + — costlog ———.
2 51+ sint
Esercizio 6) [16 punti] Al variare di a € R discutere la convergenza dell’integrale improprio

2 . sin x .
/ |log(sin z)|* —————dx e calcolarne il valore per oo = 0.
0 1+sinz

Ponendo f(x) = |log(sinx) a1ii§i§ — abbiamo che lim+ (z) = 0 mentre dai limiti notevoli di
z—0
logaritmo e coseno otteniamo che
1 1 1
@) 1y llogeosyly, 1
emsit (3 =) 2y-0t gy 2«

s 2«

mediante il cambio di variabile y = § — 2. Siccome (§ — x) z

. . . 1
¢ integrabile in § per a > —3,

dal criterio del confronto asintotico otteniamo che I'integrale improprio converge per o > —%.

| +c.

s=sint



Mediante il cambio di variabile ¢ = tan § e la decomposizione in fratti semplici, per a = 0

calcoliamo

/2 sin ¢ d /1 it dt /1[ 2 2 |dt = 2 arctant+ 2 |'_T 1
—_—aQr = = —_ = _— = ——1.
o 1+sinx o (B2+1)(t+1)2 0 241 (t+1)2 t+1lo 2

Esercizio 7) [12 punti] Studiare il grafico della funzione f(z) = °

~ logax’
Dominio: (0,1) U (1, +00). Intersezione assi: NO. Segno di f: {f > 0} = (1, +00)

Asintoti: no orizzontale o obliquo, asintoto verticale z = 1 poiché

lim f(z) =0, lim f(z)= =400, lim f(z)=+4o00, lim ACo. 0

z—0+ r—1%E T—-+00 r—+oo I

Monotonia di f: f/(z) = 82=L [ > 0} = (e, +00)

log? x

Convessitd di f: f"(z) = 22982 (7 5 0} = (1,¢2).

~ zloglx’




