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I parte
Principio di induzione
Esercizio 1. Dimostrare le seguenti uguaglianze usando il principio di induzione:
n
1. Y (2k—1) =n?

n _ n(n+1)(2n+1)
2. Y k2 = nlntlCntl)

- 7

k=1
4 §31M3+2k—1 I B
’ —~ (2k+1)! (2n+1)! »

_ n

n
5. k; T = =1
Suggerimento: Per I'uguaglianza 5 potrebbe essere utile scomporre il denominatore e
studiare due serie separate.
Esercizio 2. Dimostrare le seguenti disuguaglianze usando il principio di induzione:
1. 1+a)">14+na,a>-1,Yn>0;
2. 3" > 2", Vn > 1;
3.n?>2n+1,Vn>3;

4. 2" > n? VYn > 5.



Suggerimento: Per la disuguaglianza 4 puo essere utile applicare la disuguaglianza 3.

Esercizio 3. Dimostrare che ¥n > 0 il numero 9"+ 4 26n+1 ¢ divisibile per 11.

IT parte
Successioni
Esercizio 4. Risolvere i seguenti limiti di successioni:

1 im 3n5+5nl/2—6n7/3
" notoo 4nd/A42y/n+vnd’

(5")=(2)"+(3)".
(2

n—-+40o (% —\3 ’

O
=
B

a5) +Hlog(vn)
og(n+n?)

—

n—-+o0o

4. lim Vn3—n2—1—v/n3-—n2+4n.
) n—-+4o0o n—\/n2—n ’

. log(lJr%)fiJrn_G/S.
5 m ) Smn()

2
6. lim ¢ +n°.
no+too N7

7 lim VAan2—2—+v/n2+1.
’ 1-n )

n—-+o00

8. lim Lg?(lm) —log (—"2"'2)

n—-+o0o n+l1

Suggerimento: Puo essere utile, per n che tende ad infinito, usare la formula di

Stirling
n
n! ~v2mn <n) .
e

9. lim Vnt+1;

n—-+o0o

. log(1+2;
10. lim 5.1;(73
n—-+o0o 10g(1+—2

)
)
11. lim Sm("il))

1
n——+o0o l—cos(

12. lim (1—L)”;

n—-+4o0o

13. lim log (1 +vVn2+2—-vn2+ 1);

14 lim (2=4)

15. lim (ﬂ) :
n? logn'

16. lim (%) :

n—-+o0o






Soluzioni

Esercizio 1. 1. Pern=1siha2—-1=1.
Supponiamo che 'uguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

n+1 n
ST2k-1)=> 2k -1)+2(n+1)-1=n’+2n+2-1=n’+2n+1= (n+1)*.
k=1 k=1

2. Pernzlsiha%:%:l,

Supponiamo che 'uguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

n+1 n
1)(2 1
Zk222k2+(n+1)2:n(n+ ) (2n + )—I—(n+1)2:
6
k=1 k=1
24+ 4+ 13n+6  (n+1)(n+2)(2n+3)
= 5 = c =
C(n+D)((n+1)+1)2(n+1)+1)
= c .
3. PernzlsihaQ—%: —12%2.

Supponiamo che 'uguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

n+1 n
k k 1 2 1 3 1 2
SRy k ntl_, ni2 ndl_, 0t _, (tD+2
o ok T gn+l on T 9. on 2. on on+1
k=1 k=1
4. Per n =1 si ha % = % =1- (Qil)!' Supponiamo che 1'uguaglianza valga

per n e verifichiamola per n + 1:

§4k2+2k—1 _z”:4k2+2k—1 An+12+2n+1)—1

= (2k+ 1) = (2k+1)! (2(n+1) +1)!
PR S 4n? +10n +5 _
2n+1)!  2n+3)2n+2)2n+ 1)
1

(2(n+1)+1)!
1 1 _1_ 1
5. Pern—lslham—g—ﬁ.
Supponiamo che 'uguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

n+1 n
5 1 s 1 N 1 B
2 _ - 2 _ 2 _ -
Ak -1 AR -1 A(n+1)2 -1
_n +1 1 1 1 B
S 2n+1 2 2n+1)—-1 2 2n+1)+1
n 1 1 1 1
2n+1 2 2n+1 2 2n+3

2n+1 1 1
22n+1) 2 2n+3
1 2n+3-1

T2 2n+3

_ n+1
C2(n+1)+ 1

4



Esercizio 2. 1. Per n =0si ha 1 >1 (in realta la disuguaglianza ¢ un’uguaglianza).
Supponiamo che la disuguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

(14a)"™ = (14a)"(1+a) > (14na)(14a) = 1+a+na+na® > 1+a+na = 1+(n+1)a
dove la prima disuguaglianza vale poiché 1 + a > 0 e I'ultima poiché na? > 0.

2. Pern=1siha3>2.
Supponiamo che la disuguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

3l =3.3" >3.2"n = (24+1)-2"-n = 2:2"n42"%n > 2.2".n+2-2" = 2" (n4 1)
dove I'ultima disuguaglianza vale poiché n > 2.

3. Prn=3siha3?=9>2-3+1.
Supponiamo che la disuguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

(n+1)? =n?42n+1 > 2n+14+2n+1 > 6+14+2n+1 = 2n+8 > 2n+3 = 2(n+1)+1
dove la seconda disuguaglianza vale poiché n > 3 e 'ultima poiché 8 > 3.

4. Per n =5 si ha 2° = 32 > 25 = 52
Supponiamo che la disuguaglianza valga per n e verifichiamola per n + 1:

vl —g. s o2 =n? 4 n?>ni42n+1=(n+1)>
dove I'ultima disuguaglianza segue applicando il risultato ottenuto al punto 3.

Esercizio 3. La dimostrazione segue applicando il principio di induzione.

Per n =0 si ha 9 + 2 = 11 che e ovviamente divisibile per 11.

Supponiamo che la tesi valga per n e verifichiamola per n + 1:

9(7L+1)+1 _|_ 26(7L+1)+1 — 9 . 97’L+1 + 26 . 2671-‘1-1 — 9 . 97’L+1 + 26 . 267’L+1 + 9 . 267’L+1 _ 9 . 267L+1 —
_ 9(9n+1 + 26n+1) + 26n+1(26 o 9)

che & divisibile per 11 in quanto somma di termini divisibili per 11.

Esercizio 4. 1. Poiché il limite si presenta come rapporto di somme algebriche di
potenze di n, raccogliamo (sia al numeratore che al denominatore) I'infinito di ordine
superiore (cioe la potenza di grado piu alto):

i 3n® + 5nl/2 — 6n"/3 . 3n® (1 + 3ng/2 - n82/3>
im = lim
Ty 2D (s 1)

5 2
(1+ 52— ) = lim 3yn=+o0

noreo (né/zx + n%( + 1) n—+oo

dove, nel penultimo passaggio, abbiamo mandato a zero tutti i termini fra parentesi
che presentano una potenza di grado negativo.

Notiamo come in questo tipo di esercizi si puo arrivare allo stesso risultato osservan-
do che numeratore e denominatore sono asintotici agli infiniti di ordine superiore.
Infatti:



3n® +5nl/2 —6n™3  3nd

4n3/4 +2y/n+vn®  Vnd -

3vn

da cui il risultato.

. Utilizzando le proprieta delle potenze ed osservando come il limite ¢ dato dal rap-
porto di somme algebriche di esponenziali di n di base minore di 1, raccogliamo
(al numeratore e al denominatore) I’esponenziale di base maggiore ('infinitesimo di
ordine inferiore). Quindi:

dove, nel terzo passaggio, abbiamo tenuto conto del fatto che i termini fra parentesi
quadre sono tutti infinitesimi.

. Utilizzando le proprieta dei logaritmi possiamo riscrivere il limite nel seguente modo:

1og%+10g\/ﬁ_ ) —5logn+%logn B —5logn+%logn

im = lim = lim =
n—too 2log(nf +n?)  notoo 9]p [nG (1 + #)} =10 2lognb + 2log (1 + #)
. —5logn+%logn . —%logn 3
= 1 Y = A os(1r )]~ 8
— — -
n=teo 12logn + 21log (1 + F) e 12logn {1 + Ogﬁ(logz4

dove nell’'ultima uguaglianza abbiamo tenuto conto del fatto che log (1 + %) tende
alogl =0 e che 0/oo = 0.

. Sia numeratore che denominatore danno luogo a forme indeterminate, che si risolvono
tramite i prodotti notevoli moltiplicando e dividendo per la somma delle radici:

Y Vnd—n2—1—-vn3—n2+n
im -

n—+00 n—+vn2—n
(\/n3—n2—1—\/n3—n2+n) (\/n3—n2—1+\/n3—n2+n)(n+\/n2—n)

n=3Foo (n—viZ=n) (n+vnZ—n) (Va¥ —nZ =1+ V¥ —nZ +n)
n3—n2—1—(n3—n2+n). (”+m>

:ngrfoo n? — (n? —n) (\/n3—n2—1+\/n3—n2+n)_
nt1 n(l—i— 1—%)

= lim <— )

n=Foo n n3/2(\/1—%—#+\/1 %""#)



considerando poi che

ntl n(1+y1-3) 2(n +1)
B oy | T

otteniamo il risultato, che & 0.

. Ricordiamo che per z che tende a 0: log(1l + x) ~ z; sinx ~ x; sinhx ~ x.

Ponendo qui = = 2/n?;2/n;3/n rispettivamente, otteniamo

2 1 —6
. log(l—i—p)—ﬁ—i-n /5 ) %_%+n—6/5
lim = lim 5 : =
n=Feo gin (%) — sinh (%) n—too P
-1 2 1
==+ 1- =% 1
— lim @ (o . ””5>: lim 2= 1.
n—-+0o - n—-+o0o =

. Utilizzando le proprieta delle potenze possiamo scrivere:

2

. eV +nd . e+ (n?)
lm —= lim ———

n——+o0 nn n——+o0 nn

A questo punto raccogliamo il termine con I’ordine di infinito piu alto al numeratore:

en’ <1+("23> <1+("23>
—ne = lim (en>n AN lim (%)n = +o00.

[] - nggloo n n——+o0o n nm n——+0o
. Procediamo subito con la razionalizzazione:

o V4An? —2—-vn?2+1 VA2 —2—Vn?2+1 VAn? -2+ Vn2+1

lim = lim . =
n——+00 1—n n——+00 1—n VaAn2 =24+ vn2 +1

. an? —2—-n?—-1 _ 3n? -3
= lim = lim =
e (1) (VA2 =24+ Vi +1) " (1—n) (VAT =24 Va? 1)
-3(n+1)(1 —n) B -3(n+1)

= lim

= lim
n—-4o00 (1—n) (\/4n2_2+\/n2_|_1) n—-400 \/4n2_2—|—\/n2—|—1

Trascurando le costanti sotto radice al denominatore (che diventano piccole rispetto
ad n che tende ad infinito) e considerando che v'n? = |n| = n, possiamo riscrivere il
limite come segue:

lim ;?m =—1.
n—+oo 3n

. Sostituendo otteniamo la forma indeterminata [co — oo].

Per sostituire il fattoriale usiamo la formula di Stirling:

n
n! ~v2mn (n)
e



10.

per n che tende ad infinito.
Si ottiene allora:

. log(n!) n? 4 2 ) log {V 2mn (%)n] n?+2
lim — log = lim — log =
n—-—+o00 n+1 n—-—+o0o n n+1

B log \/27m+log[(%) ] o n*+2\\
o n—>+oo & +1 o
B log \/27m+nlog(%) I nj _
B n—>+oo & n B
B log\/27m+nlog (2) o _
o n~>+oo ogm ) =
() -
= lim log ( ) =

n—-+oo ne
= log (6_1) =-1

dove nel quinto passaggio si € tenuto conto del fatto che n € un ordine di infinito piu
grande di log y/n e quindi si ¢ mandato il termine a zero.

. Raccogliamo il termine di grado massimo sotto radice:

1
1 n 1\~n
lim /n+1= lim n”4(1+4): lim \/n4(1+4) _
n

n——+oo n—-+oo n—-+oo n
4.1 41
) 4 1\" %5 4logn 1\" w5
= lim nn» 1—}——4 = lim e =~ 1—}——4 =1
n——+oo n n——+oo

applicando il limite notevole

a \*n
lim (1 + ) =
n——+oo Tn

per ognia € Rse lim =z, = +4o0c.
n—-+o0o

Si noti che lo stesso risultato puo essere ottenuto applicando il teorema dei carabi-

nieri, osservando che:
Vnt < V/nt 4+ 1< V2ni.

Procediamo moltiplicando e dividendo per ein . %:
og(1+4) 1 3 og(1+3%) 3 1
lim ————< - & % = lim I n 5 =0
"relog (14%) @ one T & log (1+ %) 7
applicando il limite notevole
log (1
i 84 2)
n—-+oo T

se lim =z, =0.
n—-+o0o



11.

12.

13.

Procediamo moltiplicando e dividendo per = - —2
n

PR
sin (1) & oA sin (727) X T
lim - - = lim 5 . n "1+ =1.2.2=
n—=+00 1 _ ¢og (?) poe Sl s n——+00 e 1 — cos (#) T
applicando i limiti notevoli
. sinx
lim t =1

se lim =z, =0.
n—-+o00

Possiamo procedere in due diversi modi.

n
. L\" : (_%) 11
lim (1-—) = lim |14+ —~—+%* =e 2= —
n—+00 2n n——+oo n \/é

applicando il limite notevole

per ogni a € R.

In alternativa, si ha

] 1 n ) (_1) 2n.2 . % N 1
nEToo(l‘zn) —HETOO<1+2n) = () ==

applicando il limite notevole

a \*
lim <1 + ) =
n—-+4oo T

per ogni a € Rse lim =z, = +oo.
n—+oo

Sostituendo otteniamo la forma indeterminata [oco — oo].
Osserviamo che

V2 +14Vn2 +1
V2 +1+vVn? 41

lim (\/n2+1—\/n2—|—1) :ngar_loo(\/nQ—kl—\/nQ—l—l)-

n—-+o0o
. n?4+2-n?>-1 . 1
= lim = lim =0
notoo 2+ 14 Vn2+1 noteo Vi 14 Vn? 41

Il limite puo quindi essere risolto come segue:

lim log(1+\/n2+1—\/n2+1) =
n—-+oo

\/n2+17\/n2+1_
V2 +1—+vn2+1

(V1= Vn241) =1

= lim log(1+\/n2+1—\/n2+1)
n—-+oo

10g(1+\/n2+1—\/n2+1)
= lim
n—+oo V2 +1—+vn?+1




applicando il calcolo fatto all’inizio e il limite notevole

lim log (1 + )

n—-+4oo Tn

=1

se lim =z, =0.
n—-+400

14. Osserviamo che % — 1 come 1+ i con x, — +oo.
Vogliamo raggiungere una forma del tipo 1+ ﬁ cosi da applicare il limite notevole.

Cerchiamo quindi x,, tale che 1+ i = z—:‘f.
Risolviamo I’equazione
1 n—4 1 n—4 1 n—4-n+1 1 3
1+ — = = — = = s = = :
T, n—1 T, n—1 T, n—1 T, n—1

In questo modo abbiamo che

— 4\ n - n—1+1
lim (” ) — lim (1— 5 ) — lim (1+( 3)> -
n—+oo \n — 1 n—-+00 n—1 n—-+00 n—1

o (1) (2 ) s
n—+o0 n—1 n—1 e3

applicando il limite notevole

a \*"
lim <1 + ) =e”
n—-+4oo T

per ognia € Rse lim z, = +o0c.
n—-+o0o

15. Come per il punto precedente, risolviamo 1’equazione

n2 42 1 1 n2 42 1 n24+2—-n2—-n—-1 1

— c = e e = — =
n?4+n+1 Tn Tn ni4+n+1 Tn n?4+n+1 T,

Otteniamo quindi:

2 2n m 2n
. n° 4+ 2n . 1-n . 1
ngr—&r—loo <n2—|—n+l> _ngﬂl—loo (1+n2—|—n—|—1) _nkr—il-loo <1+ n21+n+1> -
-n
n2+n+1.2 1—n

1 1-n nn2+n+1 1
~ i <1+> el L

n—-+00 n?+n+l
1-n

applicando il limite notevole
Tn
lim <1 + a) =e
n—-+4oo T

per ogni a € R se lim z, = +oo.
n—-+00

16. Come per il punto precedente, risolviamo 1’equazione

1 vni4+n 1 _\/n4+n—n2

T, n2 T, n2

10

1—n

n2+n+1



Osserviamo inoltre che

n? n?

lim ———— = lim

VnA +n+n?

n—-—+00 ,/n4+n_n2 n—-+o00 ,/n4_|_n_

Otteniamo quindi:

( m_n2>"21°g"
1+ ——

lim = lim 1+
n—-+oo n2 n—-+4oo
2 1 vV n4+n+'n2
1 n“log nifﬂ-n-‘-n?
= lim (14 —— =
n—-+00 n
Vni+4+n—n2
__nr
1 Vv n4+n+n2

— fim 14—
n—-+o0o ___n-
vni+n—n?2

osservando che

lim (\/n4 —|—n+n2) logn =0

n—-4o0o

e applicando il limite notevole

n—-+4o0o

per ogni a € Rse lim x, = +oo.
n—+o0o

nQ'\/n4+n+n2

Tn
lim <1 + a) = e
L,

1

1m
n——+o0o

n2

Vni+n—n?2

(\/ n4+n+n2) logn

n? (Vi +n+n?)

nt +n —n?

=1

Si noti che lo stesso risultato puo essere ottenuto procedendo come segue:

o (aa\te [y
”—1>I41'100 n2 - n—lglo—loo n2
1 n?logn n3 102gn
n—-4o00 n n—-400 n

n2logn

lim

n—-+0o0o

o 1 n2logn B
n3 N

applicando la stessa osservazione e lo stesso limite notevole della dimostrazione

precedente.

17. Raccogliendo la n si ottiene:

n—1\" 1\"
lim < ) = lim () =
n—-+4oo n n—+oco \ N

applicando il limite notevole

a\"
lim (1 + ) =e
n—-+oo n

per ogni a € R.

2

n—-+40o

18. Studiamo numeratore e denominatore separatamente:

11

(1+

+00.



e n (log (’%1) — log (1 — sin (%))) = log(?%) + log(lJ(FSi?l()_’{‘)) — 1+1=2

per n — +00;

. 1 sin(l)
. 1+ns1n(ﬁ): 14+ —2| —1+1=2pern— +oo.

n

Ma allora il limite vale

lim n
n—-+o0o

rog () —tog (1-sm(3))] 2

1+nsin(1) 2

n

applicando i limiti notevoli

1
n—-+4oo Tn
lim Sz =1

se lim =z, =0.
n—-+o00
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