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Esercizio 1. Calcolare gli sviluppi di MacLaurin (ovvero gli sviluppi di Taylor attorno al
punto xy = 0) con resto in forma di Peano delle seguenti funzioni fino all’ordine n indicato:
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) 5 —arctanz
6. lim ;
2200 2 22 og? (1—1— %) —%

2(cosh(z cos2z) — coshz)
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Esercizio 3. Utilizzando il teorema di De 'Hdépital, calcolare i seguenti limiti:
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6. lim ;
=2 T — 2

. T +sinx
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9

9. lim T
z—0t 565

log(z —3)
a—3+ log(a? —9)’

10.

3

= _
11, lim & 1.
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17 lim sin(x 4 x?) — cos CE.— x+1
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Esercizio 4. Si consideri la funzione
f(z) = 2%

e, utilizzando gli sviluppi di Taylor, stabilire se o = 0 e 9 = 2 sono punti di massimo o
di minimo.

Esercizio 5. Calcolare, al variare del parametro reale «, il seguente limite utilizzando gli
sviluppi di Taylor:

. arctan(sinz) — x cosx

lim

z—0+t  x0-lelarctan(cos )




Soluzioni

Esercizio 1. Riportiamo qui, per comodita, gli sviluppi fondamentali delle funzioni piu
utilizzate:

Funzione Sviluppo di Taylor
e? 1+Z+§+§—?+...+%+0(2n)

log(1 + 2) z—%%—%—i—--‘—k(—l)”*‘l%%—o(z”)

COS 2 1—3—?+%+...+(_1)n%+0(22n)

sin 2 z—%?jL?j+...+(_1)n%+0(22n+1)

sinh z z+é+i‘:’+...+ (572;:11)! +o(22n+1)

cosh z Z+§+%+"'+%+O(z2")
arcsin z z+%+%25+...+%22n+1+0(22n+1)
arccos z %—z—%—%25_..._%2%—#14_0(221@4&)
arctan z z— % + % NI (_1)712;:“11) + o227 H)
arctanh z z+§+§+...+ Z;Z‘:) +o(z20 )

TF2 | 1+5-% 45+ + () o)

\/11? —Z 4322 - 2B 4+ (—1)”(2(7;)1!?”2'" + o(2™)

dove il doppio fattoriale (o semifattoriale) ¢ cosi definito

e n=0,1
B n-n—=2)! n>2

Ad esempio: 8!!=2-4-6-8=38409!!'=1-3-5-7-9 = 945. Risolviamo ora gli sviluppi
dell’esercizio:

1) Utilizziamo lo sviluppo fondamentale di log(1+z) ed operiamo la sostituzione z = 3z.
Cio e legittimo in quanto sia z che 3z tendono a 0 quando, rispettivamente, z — 0

e r — 0. A questo punto scriviamo tale sviluppo ed arrestiamolo, come richiesto
dall’esercizio, all’ordine n = 3:

(32)” | (32)°
2 * 3

Possiamo scrivere o(z3) anziché o((3z)?) = 0(272%) in quanto i due coincidono.

log(1 + 3z) = 3z — + o(2?).

2) Utilizziamo lo sviluppo fondamentale del coseno e sostituiamo z = z%:

zt 28

2 _4_T T 10
cosz” =1 2!+4!+0($ )

fermandoci, come richiesto dall’esercizio, al decimo ordine.



3) Utilizziamo da un lato lo sviluppo della funzione /1 + z cosi come ¢ e dall’altro
operiamo, nel medesimo sviluppo, lasostituzione z = —z. Otteniamo, fermandoci al
terzo ordine, quanto segue:

2 3 2 .3
\/1+x—\/1—x:<1—|—;—2+:f6—|—0(x3)>—<1—x—x—$+0(3c3)>:

3
:x+%+0(m3).

4) Utilizziamo gli sviluppi fondamentali di seno e seno iperbolico operando la sostitu-
zione z = x2. Fermandoci al sesto ordine otteniamo che

2 2 ,  af o @
sinz® —sinhz” = | x —5—1—0(‘%6) — |z +§+0($6) =

6

= —% + o).

5) Utilizziamo gli sviluppi fondamentali di e* e sin z sostituendo nel primo caso z = 3z
e nel secondo z = 2zx. Cio che otteniamo, fermandoci al quarto ordine, é:

(€%% — 1) sin 2z = (1 gy B2 B0° B o(zh) — 1) (235 _ @ 0(x4)> -

2! 3! 4! 3!

= 62” + 92° + 52" + o(a?).

Qui, svolgendo il prodotto, tutti i termini di ordine superiore al quarto sono stati
trascurati in quanto inglobati da o(z*).

Esercizio 2. 1. Calcolando lo sviluppo in serie di Taylor della funzione tan z intorno
al punto g = 0 ed arrestandoci al terzo ordine otteniamo
53
tanz = z + ) + o(2%).
Utilizzando poi gli sviluppi delle funzioni esponenziale e logaritmo naturale, arre-
standoci al terzo ordine, otteniamo che il limite pud essere riscritto ocme segue:

2 3 2 3
14 log(1 ) (14245 +5+0@*)—1) (-2 -5 - % +o(?))
im = _
70 tanz — x T+ %3 + o(z3)
—%3 + o(x3) 1
=lim 42— = ——.
z—0 %+0($3) 2

2. Utilizziamo gli sviluppi fondamentali delle funzioni esponenziale e coseno. Ci arre-

stiamo al quarto ordine in quanto al denominatore abbiamo z*:

T

4 2 4
& —cose— 322 (1+22+ % +0@h)) - (1- % + % +o(a?)
x? - x4 -

HZat+o(z?) 11

xt 247



3. Sostituendo la x si ottiene la forma indeterminata %.

Per prima cosa, per le proprieta dei logaritmi si puo riscrivere il numeratore come
e ¥ +log(l+z)—loge=e""+log(l+z)—1.

T

Sviluppiamo quindi la funzione esponenziale e™* a partire dallo sviluppo di Taylor

di e*:
—r (=) | (—x)* (-2 N
e =14 (—z)+ ) + 5 + 54 +o((—x)*) =
2 a3 2t
1ozt -4 1,
a:—|—2 6+24+0(:c)

Lo sviluppo del logaritmo & dato invece da

22 23 ot

o x a 4
log(l4+x) =2 5 + T "1 + o(z%).

Al denominatore si ha invece
2

coshzx = 1—}—%—1—0(303), sinhz = z + o(z?).

Sostituendo gli sviluppi nel limite iniziale si ha

p 0B () L l-a+ g g gro) to-F 45 - F bofah)~1
im = lim =
2—0 2(coshx — 1)sinhz  2—0 ) (1 + % + o(z3) — 1) (x 4 o(x?))
x3 5 x>
z? @
= lim -8 +O($)~limizf
z—0 3 + O($5) z—0 & 6

4. Sostituendo la z si ottiene la forma indeterminata %.

A vpartire dagli sviluppi di Taylor delle funzioni, calcoliamo quelli delle funzioni
composte che compaiono nel limite:

cos(2z) =1— (2?2 + (22324 +o((22)) =1 —22% + §x4 + o(x™);
2 2
sin?(v2z) = <\/§a: - (\/zx)?’ + 0((\@;16)3)) = (ﬂx — ?2.%3 + o(:n3)> =
=2z% — %:}c4 + gmﬁ + o(z°);
X =142+ (2926)2 + (2?3 + (2;24 +0((22)*) = 14 2z + 22° + %x?’ + §x4 + o(z™);
_ o, (@02 (22) B 2
cosh(2z) =1+ 5 + o4 +o((2x)) =14 222 + §x4 + o(z).

Sostituendo gli sviluppi nel limite iniziale si ha



4 (cos(2:c) + sin? (\/551:) - 1)
lim =
z—0  x (e?* — cosh(2z) — 2x)
4 (1 — 227 + 22% + o(z?) + 227 — 32t + 226 4 0(2F) — 1)
720 g (1 + 2z + 222 + §2° + 22t + o(2t) — (1 + 222 + 224 + 0(934)> — 2$>

4 (—%3:4 + o(x?) 84
= lim ~ lim —i—4 = —2.
=0 (%xi” +o(x3)) v=0 Iz

5. Raccogliamo la x al denominatore ed otteniamo:

I sine —cosz +1 x(sinz —cosx + 1
im T = .
e502r + a2+ 1— <=1 222+ a3 o —e 41

Sviluppiamo il denominatore fino al primo ordine di cui i termini non si semplificano:

2 133 1’4
e‘”:1+x+?+€+ﬂ+o(z4).

Osserviamo che il denominatore €, sostituendo lo sviluppo, pari a

¥ oz oz
2m2+x3+x—1—x—?—g—ﬁ—i—l—i—o(x‘l):—ﬂ—g+§m + o(z%).

2 3 4 4 3 3 5

Il primo termine non nullo ¢ quello quadratico. Se va bene anche per il numeratore
allora possiamo arrestare gli sviluppi di numeratore e denominatore al secondo or-
dine.

Osserviamo che per il numeratore basta fermarsi al primo ordine, in quanto la x che
moltiplica fuori dalla parentesi rendera tutto un ordine piu grande.

sinx =z + o(x)

cosx =1+ o(z)
Otteniamo che il numeratore & pari a
z(sinz — cosz — 1) = z(z — 1+ 1+ o(x)) = 2* + o(z?).

Osserviamo che il termine del secondo ordine ¢ presente, quindi non ci sono problemi
e possiamo arrestare gli sviluppi di numeratore e denominatore al secondo ordine (se
invece il numeratore si fosse annullato avremmo dovuto proseguire con lo sviluppo
ed aumentare I'ordine). Mettendo tutto insieme si ha

I z(sinz — cosx + 1) 2?2 +o(2?) 2
im = -z
250222 + a3+ —et+1 3224 0(22) 3

6. Poniamo x = i Il limite, dopo questo cambio di variabili, sara:

T — arctan %

lim 2
y—0+ % - y—glog(l +y)—3




Per risolvere il numeratore ricorriamo alla seguente identita:

1 - sey<0
arctany + arctan — = 2 .
Y 5 sey >0

Otteniamo dunque che il numeratore & pari a

s 1
— — arctan — = arctany.
2 Y

Otteniamo quanto segue:

. arctany . 2y2 arctan y
lim 5 T = lim 5
y=0 o — plog(l+y) — 5 y=0t 2y —2log(1+y) —y
A questo punto sviluppiamo in serie di Taylor arcotangente e logaritmo.
3 5
arctany =y — % + ‘% +o(y°);

2 3 4 5
Yy Yy Yy Yy 5
log(1 =y— -+ 5 -+ +oy).
s(l+y)=y—5 +5 -+ % +oly’)

Osserviamo che al numeratore, se ci arrestiamo al primo ordine, moltiplicando poi per
y? otteniamo comunque un polinomio di terzo grado. Dobbiamo dunque arrestare
anche lo sviluppo del denominatore al terzo grado.
Otteniamo

92 2 9 3 3
lim y*(y +o(y)) C i 2V o) o

2
y—=0F 2 — 2 (y —L gy 0(y3)) g2 o0t =23 4 o(yP)

. Cominciamo sviluppando in serie di Taylor cos 2z:
2
cos2r =1 — 227 + §x4 + o(z%).
Da qui otteniamo che possiamo scrivere

2
rcosr =z — 225 + §x5 + o(z%).

Poniamo t := z — 223 + %x‘:’ + o(z®). Dobbiamo ora sviluppare il coseno iperbolico
di ¢, il quale equivale a
2t 4
cosht:1+5+ﬂ+o(t )
Svolgendo i calcoli, e sottraendo ad esso

2 .%'4

x
coshzx =1+ 5 + o1 + o(z%),
ricordando che ogni termine che esce dagli sviluppi di ordine maggiore di 5 viene
inglobato nell’o-piccolo di z°, otteniamo che il numeratore & pari a
2(—2z* + o(z?)).
L’intero limite, a questo punto, € pari a

lim 2(—2x% —L— o(z%))
z—0 X

8



. . . 4 . .
8. Sviluppiamo singolarmente e” , sinh x e sin z. Otteniamo:

4

e® =14zt + o(zh);
3 0

x

inhz =z + — + — + o(z);

sinhe = o + = + 105 o(z?);
3 5

mr =2 > 1+ X 5

sine =z — < + 120+0(x ).

Elevando al quadrato gli sviluppi di seno iperbolico e seno, e sottraendoli tra di loro,
si ottiene che il numeratore ¢ pari a

sinh?z — sin? z = §$4 + o(z?).
Il denominatore, d’altra parte, e
e~ 1=t 4 o(zh).
Segue che il limite & pari a
lim %114 + o(z?) _ g;
=0 z +o(z?) 3
9. Scriviamo dapprima lo sviluppo del logaritmo, ovvero
log(1 + 2x) = 2z — 22 + gx?’ + o(x?),

e poniamo ¢ = log(1 + 2z) = 2z — 2z* 4+ 523 + o(2®). Sviluppiamo ora
. t? 3
smt:t—g—i—o(t ).

Sviluppiamo poi

4 2
¥ =142+ 22% + gx?’ + §m4 +o(zh) e

tan 22 = 22 + o(x?).

Svolgendo i conti per il numeratore, ed arrestandosi al secondo ordine cosi da essere
coerenti con il denominatore, si ottiene

—4 2 2
i —27 o)
=0 24 0(1’2)
Esercizio 3. 1. Utilizziamo il teorema di De ’Hopital ed otteniamo:
) e — cosw . 2z +sing . (2ze™ +sinz)(1 + 2)
im ———— = lim —————— = — lim =
z—0 log(l + x) —x  x—0 s — z—0 T
2xe™ + si
S P + (2:Ue$2 +sinz).
z—0 X

Ora, il secondo limite tende a zero, quindi non crea alcun problema. Il primo invece
risulta ancora una volta in una forma indeterminata del tipo {g} , quindi applichiamo
un’altra volta il teorema di De I’Hopital:

2
x 3
2ze® +sinw 2_a?

. . 2
lim ——————— = lim —2e* —4z“e® — cosxz = —3.
x—0 €T x—0

Mettendo tutto assieme, il risultato del limite ¢ —3;



lim

2. Operiamo il cambio di variabile y = x — 7. In questo modo otteniamo:
y—0

16v/2 (sin (y + T) +cos (y + ) + (4 (y + T) —7)* — 32
A+ -’

. 16\@(§siny+§cosy+§cosy—@siny)+16y2—32
= lim 256y -
. 32cosy + 16y — 32
= lim =
y—0 256y4
. 2cosy+y®+1
= lim
y—0

164

Applicando a questo punto il teorema di De I’Hépital 4 volte otteniamo:

—2siny + 2y
m —m =

—2cosy+2
y—0 64y3 i -

y—0 192y2
. 2siny 2cosy
= lim = lim =
y—0 384y y—0 384
1
C 192
Moltiplichiamo e dividiamo il limite per e*

+1

e, successivamente, dopo aver osservato
22— _

. 2P ™l 4 e Tlog(1 + 2?)

lim

T—00

che eloslogz) — log =, applichiamo il teorema di De 'Hopital, ottenendo cosi:
e—1—z+log(log z)

. 2T 4 elog(l 4 22)
= lim
T—00 elog(log )

. x3e”
= lim

+elog(l +2?)
£5500 e? log x log z -
—_———

—0

2
~ lim elog(l+ z°)

T—r00

log N
2ex
. 2
= lim 1+1:r =
Tr—r0o0 =
X
4

= 2e.
Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

3z +logx . 3+ %
im = lim
z—+oo 21+ 1

3
a—to0 2 2
Sostituendo la z si trova una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

3
log (3 1 T
i 08Br+1) L mT _g
x—0 xX z—0 1
Sostituendo la z si trova una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha




10.

11.

12.

13.

14.

Sostituendo la z si trova una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

. x+sinx . 1+cosz
lim ——— =lim —— =
0 T + x2 z—0 14+ 2z

. Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

lim log (cos x) — lim (—sinx)

COS T — 0
z—0 T z—0 1

. Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

log(3 2
tim 1867 _ gy B = lim =0
z—0t  Fez z—=0t 5 (_j) ew z—=0t  Fez
X

Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.
Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

log(x —3) é:l'm a:+3:1

= lim
e—3+ log(z2 —9) a3t FLo a3t 2x

-9

Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital e il limite notevole

sin x

lim =1
z—0 X
si ha s X
x 2, x
. e’ —1 . 3x°e . 3
lim —— = lim — ~ lim 3ze® = 0.
z—01 —cosx z—0 sinx x—0

Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

. log? )
lim ) = lim = lim = lim —=0.
z—+oo 2 z—+oco 2 r—+oo I z—+00 T

Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

er—1—=x . e —1 . e’ 1

im ——— im — =
z—=0et — 2+ e % z—0 et — e 7T z—=0eT + e 7T 2

Sostituendo la x si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

. sinx —x . cosr — 1
lim =lim ——" = =
a—0e—z+z|r|+e* —1 201+ 2|x|+e*

11



15. Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando varie volte il teorema di De I’Hopital si ha

. 262% 4+ 3 z —log(5z) _ 2 + lim 1-3 _
2—0 3€2% + 2sinx 42 o (%) 3 2202z cos ( ) + sin (i) )
2 z—1 -
=57 lim, 222 cos (%) + xsin (%) -
= —00

dove I'ultimo passaggio segue applicando il teorema del confronto: per x — 0 si ha

1 1
0« —2:r2—x§ 222 cos () + xsin () < 222 + 2 — 0.
x x

16. Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando il teorema di De I’Hopital si ha

6333—1—\/5—23: -1 (333 + \f 2) T3 +/7—27
lim w3 = = lim 5 =
=0  3x° — \/5 x—0 Qx4 — 2\7
. (622T+1—4z) e VI
= lim =—1.
2—0 1822\/x — 1

17. Sostituendo la z si ottiene una forma indeterminata.

Applicando due volte il teorema di De 'Hopital si ha

sin(z + %) —cosx —x + 1 (2x+1)cos(x+x2)+sinx—1

lim - = lim =
z—0 log(1+ z) —sinz 2—0 l-T"c — CcoST
1 2cos(x + x?) — (2x +1)%sin(x + 22) + cosz 3
= lim = —3.
z—0 (Hx)Q +sinx

Esercizio 4. Calcoliamo derivata prima e seconda della funzione:
fl(z) = 2ze™ —2%e™® e f(z) = 2e7 — dze™® + 227"
Consideriamo dapprima lo sviluppo di Taylor attorno al punto xzg = 0, ossia

f”(O)ZE2
2

fz) = £(0) + f'(0) + +o(2?).

Osserviamo che f/(0) =0 e f”(0) =2 > 0. Da cio deduciamo che zyp = 0 ¢ un punto di
minimo per la funzione.

Operiamo gli stessi passaggi per zg = 2:

f'(2)(z —2)?

= ol - 2)%).

fl@)=f2)+ )z —2)+

Osserviamo che f/(2) =0 e f”(2) = —2¢e~2 < 0. Da cid deduciamo che xo = 2 & un punto
di massimo per la funzione.

12



Esercizio 5. Poiché¢ lim cosz =1 e arctanl = 7, si ha

z—0t+
y arctan(sinz) — x cos . arctan(sinz) — zcosz
im -
2—0+t  xb~lelarctan(cos ) a—0+ Zx6-lel

Applicando gli sviluppi di Taylor, i termini al numeratore diventano

3 5 B 45
arctan (sinx) = arctan | x — Ty o(z°) | arctant =t — — + — + o(t°)
6 120 3 5

3 5
cont=x— % 4 5 +o(2°) e

3 2P

_rr .z 5
Teosw = 3 +24+0(x ).

Il limite da studiare ¢ quindi
o0+ Egblal
I casi che si ottengono sono i seguenti:
—1- — _ 4.
e laj=1:6—a|=5=1=q;
o laf>1:6—|a|<b=1=0;

o laf <1:6—Ja|>5b=1=+00.
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