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Esercizio 1. Calcolare i seguenti integrali indefiniti usando gli integrali immediati:

1 X
a) /\/21:+ 5 dx; d) /72 dx; g) LQ dx;
z(logx)s L4
b) /tanx dx; e) /7:5 cos(322 — 5) du; h) /21' cos(x?)(sin(z?))? du;

x
c) /m d; f) /:p3(8+x4)_g dzx; i) /:1:2 sin(x?’)ecos(xs) dx.

Esercizio 2. Calcolare i seguenti integrali utilizzando la tecnica dell’integrazione per parti:

a) /xsin:z: dzx ; c) /2{[: arctan x dz; e) /(:ﬁ + 1)? cos z du;

b) /2:5 log(z — 5) dz; d) /log(:r:+ 1) dx; f) /m dx.

Esercizio 3. Utilizzando il metodo della sostituzione risolvere i seguenti integrali indefi-
niti:

—3e* +2 v coshz +1
1 1
b)u/tAF:*‘7:f“"dx§ d j/‘/l“ 2 da; f /r d
22(V22 + 1) ) v ) 4sinx + 3cosw v
Esercizio 4. Risolvere i seguenti integrali indefiniti:
1. /tan2 x dx;



[\)

/ cos(log x) o

X

3. /62$ cosz dx;

1
/L d;
2 —x+5

1
. / ng dx;
x

e"+1
o [ Gy

-

ot

x4 — 523 + 822 — 97 + 11
7./ dx;
22 —5x+6
8. /x\/l—xdsc;
9/ L d
R ) (1)
ve 2z 1

10. /warctan(l + 16z) dx;

11. /log(\/x+1+\/33—1) dx.

Esercizio 5. Risolvere i seguenti integrali definiti:

2v/3
1. /f V12 — 22 dx;
3

2
2'/ log(2x + 1) d:
0 (2x+1)2

w

V3

/ 4|x — 1| arctan z dx;
0
Lg—1

. ——— dux;

/0 2 _4

log 4 e — 1
. / ——— du;
0 e 41

/log(\/g) xezx
1

e

ot

&

—— dux;

og(v2) V e2r — 1
1 sinha

d .

/0 coshz + 1 o

: ’ |z|log(z + 4) 4+ 2” arctan (2° +3)) dz.
-3

=

0}



Soluzioni

Esercizio 1. a) Riscriviamo l'integrale come segue:

/\/mda?:/(%c—i-f))% dx.

Ci accorgiamo di trovarci di fronte ad uno degli integrali della forma

[ (z)o+)
/f Nt de ==t

Per giungere a questa forma, nel nostro caso, dobbiamo solo moltiplicare e dividere
per 2, cosi da ottenere la derivata di cio che sta all’interno della potenza. Otteniamo
cosi che il risultato dell’integrale e

2 3
/2 2z +5)% d _MJFCZM?LE’)JFC;

b) Scrivendo tanz = 5% ci accorgiamo, poiché la derivata di cosz ¢ —sinz, di essere
in un integrale della forma

/(=)

x = log(f(x)) +c.

Per avere la derivata effettiva del coseno al numeratore dobibamo solo moltiplicare
e dividere per —1. Otteniamo cosi

/tanm dx:_/_smx dx = —log(cosx) + c.

COS T

¢) Riscriviamo lintegrale come segue:

3
/ (%4 5)"2 du.
V( 332 +5)3 /
Siamo di fronte ad uno degli integrali della forma
a+1
[ @i ar=

Per ottenere 'effettiva derivata della funzione all’interno della potenza dobbiamo
dunque moltiplicare e dividere per 2. Otteniamo cosi:

/m(x2 + 5)7% dx = 5/2x($2 + 5)*% dx = 3 = _ +e.

d) Riscriviamo l'integrale come segue:

1 log x)~
j/;;;;;;;i dx::n/“<0gaﬂzdm_
z(logx)s z

Siamo di fronte ad un integrale della forma
a+1
[r@is@r =T

Il risultato ¢ dunque

/wmg@—idm:<bg@—%+c
z —3



e) L’integrale in questo caso € della forma

/f’(:v) cos(f(x)) dx = sin(f(z)) + c.

Per avere la derivata effettiva dell’argomento del coseno dobbiamo moltiplicare e
dividere per 6. Otteniamo cosi:

Z/Gm cos(3z% — 5) dx = gsin(?xv2 —5)+ec.

f) Anche qui U'integrale ¢ della forma

a+1
! « d — I:f(fl:) .
[ @@ de = e

Dobbiamo moltiplicare e dividere per 4 per ottenere la derivata di cio che e dentro

la potenza:

1(8+a%)3 3 1
te=—

e e tec
1 2 N CETOE

g) Ci accorgiamo di essere di fronte ad un integrale della forma

1
Z/4x3(8—|—1‘4)_% de =

& X — arctan X C
/1+wmmd tan(f(2)) + c.

Moltiplicando e dividendo per 2 otteniamo

x
3/ 1 je% dx = 3arctan(e®) + c.

h) Questo & un integrale della forma

e = F@
[ F@ls@n® o= S0

Abbiamo infatti sin(z?) elevato alla terza e moltiplicato per la sua derivata, ossia
per 2z cos(z?). Segue che il risultato dell’integrale &
sin(x?)

/Qx cos z(sin(x?))3 dx = 1 +c.

i) Siamo di fronte ad un integrale della forma
/f’(m)ef(x) dr = /@ 4 ¢
Moltiplicando e dividendo per —3 otteniamo
—é / —32? Sin(x3)ecos($3) dz = @) 4 ¢,
Esercizio 2. Ricordiamo che la formula dell’integrazione per parti dice quanto segue:
| F@g(a) de = f@ygla) - [ f(a)g (@) do.
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a) Se consideriamo f'(z) = sinz e g(z) = z, integrando la prima e derivando la seconda
otteniamo

/xsinx dr = —cosx—/(—cos:c) dr = —cosx +sinzx + c.

b) Se integriamo 2z e deriviamo log(x — 5) otteniamo

.1172

dx.
w—5x

/21‘ log(z — 5) dx = 2 log(x — 5) — /

2
x
dx
/ T —95
basta aggiungere e sottrarre 25. In questo modo otteniamo

2 2425-2 2
/x dmz/ix—i_ d 5dm:/x—|—5daj+/5 dr =
r—5 r—5 r—5

2
:%—|—5x+25log(a€—5)+c.

Per risolvere

Il risultato dell’integrale di partenza ¢ dunque
2

22 log(z — 5) — % — b5z — 25log(z — 5) + ¢
¢) Derivando 'arcotangente ed integrando 2z otteniamo

2
T
/2x arctanz dr = z° arctan z — / — dx.
1+ 22

Aggiungiamo e sottraiamo 1 all’ultimo integrale ed otteniamo

- x? +1 1 B
/1_’_%2 / —/fﬂdaﬁ—x—arctanx—i—c.

Segue che il risultato dell’mtegrale di partenza e

arctan(z® + 1) — z + c.

d) Riscriviamo 'integrale come segue:

/log(m +1) de = /1 -log(x + 1) dx.

A questo punto integriamo 1 e deriviamo il logaritmo. Otteniamo

x x—i—l
1 1 1 +1) — 1) — — =
/ogx—i-)dx xlog(xz + 1) /x—i—l (x+1) / +/ d:):
:xlog(:c+1)—1+log(x+l)+c:(1+x)log(1—|—x)—1+c.

e) Deriviamo (z + 1)? ed integriamo il coseno. Otteniamo
/(:J: +1)2cosx dz = (x4 1)?sinz — 2/(x + 1)sinz dx.
Procediamo nuovamente per parti derivando x + 1 ed integrando il seno. Otteniamo
(z+1)%sinz — 2/(:U+ D)sinz dz = (x4 1)*sinz — 2 (—(w +1)cosz + /cosx dx) =

= (z+1)*sinz + 2(z + 1) cosz — 2sinz + c.



f) Riscriviamo l'integrale come segue:

/mdx—/ 171:2)1dx.

Integriamo 1 e deriviamo (1 — xZ)% Otteniamo

/mdx_xm /\ﬁ

:xm+/\/11 /\/1—952
::E\/W—/Mdl‘—arcsin(x).

L’integrale e diventato dunque ciclico: portando al primo membro I'ultimo integrale
rimasto otteniamo

1
/\/1—x2 dx—f\/l—xz—garcsm( x) +c.

Esercizio 3. ) Utilizziamo la sostituzione e* = y, ottenendo y = logz e dx = i dy.
L’integrale diventa quindi

/ < d / Y L4 / ! d
- = —ay= -
e2r — 3e® + 2 y?-3y+2 vy Y (y—1)(y—2) Y
Cerchiamo ora di scrivere 0 71)1(?}72) =51 y'% e troviamo i giusti A e B.
A B  Ay-2A+By—-B (A+B)y—2A-B
y—1 y-—2 (y—1(y—-2) (y— 1Dy —2)

Otteniamo dunque il sistema

A+B=0 A=-1

—
—24-B=-1 B=-1

L’integrale diventa dunque
1 1 -2
/fldy%—idy——log(y—l)—klog( —2)+c—log<y 1)+c

e’ —2
= log pr— + c.

) Qui dobbiamo operare una doppia sostituzione. Dapprima poniamo /2 = y, da cui
T = % edr = %yQ dy, ed otteniamo

/\/%\/%H /fyﬂ

Operiamo ora la sostituzione \/y = t, da cui y = t? e dy = 2t dt. Otteniamo cosi

3 t2
-z \/ydy:?;/ dt.
2) y+1 t2+1

Basta aggiungere e sottrarrre 1 ed ottenere il risultato

3t — arctant + ¢ = 3\/yarctan(y/y) + ¢ = 3V/2z — arctan(V/2z) + ¢



c¢) Applicando la sostituzione cosh x = y ed osservando che sinh dz = dy otteniamo

sinh z dy
oo e = | g =logly+ 1]+ c=log|cosha+ 1] +c.
/coshx—i-l r /y+1 ogly+ 1|+ c=log|coshz + 1|+ ¢

d) Operando la sostituzione x0siny, da cui de = cosy dy e y = arcsin z, si ottiene

/\/1—1:2 d:z:z/y/l—sinchosy dy:/cos2y dy.

Ricordando che cos 2y = 2cos?y — 1 si ottiene

1 cos(2 sin(2
/coszdy:/z—F;y)dy:g—i-iy)—kc:

arcsinz  sin(2arcsin )
2 4

e) Operiamo la sostituzione x = coshy, da cui dz = sinhy dy e y = arcosh(z). Da cio

otteniamo
Y_ oY
/\/932 d:p:/sinh ydy—/(e 26 ) dy =
_1 1

1
= §sinhycoshy—%+c:

1 1
=352 sinh(arcosh x) — B arcosh(z) + c.

f) Siamo di fronte ad un integrale di una funzione razionale di seni e coseni. Si risolve
operando la sostituzione y = tan ( ). In questo modo si ottiene che

, 2y 1—¢t? J 2 J
siny = —>— cosx = e x = .
1+y? 1+1¢2 1+2 Y
L’integrale diventa dunque:
2
= d :/7(1 =
/451n:c+300sz / 292+3 V142 Y 8y + 3 — 3y? Y

1+y 1ty Tr?

11
3d ——2/( >d -
/3 I 103y+1+10y—3 4

1
:glog\3t+1]—glog|t—3]+c:

1

= glog

3tan%+1
tan%—3

Esercizio 4. 1.

2 2
sin“ x 1 —cos“x

/tanQ:L‘d:r::/ 5 dl‘:/72d$:/ 7, dr — /dfv—tanm T+ c.
cos? x cos? x coS




2. Applicando la sostituzione y = log z si ha

/ cos (log z)

dx = /cosy dy = siny + ¢ = sin (log z) + c.
x

3. Integrando due volte per parti (prima derivando e?* e integrando cosz dz e poi
derivando €2* e integrando sin x dx) si ha

/eQxcosx dx:ezxsinx—Q/ezxsinx dr +c=

= e sinx + 2e* cosx + 4/629& cosz dx + ¢
da cui segue che

5/623”(:089; dx = (sinz + 2cosx) e + ¢

e quindi

2

sinx + 2cosx
T cosy dy = ——— =72

5

r+1 1 2+ 2 1 20— 143
/761:,;:/7-7@:7/7@:
22—z +5 2 2—x+5 2) 22—z +5

1/ 20— 1 d +3 1
p— —_— "E J— o
2) x22—x+5 2) 22—z +5

C.

3
Bk 5) @ T
1 1
1 3 1
=_log(a®—xz+5)+= 5 dr+c=
2 2J) 19 (235—1) 1
4 V19
1 3 4 1
=1 2 5)+ 2. — d =
2Og<$ T )+2 19 1+(2x—1>2 vre
V19
2
6 19 T
:flog(x2—:v—|—5)+—- / V19 5 dr+c=
19 2 1+(2x—1
V19
1 3 2¢ — 1
=log(2?—z+5)+ arctan( >+c
o ) V19 V19

5. Integrando per parti (derivando log = e integrando x% dm) si ha

1 1 1 1 1 1 1
/Og2xd$:_ng‘*‘/ﬁdx-#c:—Og$——+c:—ﬂ+c.
x T x xr x T

6. Applicando la sostituzione y = e” si ha

e’ +1 1 1 1
7d:c:/ d+/7d = arctan +/7d +c.
/62:”4-1 y2+1 4 y(y2 +1) 4 Y y(y?+1) y

8




Studiamo ora la frazione nell’integrale:

A By+C'7A+Ay2+By2+Cy7 1
y 142 y(1+y?) y(1+y?)

«— A=1,B=-1,C=0.

Si ottiene quindi

e’ +1 1 Y
/de—arctany—i-/ydy—/l_’_ 2dy+c:

1
= arctan —1—/7 —f/ dy +c =
Y J Y 1+y T 2 W

1
:arctany—i—log\y’ - ilog(l—i-y )+C:

1
= arctane” + x — 3 log (1 + 62’”) +ec.

/x4—5x3+8x2—9x+11 dx—/ 24 — 553 + 622 222 —9r+11 dr —
22 —5x+6 - 22 —5x+6 22 —5x+6 a

_/xQder/ 2x2—10$+12+ -1 dr —
B 2 — 5z + 6 z?2 — 5z + 6 N

x—1
_ de+2 [ d
/m T /x+/x2—5x+6

—+2 d .
+x+/x_2 )x+c

Studiamo ora la frazione nell’integrale:

A n B Ar—-3A+Bx-2B x—1
r—2 -3  (z-2)(x-3)  (z-2)(z—23)

<— A=-1,B=2.

Si ottiene quindi

/m4—5x3+8x2—9x+11 a3 /

1 1
do = 2 42 — dz + 2 -
22— bz +6 T=g e T /33—3+c
3

:%+2x—log|x—2]+210g|x—3|+c.

8. Applicando la sostituzione y = /1 — z si ha

/fcvl—xdw=/(1—y2)y(—2y)dy=2/(y4—y2)dy=2y5—2y3+c=

5 3
2 2
:g(l—x)Q l—x—g(l—:p)\/l—x—i—c.

9. Applicando la sostituzione y = €* si ha

dy = arcsiny + ¢ = arcsine” + c.

1 e’ 1
o= [ o= [
/\/6‘29”—1 V1—e2r V1—y?



10. Integrando per parti (derivando arctan(1 + 16x) e integrando x dx) si ha

2 562

/warctan (14 16z) dx = % arctan(1l + 16z) — 8/1—1—(1—1—16@2 dx + c.

Ora,

5 (162)2 (16z+1-1)2 (1+162)>+1—-2(1+16z) 1+ (1+16x)*> 1+ 16z
€T e = = g —
256 256 256 256 128

da cui segue che

2 1+16
/xarctan (1+16z) dzx = % arctan(l + 16z) — — 16 / 5 ++ 1:2’55 dx +c=
x? 1 32(1 + 16x)
= 7 arctan(l + 1 S Sl k2 N TSR
5 arctan(l + 162) - 32 T Traree2 T
2
1
= % arctan(1l 4+ 16z) — @ + R log (1 + (1 + 162) ) c.

11. Risolviamo l'integrale per parti: deriviamo la funzione log(v/z +1 4+ vz — 1) ed
integriamo la funzione 1. Otteniamo:

ol 1
/log(\/x—i— 1+Voe—1)dr=xlog(vVor+1+Vz—1)— \S;—frll—i— \2;_11) dx =

- 1 r(vVr—1+Vx+1) _
—:L‘log(\/;v—l—1+\/$—1)—2 2\/ x+1)(\/x_1+\/x+1)dx_

/ﬁ
xlog(\/:c+1+\/x—1)—1/2x(x —1)75 dx =

1
:xlog(\/a;—i—l—i—\/a:—l)—ix/gﬂ—l—i—c.

rlog(vVr+1++Vz —1)

Esercizio 5. 1. Per parti:
fmdx:fm-ldx:m-x—f2\/%~xdx:
=12 — 22z — 71?/13262;12d3:—m-3:—f\}%dm—f —12 d:c—
:m-x—fmd:wmf\/%dx:

=V12—2? -z — [V12 —2?
Quindi, otteniamo:
J V12 —a2de = V12 — 22 -2 — [V12 — 22dx + 12 arcsin(57=)

Da cui, possiamo riscrivere

2 (V12 —22de =12 —2? -z + 12 arcsin(#)

3
Dividendo per 2 otteniamo infine 'integrale desiderato.

d$+12f\/7

Sostituendo poi gli estremi inferiore e superiore dell’integrale di partenza, il risultato
finale sara:

—37\2/54‘277'
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2 log(2z+1)
(2z+1)2

finito f béﬁ%l) dz. Utilizziamo dapprima la sostituzione 2x + 1 = u e dunque

dz = 5 du, e in seguito applichiamo la formula di integrazione per parti; otteniamo:

log(2x+1 logu ( 1 /—1 ) 1 < 1 1)
ogler T ) (= lrogu— [ = du) == (= =logu— = ) +e
/ (2x + 1)2 2/ u 8 u? du o\ T BTy e

Pertanto

2. Per calcolare I'integrale definito |; dz, calcoliamo prima l'integrale inde-

Dunque l'integrale definito cercato vale:

/2 log(2x—|—1)d$:_} [1+log(2x+1)]2:_1 <1+10g5 _1> _ 4—log5
o (22 +1)2 2 2+1 |, 2 5 10

3. Per risolvere l'integrale definito fo 4|x — 1| arctan x dz, si deve anzitutto spezzare
I'intervallo di integrazione [0, v/3] nei due sottointervalli [0, 1] e [1, /3], in quanto la
funzione |z — 1| assume in essi due espressioni diverse; si ha dunque

V3 1 V3
/ 4|z — 1| arctan x do = / 4(1 — z) arctanz dx —I—/ 4(x — 1) arctan z dz.
0 0 1

Possiamo ora utilizzare la formula di integrazione per parti per calcolare I'integrale
indefinito:

2’ z? 1
/(x—l)arctanm de=(——=x arctanaz—/ — =z | ——dzx=
2 2 1+ a2

x2 1 2?2 -2z
=|— —x|arctanx — = [ ——— dx
2 2) x22+1
Poiché il polinomio a denominatore nell’ultimo integrale non ha grado superiore a
quello a numeratore, procediamo con la divisione del numeratore per il denominatore:

x? — 2 2r + 1 1
/x2+1d$_/< 2+1>dx_/dx /2+1d /x2+1dx_

=1z — log (:c2 + 1) —arctanz + c.

Dunque:
? 1 9
/(m — 1)arctanx dx = 5 arctan z — 3 (m —log (1 +x ) - arctana:) +ec.

Calcolando ora l'integrale definito, si ricava:

1

V3 2 1
/ 4|z — 1| arctanz doz = —4 T 2)arctana — - (x —log (1 + 3:2> — arctan x) +
0 2 2 0

V3
x? 1 9 7'('
<2 —a:) arctanz — 3 (x — log (1 +x ) — arctanx) =4 2\f3+4(2 — \/g)g

1

+4

11



4. Per la formula fondamentale del calcolo integrale, per risolvere l'integrale definito

0 -1 dx, si deve prima trovare una primitiva F(z) della funzione f(z) = %2 e
poi calcolare F( ) F(O)
Per calcolare
in fratti semphc1 ottenendo
r—1 A n B Alx+2)+Bx—-2) (A+B)r+2A-2B
(x—2)(x+2) -2 z+2  (z+2)(z—-2) (x+2)(x—2)

Uguagliando i coefficienti dei due polinomi a numeratore, si ottiene il sistema:

A+B =1 — A
2A—-2B =-1 B

N[OV

Dunque

Y Yl Soeiosa]
de = |-1 -2 =1 2l =
/o<a:—2+a:—|—2> x {4 og |z |+40g]:1:+ !0

1 3 1 3 3
= Zlog1+110g3—110g2— ZlogZ— zlogS—logQ

5. Riscriviamo anzitutto I'integrale come

log 4 \/7 log 4 \/; log4 \/7

R 1Ty B o EE S
10g4 T, Jer — 1
= / 76 dz.
0 8+ e”
Poniamo
ver —1=t,
da cui

el‘

2vet — 1

Dovremo quindi moltiplicare e dividere, restando dentro al simbolo di integrale, per
il fattore 24/e* — 1 Cambiamo gli estremi di integrazione. Troviamo

to=Velo—1=vel —1=0, t1=Veltl —1=1/e® —1=V4—-1=+3.

Osservato infine che, da /e — 1 = ¢ si trova e — 1 = t2 da cui e* = 142, si ottiene
che

log4 o :IJ log 4 em\/em_l_\/e:ﬁ_l V3 +2
/ 2/ dm:2/ —dt=
0 8+ z 2vet —1-8+e* 0o 84+t+1

V3 t2
=2 ———dt.
/0 249

Si tratta dell’integrale definito di una funzione razionale fratta in cui il grado del
numeratore ¢ uguale al grado del denominatore. Pertanto si dovrebbe procedere con

dr = dt

12



la divisione di polinomi. Tuttavia, in questo caso, la decomposizione della frazione
la si puo effettuare aggiungendo e togliendo 9 al numeratore. Risulta

t2
2/2 /;ngdt—2/< ) )dt—Qt—18/
t t“+9

Calcoliamo da parte
[
t2+9

Osserviamo che il denominatore non ¢ scomponibile in fattori (in quanto somma di
due quantita positive di cui una ¢ un numero). Dobbiamo cercare quindi di ricondurci
alla derivata dell” arctan f ricordando che

f/
L+ f2

(arctan f) =

Cominciamo a raccogliere 9 a denominatore per avere come primo addendo il numero

3

L’integrale ¢ proprio del tipo

7
1+ f2
essendo ;
f(t) = 3

Poiché

- () -G ~31-3

dobbiamo moltiplicare e dividere I'integranda per il fattore % per poter cosi integrare.

Si ottiene .
1 = 1 t
/ 5 dt:—3/3dt:arctan<)
t“+9 1+ (%) 3 3

Tornando all’integrale otteniamo
V3 42 1 Vit
2 —dt = |2t — 18 | ——dt =
/0 249 [ / 249 ]U
1 £\ \1V3 £\]V3
= [Qt — 18- ( arctan ())] = [Qt — 6arctan <>] =
3 3 0 3

= [2\/3—6arctan\/35—(0—6arctan0)] =2V3—6- %_Q\f—w

6. Vista la struttura dell’integranda, conviene partire con una sostituzione. Poniamo

Ve —1=t.

Derivando alla Leibniz si trova
1
2ve2r — 1

13
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cioe )
e T

dx = dt.
e2r — 1

Trasformiamo gli estremi di integrazione. Si trova

to = Ve — 1 = \/teOg‘/i— 1= \/ek)g(\@)2 —1=v2-1=1,
t0:\/62x1— :\/e210g\/5—1:\/610g(\/g)2—1:\/5—71:27

Osserviamo infine che da v/e22 — 1 =t si ricava
=12 +1

vale a dire

2z = log <t2 + 1) ,
da cui

x = %log(t2+l>.

L’integrale definito di partenza si trasforma come segue grazie al teorema di sosti-
tuzione:

log v/5 2x log v/5 2z 21
/ Lalm:/ dez/ flog(t2+1>dt:
logﬂ \/623:—1 log\/i \/€2$—1 1 2
:5/1 log(t +1)dt.
Calcoliamo l'integrale indefinito
1/1og (t2 + 1) dt
2

Lo risolviamo utilizzando la formula d’integrazione per parti. In particolare derivia-
mo la funzhone log (t2 + 1) e integriamo la funzione 1. Si ha

derivo integro
log <t2 + 1) 1
2t

T _5.¢
241

Pertanto
1 ) 1 5 2t 1 5 t2
5/log (t + 1) dt = 2-<tlog (t +1> —/t2+1 tdt> — Stlog (t + 1)—/mdt.

Calcoliamo
t2 J
—dt
/ t2+1

12 2+1-1 1
76[75: ;dt: 1—7 dt:t—arctant
t2+1 t2+1 t2+1
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Risulta



Pertanto
1 2 1 2 2 1 2 _
5 /log (t + 1) dt = itlog (t + 1) — / mdt = §tlog (t + 1) — (t — arctant) =
1
= 5tlog (tQ + 1) —t + arctant.

Possiamo ora calcolare 'integrale definito tra 1 e 2: si ha

2

;/flog (2 +1)dt = Btlog (2 +1) —t+arctantL -

1 1
=3 2-logh — 2+ arctan2 — (2 -1-log2 — 1—|—arctan1> =

1 5
=logh — ilog2—3+arctan2— % =log — — 3 +arctan2 — %

V2

sinh z e ” et —e "
—d :/72 d 2/7 d
/Coshzn+1 v %4_1 . et +e %42 v

Effettuando la sostituzione e = ¢, da cui x = logt e do = % dt, si ottiene

/ sinh x d / t— _/ _/t—l )(t+1) 1dt—/ t—1 a
coshx + 1 t+ 1 +2t t2+1+2tt t+12 ot ) tt+1)

Con il metodo di decomposizione in fratti semplici si ottiene:

t—-1 A B  A(t+1)+Bt (A+DB)t+A

tt+1) ¢t t+1 tt+1)  t{t+1)

Uguagliando i coefficienti dei polinomi a numeratore, si ottiene il sistemas:
A+B=1 A=-1
A=-1 B=2
Dunque:

sinh x 1 2
/coshx—i—l v /( n T _|_1> og|t| +2loglt + 1] + ¢ ogle®| +2logle® + 1| + ¢

t
=log(e®+ 12 —z+c

Calcolando fra gli estremi di integrazione si ottiene infine

log(e +1)% — 1 —log(4)

. La simmetria dell’intervallo di integrazione, [—3, 3|, fa sperare in qualche sempli-

ficazione dei calcoli. Anzitutto, sfruttando la linearita dell’integrale definito, si

ha
3 3 3

/ (|:U\ log(z + 4)dx + 2° arctan (:U2 + 3)) dx = / || log(m+4)dw+/ z¥ arctan <x2 + 3) dx
_3 -3 -3

Poiché la funzione
g(x) = ¥ arctan <x2 + 3)

15



¢ dispari, in quanto
g(—z) = (=) arctan ((—m)2 + 3) = —2%arctan (:(:2 + 3) = —g(x),

ne segue, per i risultati esposti, che

/33 z? arctan <x2 + 3) dr =20

Pertanto non dobbiamo calcolare tale contributo per 'integrale finale. L’integrale di
partenza diviene

3 3
/ (|x| log(x + 4) + 2° arctan (xQ + 3)) dx = / |z| log(x + 4)dx
-3 -3
Quest’ultimo integrale, invece, va calcolato. Infatti, la funzione

|z| log(x + 4)

non presenta particolari simmetrie (essendo definita per z > —4 ). Per calcolare il
valore dell’integrale ¢ anzitutto opportuno liberarsi del valore assoluto. Poiché

—x sex <0
ol =4 -

sex>0"
si ha
£ —zlog(xr+4) se —3<x<0
€Tr) =
xlog(z +4) se 0 <z <3
Pertanto

3 0 3
/ |x|log(z + 4)dx = / —zlog(x + 4)dx + / zlog(x + 4)dx =
-3 -3 0

0 3
=— / xlog(x + 4)dx + / xlog(z + 4)dz.
-3 0

Dobbiamo anzitutto procurarci una primitiva di log(x + 4). Calcoliamo quindi

/a: log(z + 4)dx

Tale integrale indefinito lo risolviamo applicando la formula di integrazione per parti.
Deriviamo log(x + 4) e integriamo z. Si ha

derivo integro

log(z +4) x
1 z?
r+4 2

Per la formula d’integrazione per parti, I'integrale diviene

/ log(z + 4)dz = % log(z + 4) / Lo
zlog(z = 5 log(x T4 7=
x? 1 x?
=—1 4) — - .

5 og(z +4) 5 m+4d$
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Risolviamo l'integrale. Si tratta dell’integrale di una funzione razionale fratta in cui
il numeratore ha maggior grado del denominatore. Eseguiamo anzitutto la divisione
di polinomi tra numeratore e denominatore. Risulta

22 40z +0‘x +4

—x? —dx r —4
—4x
4x +16

+16

L’integrale indefinito diviene

16 §
/(x—4+ )dng;—4m+16log|m—|—4|—|—c.

Quindi

2 1 (2?
/1:10g(x+4)d:c:?log(m+4)—§- ?—4x+16log(33+4) +c=

2
1
= %log(m—l—él) - Zm2+2x—810g(:p—|—4)—|—c

Tornando all’integrale definito, abbiamo

0

_'_

1
/ f(z [ log(x +4) — 4552 + 2z — 8log(z +4)
-3

2 3

1
+ % log(x+4) — 72 + 2z — 8log(x +4)

0

9
=— (—810g4— (glog(l) — Z —6—810g1)> + glog7— Z+6—810g7— (—8log4) =

9 7
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