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Parte I:
Serie

Esercizio 1. Studiare il carattere delle seguenti serie numeriche:
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Esercizio 2. Studiare il carattere delle seguenti serie al variare di x nei domini indicati:
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Parte II:
Integrali
Esercizio 3. Risolvere i seguenti integrali indefiniti
x
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Esercizio 4. Risolvere i seguenti integrali definiti :
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Suggerimento: prima di risolvere, ragionare qualitativamente sulla funzione
integranda;

. w/4 1 J
'/0 sin?z + 1 v

6 /1 9z + 8 -
“Jo 34222+ x+2

w

3

. /01 Vzaresin (V) dw;

/7r Jcoszsinx +4sinx
0

sin?x + 2cos?z — cosx

e}

3
. /\/glog (23:2 + 3) dx;
0
1
10. / V14 e® de.
0

Esercizio 5. Si calcoli
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Soluzioni

Esercizio 1. a) Utilizziamo il criterio del confronto asintotico:
S
| 1’
~ nl “— nl
Dal criterio del rapporto segue che

1% n! 1)3
lim 7(71_‘_ ) il = lim 7(71_'_ ) = lim ——=0<1,
n—00 (n + 1)' n3 n—00 n3(n + 1) n—00 n3

quindi la serie converge;

b) Per studiare questa serie osserviamo quanto segue:

—1 sen e dispari

cos(nm) = {

+1 sen e pari

Possiamo dunque riscrivere la serie come segue:

> 1 1
1" — |sin{— .

z_:( )" cos (2n> sin <2n>

n=1

Ricordiamo a questo punto che sin(2x) = 2sin(x) cos(z), per cui possiamo studiare
la serie come segue:

S nmeos (L) (1) = 33 E (1) -

Osserivamo che il criterio della convergenza assoluta non funziona in questo caso

perché
Z(*l)n sin (i) < Z sin <711> ~ Z % = +00,

dove ¢ stato usato il limite notevole

sin (1)

1
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Usando invece il criterio di Leibniz si ottiene che la serie converge: infatti

lim sin (1) =0,
n—oo n

e la funzione sinz & crescente in |0, g], per cui, osservando che per ogni n € IN si ha

cheO<%<1,Sihache
1 1
sin( > < sin (),
n+1 n

quindi la successione ¢ infinitesima;




c¢) Applicando il confornto asintotico si ottiene

- \7/716—!—7713 > ﬁ X p? =1
IR daD DR A D D Dl A
in quanto % > 1;
d) Utilizziamo il criterio del confronto asintotico:
> 1 = 1

sin(n?) + ns B
5 N Z m - Z 1 :
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Utilizziamo ora il criterio di condensazione di Cauchy, il quale dice che, data
una serie Y ~°  ayp, vale che
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Zan<oo <— 22”a2n<oo.
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Applicandolo nel nostro caso si ottiene

> 1 1 &1

S s o
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La serie di partenza e quindi divergente;

e) Applichiamo il criterio del confronto asintotico ricordando il limite notevole

lim 3 =1
n—oo =
n
come segue:
5 () 5 ) () = B
= \ndlogn “= \n?logn n3logn =t (log n)% )
Applichiamo ora il criterio di condensazione di Cauchy. Otteniamo
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6n 2 2 2
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Esercizio 2. a) Distinguiamo i due casi z <0 e z > 0.

e 2 <0. In questo caso |1 — %]"bg" =(1-

con il confronto asintotico come segue:
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Quest’ultima serie converge se e solo = + % > 1, quindi se = > % Ne consegue
che per x < 0 la serie diverge;

e x > 0. In questo caso scriviamo studiamo quando il segno dell’argomento del
modulo, ovvero 1 — = > 0 <= x < n, e riscriviamo la serie come segue:

nlogn
T
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STV~
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n=1 n=|z|+1

dove con |z] indichiamo la parte intera inferiore di x, ovvero quel numero n
taleche n <z <n-+1.

A questo punto possiamo ignorare la prima sommatoria, in quanto essendo
finita sicuramente convergera, e studiare solo la seconda.
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Procediamo per convergenza assoluta:
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L’ultima serie converge se e solo se = + % > 1, ovvero se x > %

Resta da capire se la serie converga o meno per = € (O, %] In tal caso basta
osservare che non viene soddisfatta la condizione necessaria di convergenza:

e .
lim (—1)"1°5" —— ~ lim (—1)" 8"

1
n—00 vn+ 1+ \/ﬁ n—00 oIntta
¢ uguale a 0 se e solo se z > %
In conclusione, la serie ¢ convergente per x > % e non convergente per x < %;

b) Applichiamo il criterio di condensazione di Cauchy:
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Per il criterio di condensazione di Cauchy questa serie converge se e solo se converge

la serie
o~ n (27)2 o o3 log 2
Z 2" log2" Z 278
x
n=1

n=1

Applichiamo il criterio della radice ed osserviamo che

o 231 23 3
lim 7:7<1<:>1'>21052.
n—oo pnlog2 rlog?2

3 . 3
Ne consegue che la serie non converge se x € (0,2%e2] e converge in (2e2, 00);
Dividiamo lo studio della serie nei casi  # 0 e z = 0.

e x # 0: Procediamo con il confronto asintotico:

X r4+n X n 1 1
S Y kY e
1+ n3x2 ndz?2 2 n?
quindi la serie converge;
e x = 0: In tal caso la serie sarebbe

[ee]
Z n = +oo.
n=0

Ne consegue che la serie ¢ convergente per z € R\ {0} e divergente per z = 0;

Utilizziamo il criterio di condensazione di Cauchy:

>0 (25)7 -3 () <o X (i
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Utilizziamo il criterio della radice ed otteniamo che

on

lim {|2n (x) "1

se e solo se
‘$ ‘ <1
2(z+1) ’

Cio significa che la serie converge se e solo se z € (—o0, —2) U (—2, 00);

Per capire il carattere di convergenza di questa serie possiamo procedere con il
confronto asintotico e, a tal riguardo, vi sono tre casi da considerare:

e x > 2. In questo caso si ha

X n® 4 n? Xt 1
Z 2% 3”2 2x:ZTc<OO
n:ln +n n:ln n:ln

in quanto la serie converge per ogni x > 1 e noi stiamo considerando il caso
T > 2



e T E (%, 2). In questo caso si ha

X n® 4 n? . n2 © 1
Z 2 SNZ 2 :Z 1) <X
n?r 4+ n = nzln(x—)

n=1

in quanto stiamo considerando le x piu grandi di 3;

o < % In questo caso si ha
oo x 2 o0 fe'e)
n*+n n 1
—_— = — = XXQ.

Ricapitolando, la serie & convergene per x € ( %, o0) e non convergente altrimenti;

f) Osserviamo subito che se x = 0 il termine generico della successione ¢ nullo, quindi

la serie converge. Ricordando ora il limite notevole

. sin®
lim —* =1
n—oo =

ed utilizzando il confronto asintotico si ottiene

E ~ —— =z E —— < 00
n® n n® nr+l
n=1 n=1 n=1

se e soltanto se z > 0.
Ricapitolando, la serie converge per x € (0,00) e non converge altrimenti;

g) Dobbiamo distinguere i due casi per cui il logaritmo & positivo o negativo.

e 1 <z <e:In questo caso logx < 0. Osserviamo che

1 1 logn
= lim ( ) =0

nh—>rgo (log (1;)105” n—oo \ log

se e solo se x > e. Venendo dunque meno la condizione necessaria, la serie non

puo converge per x € (1,e);
e 1z > e: Utilizziamo il criterio di condensazione di Cauchy:

[eS) 1 logn o0 1 nlog?2
2" .
> ( ) < oo — > (k)gx) < o0

log =

n=1

Applichiamo ora il criterio della radice alla seconda serie:

1 nlog 2 1 log 2
lim (/2" () =2 ( ) <1
n=00 log x log

1
2log2

seesolosex >e

1
La serie converge dunque per x € 62 os? 00) e non converge altrimenti;
) ’



h) Ricordiamo i due limiti notevoli

. tan (%) )
lim ——"= =1 e lim
n—oo H

Usando il confronto asintotico otteniamo

n
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Z( )" 2 (1 — cos 2) Z( 1)"™n A Z( 1) n Z( 1)"nz"™ < 0o

n=1 cos n=1 Q(HT n=1 n=1

se e solo se |z| < 1. Se infatti |z| > 1 verrebbe violata la condizione necessaria,
mentre se || < 1 basterebbe applicare la convergenza assoluta e successivamente il
criterio della radice.

i) Applichiamo il criterio della radice.

J (148" "
i o LER) (1+x) —e" <1
n—00 n(log n)2 n—00 n

se e soltanto se z < log 1, ovvero x < 0.
Resta da studiare il carattere della serie per x = 0. In tal caso si avrebbe

> 1

nZ::l n(logn)?

quindi, applicando il criterio di condensazione di Cauchy, si otterrebbe

on 2" > 1
Z (log 27)2" :;nzlogZQ <o
La serie, dunque, converge per x € (—o0,0) e non converge altirmenti.
Esercizio 3. a) Operiamo la sostituzione

=y e 2z dr = dy.

/1—x4 2/1— y:;/u—y)l(lmdy'

Utilizzando il metodo dei fratti semplici si ha

Otteniamo

A n B A+ Ay+ B - By
l—y 1+y 1 — g2
da cui segue che
1 1
A== e B=-.
2

Si ottiene quindi

x 1/ 1 11 1 1
——dv=" [ ——dy+ - [ ——dy=—-log|l —y|+ > log|l =
/1_x4 @ 4/1_ y+4/1+y y=—7log|l —y|+ log|l +y[+c

= flog

1_




b) Operiamo la sostituzione 3z = y, da cui dx = % dy. Otteniamo

1 1 )2
2 | de— = 2 gyt = 2_1_/ _
/\/9:U dx 3/\/3/ dy 3 (y\/l/ 7\/y2771 dy)
1 1 fy?—1+1
31/\/y7 3/ 21 dy
1 1 1
:gy\/yQ—l—g\/yz—ldy—garcosh(\/@ﬂ—l)—i—c.

In * abbiamo integrato per parti integrando la funzione costante 1 e derivando
Vy%2 — 1. Ci accorgiamo ora che l'integrale ¢ diventato ciclico. Portando tutto a
sinistra dell’uguale si ottiene

1 1 1
2 (3/\/312 -1 dy> = gy\/y2 -1- garcosh (\/yQ— 1) +ec.

Risostituendo si ha

/\/9:1:2 —1ldxr= ng:pQ -1- éarcosh (\/9$2 - 1) +c;

c¢) Operiamo la sostituzione e* — 1 = 32, da cui dz = % dy. Otteniamo
/\/z 1d 2/ oy 2/y2+1_1d
et — xTr = = —_—m =
21 2+1 Y
1
:Q/dy—Q/y2+1dy:2y—2arctany+c:

= 2ve?* — 1 —2arctan (x/egﬁ - 1) + ¢
d) Riscrivendo bene l'integrale ci accorgiamo che ¢ della forma

[ f@- 1@y d.

Infatti: I )
/ 08T dmz/;logw(4+3log2m)_% dr =

z/4 + 3log? z

1 11
= 6/—(610gx)(4+310g21:)_% dx =
x

\/4+3log?z + ¢

W =

e) Risolviamo l'integrale come segue:
/sin2$ dx = /sin:r -sin?x dr = /sinw(l —cos?z) dx =

= /sinx dl‘+/—sinm(cosx)2 dx =

0083 x

= 3 —cosT + ¢

10



f) Per questo integrale & utile ricordarsi le seguenti identita trigonometriche:
cos?z —sin x
cos(2z) =< 1 —2sin’x

2coslx —1

Tenendo a mente cio risolviamo 1’esercizio come segue:

11— 2 1-— 2 1
/sin4x dmz/sian-sin2az dIE:/( C;)S( x)) ( CZS( :1:)) dx = Z/I—COSQ(QZL') dr =

= — —_ 2 =
4/dm 4/cos(x)da:
x 1 1 cos(4x)
R T ERR L
1

4 4
= % —g—ﬁsin@x)—kc:
= % — 3% sin(4x) + c.
g) Il polinomio a denominatore non ha radici reali (risulta A = —3 < 0 ); con la tecnica

del completamento del quadrato possiamo scrivere:

5\2 25 5\2 3 5\ 2 V3\’
2 frd — _ — = —_ —_ = —_ —_—
x +5a:+7—<:c+2> 1 +7 <x+2> +7 <x+2> +< 5

Osservazione. In generale, se il polinomio az? + bz + ¢ non ha radici reali, & possibile
scriverlo nel modo seguente:

) [2 b c} ( 5)2 c b
ax“+br+c=alz°+—-2ax+—-|=allc+—] +—-———]|.
a a 2a a 4a?

Ricordando la formula

1 1 r+m
= dr = arctan [ 2™
/(x+m)2—|—k2$ karcan( ? )"‘Ca

I'integrale iniziale, dunque, puo essere calcolato cosi

[\lfé3

/ 1 dx / L dx ! arctan ($+ )—l—C
2 r. g M= 2 24 = = .
2 +5x+7 <$+%) +<§) @ §

Semplificando si trova

1 2 2 2x+5
_— dr = = arct 2.
/x2+5x+7x \/garcan<\/§ 5 )+C

e quindi

1 2 2z + 5)
—————dx = — arctan +C.
/ 22+ 5+ 7 V3 < V3
h) Possiamo procedere per sostituzione di variabile, ponendo

1

5 dx = dt.

tgx =1,

COS* x

11



Si ottiene cosi:

-4 ) )
sin* x sin“ x - sin“ x 1

/ d:nz/ 5 5 5 5 dx:/tg4:n<1+tg2m)- 5 dx:/(t4+t6>dt
cosS x COS* X - COS“ X - COS* T - COS* T Ccos* x

t7T tg"xr  tgbx
LT
75 7 5

NB. La sostituzione tgx = t & possibile ogni volta che ’elemento f(z)dz ¢ invariante
rispettoa x - 7+«

+ c.

Esercizio 4. 1. Operando la sostituzione ¢ = arctan z, da cui ¢(0) = 0,#(1) = 7 /4, ed
osservando che 1Jr%dac = dt, si ottiene

1 earctanx /4
/ 5 arctan rdxr = / tetdt
o l+=x 0

Integrando 'ultima espressione per parti, ricaviamo
7'('/4 /4 71"/4 w/4
/ te'dt = tet‘o/ - / eldt = (t — 1)et‘0/ = (r/4—1)e™* 4+ 1.
0 0

2. Effettuando il cambiamento di variabile t = 1 + tanz, da cui dt = 1 + tan® zdz,
t(0) = 1,t(w/4) = 2, si ricava

/4 2 2 q
/ (1 + tan? :c) log(1+tan x)dx = / log tdt = tlogt\%—/ t;dt = 2log 2—t|? =2log2-1
0 1 1

dove, nella seconda uguaglianza, abbiamo utilizzato un’integrazione per parti con
u(t) =logt e v'(t) = 1.

3. Utilizziamo il metodo di integrazione per parti, una prima volta con u(x) = 22 e

v'(x) = e72* ed una seconda volta con u(z) = z e ancora v'(x) = e~ 2%, in modo da
azzerare il grado del polinomio. Svolgiamo l’esercizio in due modi, assolutamente
equivalenti, sfruttando it Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale: in un caso
calcoliamo i valori della primitiva agli estremi di integrazione a ogni passo, in modo
da poter, eventualmente, semplificare I’espressione in qualche passo dell’integrazione;
nel secondo caso, calcoliamo prima l'integrale indefinito, per poi calcolare la primitiva
negli estremi solo all’ultimo passaggio.

1 1 1
/ e dr = — Zx%e7 | + re % dx
0 2 o Jo
1 1 L |
= _——e¢ 2 ixe_% . + B ; e dy
R S 12x1_1 2
= "¢ —e —e O—Z(l—5e )
Oppure:
/xze_zxd:n = —%xze_% + /we_gxd:r
I S PR VA S 1/—295
= 21‘ e 233e + 5 e ““dx
1
= —16_2’” (2$2+2$+1) +C=F(x)+C
da cui )
/ e ¥ dx = F(1) = P(0) = - (5¢72 ~ 1)
0 4



4. Osserviamo che lintervallo di integrazione e simmetrico rispetto all’origine e la
funzione integranda & dispari e quindi I'integrale proposto & nullo.

5. Utilizziamo le formule parametriche richiamate all’inizio del capitolo, per riscrivere
le potenze pari delle funzioni seno e coseno in termini della tangente. Poniamo,
quindi, ¢ = tanz, da cui x = arctant,dxr = 1Jr%dt,t(O) = 0,t(w/4) = 1. Otteniamo

cosi: /4 ) .
Q 1 1 1 1
0 sin“x + 1 0 1+t2+11+t o 1+ 2t
1 1
= — arctan(\/it) = — arctan v/2.
V2 0o V2
6. 11 polinomio 23 + 222 4+ = + 2 ammette la radice x = —2; dunque & divisibile per

x + 2. Effettuando i calcoli si trova o3 + 222 + x + 2 = (z + 2) (#? + 1). Dunque

9x + 8 9x + 8
/ d:L‘:/ dx
3+ 222+ 2 + 2 (x +2)(z2+1)

Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici.

9z + 8 A +B:c+C’_A(m2+1)+(B$+C)(m+2)_
(r+2)(22+1) z+2 2241 (r+2) (22 +1)
_ (A4 By’ + 2B+ )+ A+2C
(x +2)(z2+1)

Uguagliando i polinomi a numeratore della prima e dell’ultima frazione, si ottiene il
sistema:

A+B=0 A=—
2B+C =9 = <{ B=2
A+2C =8 C=5

Pertanto:

/ 9z + 8 dw—/( -2 +2x+5>dx +/ da / 5 do —
34222+ +2 a r+2 2241 22 +1 x2+1 a

= —2log |z + 2| + log (m —i—l) +Sarctanz 4 ¢ =

2+ 1

= log W + Sarctanz + c.
X

Sostituendo infine gli estremi si trova: log(g) + 5@.

7. Integrando per parti (derivando arcsin\/z e integrando /x) si ha

1 2 L 11— -1,
/ Vzaresin (V) doz = [31‘3 arcsin (\/5)} - = Y arcsm 3 / SU
0

o 3 1—=x 3
7T+ /\/7da: l#dazz
3 3 1—=z
T 1[2 ak 1T 2 2
:3+3[3<1—x>2}0—3[2m]0:3+9—3:
om 4
=55

13



8. Applicando la sostituzione cosx =t si ottiene

/7T 3coswsinx +4sinx dr — ™ sina:(3cosa:+4 _/ 3t+4
o sin?z + 2cos?z — cosz o sin?z + 2cos?z — cosz 1t2—t+1

1
:3/1t2—tt+1dt+4/1t2—t+1dt:

1 1
:2/1t225+1dt+4/_1t21t+1dt:

194 1

2/1i;—iiidt+4/_1t2—lt+ldt:

1 _ 1
:2/1t22jti1dt+121/1t2—1t+1dt:
:;[log(ﬂ—t%—l)tl—i—% _1152—1t+1dt:
:_glog“l; 1t2—1t+1dt'

Studiamo ora il secondo integrale:

4 4 4

1 1 3 1\2 3 2t — 1
t2—t+1:1—++t2—t:+(t—2> :4<1+<

da cui segue che

1 lldtzwﬂ/l«%dtzﬂ
2 Jat2—t+1 2 3 2 _11+(%>2 V3 V3
3
Ma allora si ha
/7r 3coszsinx +4sinx dx:—§log3—1—17r.
0 sin?x + 2cos?x — cosw 2 23

14



9. Integrando per parti (derivando log (222 + 3) e integrando 1) si ha
V3 V3E V3 4a?
2 _ 2
/0 log (23: + 3) dx = [a? log (23: + 3)}0 /0 922 13
\/g 212
1 2 —— dx =
\f 080 - / 222 +3 "
V3222 +3-3
1 -2 dr =
PO

2 \/g 1
\/;og6 /Oda:+6/0 2x2+3d$
3 3
:\/glog6—2[x](}£+6/\/; ! o dr =
0 3(1—1—( 233))

\/g 2
:\/glog6—\/6+2\/§/0 H(\/\/;gx)?dx
\/g

2
2
= \/glog(i — V6 + 2\/3 [arctan <\/gx) ] =
0
3 T /3
\/;og6 \/6—1-2\/;

10. Applicando la sostituzione v/1 + e* =t si ha

1 Vite 9 2 V1te 42 _ 1 1
/V1+efvdm:/ LA / il
0

vz t2—1 NG 2 -1

5 V1te p 5 V1+te 1 p
= t+ / — - dt=
/\@ va o (t—=1)(t+1)

Vite 1
_ Vite —
=20t +2/ (t—1)(t+1) dt

Vite 1
=2(Vite-2) +2/ i
Ora, utilizzando il metodo dei fratti semplici si ha
A B At+A+Bt—-B _ 1

A t—1@t+1)  (E-1)+1)

da cui segue che

15



Ma allora

1 1+e 1 Vite 1
Viterde=2(V14+e—V2 —{—/ dt—/ dt =
0 ( ) vz o (t=1) vz (t+1)
t—1 V1+e
t+11,3
V1 —1 2—1
:2( 1+e—\/§>+log te —log\[ =
Vite+1 V2+1
Vidte—1 V2+1
=2(Vite—v2)+1lo : .
( ) g<\/1+e—|—1 V21
Esercizio 5. Innanzitutto,
z 1+et z el 41
lim/ ——— dt = lim/ —— dt.
e—0t J1 1+ (t—1)e? =0t J1 et +t—1
Si osservi ora Che%(et—i—t—l) = ¢! + 1, da cui segue che
i [ i i flog (¢t 4t — 1)) = Tim Jlog (¢° 1) —loge] =
Jim | Gy = Jlim, flog (¢! ¢ = 1)][ = lim fog (€7 2~ 1) —loge] = .
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