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Parte I: Equazioni differenziali

Esercizio 1. Trovare le soluzioni generali delle seguenti equazioni differenziali:

Esercizio 2. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:
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Parte II: Integrali impropri
o« o . . . . +o0 1 .
Esercizio 3. 1. Dire per quali valori di @ € R converge [ T mdx,

e Calcolare I'integrale precedente per a = 6;
2. Calcolare f;oo de per il pit piccolo valore di n € N per cui l'integrale converge.
Esercizio 4. Usando la definizione, risolvere i seguenti integrali impropri:
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rigine e determinarne la parte principale. Studiare quindi la convergenza dell’ integrale
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Esercizio 6. Risolvere i seguenti integrali impropri:

Esercizio 5. Data la funzione f(z) = studiarne il comportamento nell’o-
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Soluzioni

Esercizio 1. (h) Applichiamo il metodo di separazione delle variabili: moltiplichiamo
a destra e a sinistra per z(t) ed otteniamo

i(t) = —— — &(t)x(t) = 32

Applichiamo 'operatore di integrazione in dt ad ambedue i membri:

/:‘c(t)x(t) dt = /31&2 dt — ;/2:&(t)m(t) dt = 3/t2 dt.

Osserviamo che a sinistra abbiamo la funzione incognita moltiplicata due volte per
la sua derivata. Risolvendo i due integrali otteniamo quindi:

quindi la soluzione &

z(t) = V23 + c.

(o) Applichiamo il metodo di separazione delle variabili: moltiplichiamo a destra e
sinistra per (2(t)) ™ ed otteniamo

i(t) = —(x(t))3sinh t — &(t)(z(t)) ™ = —sinht.

Integrando ambedue i membri otteniamo quanto segue:

1
/i‘(t)(w(t))_3 dt = /sinht dt = - = —cosht +c¢,

(z(t))?
z(t) = \ coshlt +c

(1) Applichiamo il metodo di separazione delle variabili: dividiamo ambedue i membri

per /1 — (z(t))? ed otteniamo:
(1)

x(t) = ( 1- (x(t))2> sint = TT=GOE = cost

quindi la soluzione &

Integrando ambedue i membri in dt otteniamo

t(t
/CE() dt = /cost dt = arcsin(z(t)) = sint + c.

V1= (2(t))?

La soluzione ¢ dunque
x(t) = sin(sint + ¢).



(i) Applichiamo il metodo di separazione delle variabili: dividiamo ambedue i membri
per 1+ (z(t))? ed otteniamo:

@(t) = (1 + (2(t))?)sint = T (a0 = sin t.
Integrando ambedue i membri in dt otteniamo

it i
/1"‘(1’(75))2 dt = /smt dt = arctan(z(t)) = —cost + ¢,

quindi la soluzione &
x(t) = tan(— cost + ¢).
(d) Applichiamo il metodo della separazione delle variabili come segue:

1

(2 + Di(t) + (2()* = 0 = (£ + Di(t) = —(@(t))* == 2(®)(@() * = T

Integriamo ambedue i membri in df ed otteniamo:

/J'U(t)(:lc(t))_2 dt _/H{ﬂ dt <~ _ar(lt) = arctant + c,

quindi la soluzione &
1

~ arctant + ¢

(t)
(a) Questa equazione differenziale & del tipo

z(t) + a(t)z(t) = f(t).

Per risolverla I'idea ¢ quella di moltiplicare ambedue i membri per la funzione eA(*)

dove

cosicché
d

T at
e il risultato dell’equazione differenziale altro non ¢ che

A0 (&(t) + alt)a(t)) (e*Wa(t)) = f(t)e™
o(t) = e~ AW / F0)eAD .
Nel nostro caso f(t) =t e a(t) = 2t, quindi la funzione A(t) ¢ data da
At) = /2t dt = 2.
Osserviamo che non mettiamo il fattore +c in quanto per il nostro fine ¢ sufficiente
scegliere una primitiva sola, quindi scegliamo quella in cui ¢ = 0 per semplicita.

Moltiplichiamo dunque ambedue i membri per et” ed otteniamo che la soluzione
dell’equazione differenziale e



(v) Risolviamo questa equazione differenziale con lo stesso metodo del punto precedente,
accorgendoci che a(t) = 1 e f(t) = t3. Dato che

:/ dt =1

il risultato, integrando piu volte per parti a destra, & dunque
x(t) = e_t/tg’et dt =
= 3et—3/t26t dt =
= tPe! — (t2 - / te! dt) =
4G

=3 — (t2t e dt))
— 3¢t (t2 t_ (te —e +c)) -

= t3e! — 3t%e! + 6te! — 6e’ + c.

(s) Dividiamo tutto per sint. Otteniamo

cost
B(t) + ——a(t) = €.
() + )
Ci accorgiamo di essere ancora una volta di fronte ad un’equazione differenziale della
forma

&(t) + a(t)x(t) = f(1),

dove a(t) = 5L e f(t) = €'. Poiché si ha che

sint

cost .
At) = / it dt = log | sint|,

la soluzione generale ¢ data (studiando il caso in cui sint > 0) da:

z(t) = e~ logsint) /elog(smt)et dt = 1 /sin te! dt.
sint
Calcoliamo per parti:
/Sin te! dt = sinte! — /cos te! dt =
= sinte! — (cos te! + /Sin te! dt) =
=sinte’ — coste’ — /Sin tel dt.
Portando l’integrale al primo membro deduciamo che
Ly
/smt dt = 3¢ e'(sint — cost) + ¢

quindi la soluzione generale dell’equazione differenziale e

(e'(sint — cost) + c).

x(t) =

2sint



Esercizio 2. 1. Procediamo per integrazione diretta. Poiché il dato iniziale & fissato
al tempo ¢t = 0, calcoliamo l'integrale definito in ds tra 0 e t, ossia:

2 2

t t 27t 2
/a’:(s)ds:/es—i—sds(:)x(t)—:z:(O):les%—S] = azt)-10=¢"+ - —1.
0 0 0

La soluzione ¢ dunque
2

t
x(t):et+§+9.

2. Procediamo per seprazione di variabili e, poiché il dato iniziale e fissato al tempo
t = 1, calcoliamo l'integrale definito in ds tra 1 e t, ossia:

{ig); 1 = {i:(lcl)2:11 — / ) ds —/ ds <=

8
)

1
———+1=t—-1.

RO

La soluzione ¢ dunque
1
)= ——
2(t) = 5—
3. Procediamo per separazione di variabili ricordando che —— = cotz = -7
{ab—i-ttanx—o — {mﬁm——t
z(0) =3 2(0) =1

Otteniamo dunque

t t

/ il /ds<:>/ Cosxs)ds:— ds =

0 tan( sin(z(s)) 0

[log(sm(a:(s)))] =—t <= log(sin(z(t))) = —t
La soluzione & dunque
z(t) = arcsin(e ™).
4. Risolviamo per separazione di variabili:
3 tx
T =2 .
(t-1)? & _ __t
{:c(2) -1 = e

Otteniamo dunque:

/: igz; ds = /zt (s _81)2 ds — log(z(t)) = /; ﬁ ds.

Risolviamo l'integrale di destra come segue:
¢ t 1 t2t+1-1
/78 ds:/is ds= L1 (201D 0
2 (s—1)2 9 §2—2s+1 2/ s2—-2s5+1

1/t 25 — 2 /t ds

= - 7d3— —_—

2 )y s2—-25+1 2 (s—1)2
1

1
= 1)) — 1=
Slog((t= 1)) — = +

1
log(t—l)—il—i-l




Abbiamo dunque
log(a(t)) = BN —7T L,

La soluzione e dunque
1

z(t) = (t—1)e 1.
. Riscriviamo la soluzione dell’equazione differenziale come segue:

T=uat+ 2t T—tr =2t
z(0)=0 z(0)=0

Siamo di fronte ad un equazione differenziale del tipo
&(t) +a(t)z(t) = f(1),
la cui soluzione (tenendo a mente che il dato iniziale ¢ in ¢t = 0) e
t
z(t) = e AWeA0 1(0) 4 e_A(t)/ AW f(t) dt, con A(t) = /a(t) dt.
0

Nel nostro caso a(t) = —t, quindi
2

A(t) = /—t dt = —%.

La soluzione ¢ dunque

. Risolviamo per separazione di variabili:

{g'c: (2=’ . {i:(x—l)_Qz(t—l)_Q

z(0) =e z(0) =e
Otteniamo
[ -1 2ds= [(s-1)2ds = o L=t
z(s)(z(s) — s = s — s — S
0 0 z(t)—1 e—1 t—1
Risolvendo I'equazione e ricavando z(t) otteniamo che
2et —t —e
="
z(t) et —1
. Risolviamo per separazione di variabili:
ti =va? —1 i
= { L_ =7
x(1) == wi-l

Otteniamo dunque
t i(s) t
—t—ds :/ s ds,
/1 Vi(z(s))? =1 1

2
arcosh(z(t)) — arcosh(m) = % —

da cui

| =

La soluzione ¢ dunque

1
x(t) = cosh 373 + arcosh(7) | .



8.

10.

Riscriviamo 'equazione differenziale come segue:
& — cos(2t)x = (sint)? — §
z(0) = -2
Ci troviamo di fronte, nuovamente, ad una equazione differenziale della forma
z(t) + a(t)x(t) = f(t).
Calcoliamo 1
A(t) = /a(t) dt = /cos 2t = Esin 2t.

La soluzione e dunque
sin t sin 2s 1
z(t) = —9¢E" +/ e ((sin 5)? — 2) ds =
0

sin t sin 2s 1 2 1
— —26_T2t —|—/ e_TQ ( — LOS s — ) ds =
0

sin 2s

sin 1 t
— _9¢~ 22t+§/ cos2s-e” 2 ds=
0

_ _2€_¥ B (e_smz;t +1).

. Siamo di nuovo di fronte ad un’equazione differenziale della forma

#(t) + a(t)z(t) = f(D).
Calcoliamo
A(t) :/a(t) dt = /logt dt = tlogt —t = t(logt — 1).

La soluzione, tenendo a mente che il dato iniziale & in t = e, € dunque

t
x(t) = 2et0°811 4 ef(1 — log t)/ etlogt=1 1og ¢ dt =
_ 2€t(logt71) + et(lflogt) (et(logtfl) - 1)

Riscriviamo 'equazione differenziale come segue:

{j: — (logt)z =t
x(e) =e*+ 1.

Siamo di nuovo di fronte ad un’equazione differenziale della forma

#(t) + a(t)z(t) = £(1).

Calcoliamo
A(t) = /a(t) dt = /—1ogt dt = —(tlogt —t) = —t(log t — 1),

La soluzine ¢ dunque
t
l‘(t) _ et(l—logt)(ee +7) _|_€—t(logt—1)/ eslogsel—slogs ds =
0

t
= et17logt) (e 1 7) 4 t(1-108D) / eds=
€

_ et(lflogt) (ee + 7) + et(lflogt)(et - 62).
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Esercizio 3. 1. < Se a < 2, lintegrale diverge, data la presenza del fattore ﬁ

1
Vlz=3|
integrazione impropria (al finito), mentre all’infinito la frazione integranda si
comporta come $3—1/2 e dunque converge;

e Per a = 6, mediante la sostituzione v/ — 3 = t 'integrale diventa:

Se a > 2, lintegrale converge perché il fattore non da problemi di

+oo 1 d +o00 2 d +oo d | b 1 d
/6 (x —2)y/x —3 v /\/3 (1+t2)t v3 1412 b 4o V3 1+t2

=2 lim (arctanb — arctan v/3) = T
b——+o00 3
2. Per x — 400 si ha
T 1

( 22+ 3)n ~ o1

quindi I'integrale converge se n — 1 > 1, cioé se n > 2. Pertanto il piu piccolo valore
di n € N per cui l'integrale converge ¢ n = 3. In tal caso:

1 —3/2 1
/#dxzi/%s(xz—f—?)) / dx:—zi—i-c.
(\/302—1—3)3 = +3

Dunque:
/+OO SU dx lim /b < dx lim ( ! ! ) !
—— =1 _— = — S R
2 (22 + 3)° b—+o0 J2 (22 + 3)° bo+oo \VB2 +3 V7 N
Esercizio 4. 1. Calcoliamo 'integrale indefinito sfruttandone la linearita e la formula

di integrazione per parti:

/(m3 <8—|—fv4)_g +2:E6_z) dz = /xS (8+x4)_% d:p—|—2/:1:e_z dr =

_1 3 4_% —x _
—1/430 (8—1—1‘) dx+2/:ve dr =

2
1(8+a%) 3 ( _ _ 3 1 _ _
=———7F—+2 —:c-ex—/(—e z)dx)z——2$~ex—26‘r+c
2
4 -3 83/(8+$4)2

Calcoliamo ora I'integrale improprio:

+o00 _s5 t _5
/ x° (8 + x4> P 4227 )dzr = lim / x> (8 + x4) P4 oxe ) dx =
0 t——+oo 0

3 1 3
s 2D+

8 8/(8 1 4)?

= lim
t——4o00

(Si ricordi che limy_, 4 oo €75 (t+ 1) = limg_ 400 t:—tl = 0, in quanto il denominatore ha
ordine di infinito superiore al numeratore);

arctanx 1
/ ———— dx = /(arctan x)(arctan x)'dz = B arctan®z + ¢

1+ 22
Pertanto:
+00 arctan x t arctan x 1 2
/ —— 5 dz=lim —— 5 de =7 lim (arctan2 t— 0) = —;
0 14z t=too Jo 1+ 2 t—+o0 8
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Esercizio 5. Per z — 0, si ha:

72 1—cosz 22 /2 1
1 . o /\ 1 1 3 ~ 3 — ~ = .
cosT ~ og(l+ V) ~ Va 2?log(1+ Jx) 22z 2Yx

Dunque, per z — 0, f(z) ha ordine di infinito %, e la sua parte principale e la funzione
g(x) = ﬁ Prima di studiare la convergenza dell’integrale improprio, osserviamo che,

per x € Ry, f(x) > 0. Inoltre:

/+°° 1 —cosz d _/5 1—coszx +/+°° 1 —cosz _ l-cosz VB e R
o x%log(l+ /x) = 22log(1+ ¥/z) de x2log(1 + /) ’ +

In base allo studio fatto in precedenza, possiamo affermare che il primo addendo converge,
perché, per ¢ — 0, f(z) ~ g(z) e l'integrale improprio foﬁ g(z) d x & convergente.

Per studiare la convergenza del secondo addendo fg o0 ﬁdm, utilizziamo il
criterio del confronto :
1 —coszx 2 2
<3

P log(1+ ¥) — 22 log(1+ Ya) —

per 3 abbastanza grande (deve essere 3 > (e — 1)3 ). Poiché Iintegrale improprio

/ 5+ > # dz converge, anche il secondo addendo converge. Pertanto l'integrale di partenza
—+0c0 l—coszx

0 de ¢ convergente.

Esercizio 6. 1. Applicando la sostituzione x = ¢? si ha

/1 L 4 R L dt [21og(t + 1)]p = 2log2 = log 4
T = = o) = 2log2 = log4.
0 T+VT o 24t 0o t+1 8 0 s s

2. Integrando per parti (derivando log z e integrando 1) si ha
1 . ) 1 ‘ .
/0 logx dr = ll_r% ([fvlogzx]E - /E dx) = ;1_13% [xlogx — x| — 1.

3. Applicando la sostituzione 1 — 22 = t? si ha

1

L3 L1 —2)t 1 t3 1 2
2 de= S = - dt=t——| =1->="2.
/0 T /0 ¢ /0( ) 3 33

4. Studiamo prima l'integrale indefinito.

Integrando per parti (derivando logz e integrando

(le)z) si ha

log x 1 1 1
—— dr = — 1 - dzx.
/(1—1—3:)2 v 1+x0gx+/x 1tz "

Ora, utilizzando il metodo dei fratti semplici si ottiene:

1
1+

A B A+ Ax+ Bx
l+x  z(l+x)

_1
_I'

da cui segue che



Si ha allora

log x 1 1 1
08T g — ] Ly o dz =
/(1+:r)2 R ng+/x v /1+x v
1

= ! 1 +1 —1
ogx +logz —lo
1 g g g
x
= 1 + log(1 + x).
11 5087 og(l+ z)

1+z

Tornando all’integrale di partenza, si ha che

t°  logx )
/ P E— dl’ = hm
9 (14 x)? t—+o00

t

log z + log(1 + x)} = +00.
2

z
1+

5. Spezziamo in due l'integrale e studiamo prima l'integrale indefinito:
/efc(:ﬂ—i—sin@ dx = /J:ex dzr + /sinaceﬂc dz.
o Integrando per parti (derivando z e integrando e”) si ha
/xe” dx = ze® —/ex dr =e"(z —1).

o Integrando due volte per parti (prima derivando sinz e integrando e® e poi
derivando cosz e integrando e®) si ha

/sin ze® dr = sinxe® — /cos ze® dr = sinxe” — cosxe® — /sin ze® dx

da cui segue che

X
. e .
/sm xe® dr = 5(s1naz — cosx).

Unendo i due pezzi e aggiungendo gli estremi si ottiene

0 1 0 3
/ e(x +sinz) de = lim {ex (x—1+2(sinx—cosx))} =—_.

—00 t——o0

6. Si noti che si puo scrivere

too 1 d +o0 1 d
/0 1+ a3 x—/o (1+z)(22—2+1) v

Applicando il metodo dei fratti semplici si ha

A  Bz+C _ Aa? — Az + A+ Br+ Ba?+C+Cx 1
l+x 22—2+1 (14+2z)(22—2+1) (14 a) (22 -2+ 1)
da cui segue che
1 1 2
A==, B=-- C=-.
3’ 3 ° 3

12



Si ottiene quindi

o0 e 11t a2
/0 1+:1:3 dv = 3/ 1+2x T3 0o x2-—z4+1 v
too ] 1 [t -1 1 [too 1
— - dr— = [ T deyo | =
3/0 1+zx T3 o x2-z41 x+3/o 22 —x+1 v

1 ftoe 1 1t 2z -1 1 [t 1
:g/o der — = 7dl'+§/ 42_ de =

1+ 6 —z+1 r+1
2
1 t° 1 +oo -1 1 4 +oo 73
- x_f/ 20-1 o 1.4 f/ #dm:
3Jo 14+ 22—r+1 2

1+ (251)°

- tl;gloo élog(l +) - élog(ﬁ —z+1)+ \}g arctan <21:\/—§ 1)}0 =
= lim 110g 1—|-7:B ! arctan (233 _ 1” =

t—+oo | 3 m \/3 7 .
= lim (1 logﬁ 1 arctan (2t — 1)) n T _

t—+oo \ 3 m \/§ \/g 6\/§

i ™ 2

3 6V 33

7. Applicando la sostituzione logx = y si ha

400 1 +oo 1
/ 37— dr = — dy = lim
2 xlog’x log2 Y t—=+o0

1 r i ( 1 >+ 1 1
= = lim - =
2y% g totoo \ 2t2) 2 log?2  2log??2

N—

8. Integrando per parti (derivando log (1 + % e integrando x) si ottiene

/1 1 <1+1>d Es 1+1) +
X 10, — xr = | — lo — _ —
0 & T 2 & T 2 r+1
[ 22 1 93+1—1
= _ ]_ — =
2 ( +az) 2/ Cr41
[ 22 1 1
=|—= 14+ — = dr — = dr =
2 (+x) +2/0 v 20x+1 N
1
r+1 z 1
= —1 ——=1 1| =
og( . )—1—2 20g(3:—|—)0
9 1
[ 22 x
= —log(aH—l)——logaj+§—710g(m+1) =
L 0
(22— 1 z? x ! 1
= 1 1) — —1 —| ==
e og(z+1) 5 ogar—|—2 =3
9. Studiamo prima l'integrale indefinito.
Integrando per parti (derivando arctan% e integrando x—lg) si ha
1 1 1 1 1 1
/—Qarctan— daU:——arctan——/—-i2 dx.
T T x T r 14z

13



Ora, applicando il metodo dei fratti semplici si ottiene

A B:E+C_A:U2+A+Ba:2+0:1: 1

E+ 1+22 (1 + x?) ozl +2?)

da cui segue che

Allora

2
/—arctan—dw-——arctan——/ dx +2/1 v

1
- arctan— —logx + = log(l +2%) =
oz x
\/1+m2
—

1 1
= ——arctan — + log
x x

Aggiungendo gli estremi si ottiene

1 1 Vita?]'
——arctan — + log ———
x x

too ] 1
/ — arctan — dr = lim
1 Z x

€T t—+o0

1

V14 t2
t+ )—FZ—log\@:

. 1 1
= lim —3 arctan n + log

t—4o00
T 1

= — — —log2.
1 2%

10. Studiamo prima 'integrale indefinito.

Integrando per parti (derivando log (1 + %) e integrando - NG si ha

/\}Elog<1+i> dx:2\/510g<1+i)+2/\/§(11+$) dx.

Applicando nell’integrale la sostituzione x = y? si ottiene
1 1 1 1
—1 14+ =] de =2zl 14— 4 dy =
/ﬁog<+x> x \/§0g<+x>+ /1+y2 Yy
1
= 2v/z log <1 + > +4arctany =
x

1
= 2v/zlog <1 + ) + 4arctan /.
x

Ora, aggiungendo gli estremi si ottiene

+o00 t
! log <1 + 1> dr = lim lim {Q\flog ( 1) + 4 arctan \/5] =
x

0 \/> t—400e—0 c

= i hm (Q\flog <1 + ) + 4 arctan \/i) —
- hm (Qflog ( ) + 4 arctan ﬁ) ~
~ lim (2\[ + 4 arctan \[)
(2ve

t—-+o0

- hm e (log (14 ¢) —loge) + 4arctan \/2) = 2.
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