Analisi Matematica 1 - III Appello - Soluzioni

Esercizio 1) [8 punti] Provare che 2 - 33"~ — 727~1 & divisibile per 11 per ogni n € N.

Ne proviamo la validitd per n € N grazie al principio di induzione. Infatti2.337—1—72"=1 = 11
per n = 1 & divisibile per 11. Se supponiamo la proprietd vera per n, abbiamo che nel caso
n + 1 possiamo scrivere 2 - 33712 — 72n+1 come —22- 7271 4-27(2- 3371 — 727=1)  che risulta
divisibile per 11 come somma di due numeri entrambi divisibili per 11. Dal principio di

induzione abbiamo cosi mostrato che la proprietd vale per ogni n € N.
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Esercizio 2) [8 punti] Per A = {232+5 : n € N} determinare 1’estremo inferiore/superiore,
discutendo se si tratta di massimo/minimo.
Sia a, = 232+5. Siccome 23?+5 — 1 per n — +oo in modo decrescente, abbiamo che
1 . N . .
sup A = max A = ap = 25 e inf A = 1 non & un minimo.
(n2+logn>n2

Esercizio 3) [12 punti] Calcolare, se esiste, il limite lim nt .
n—-+o00 \/TL4 +n3 — \/TL4 11

Poiché
) lgn logn —1, o ) logn logn—1, 4 . logn n?
— n2 _— = — = — _— —_ —
ngrfoo(l et n?+1 n nEIEoo n?2 * n?+1 n nETOO(TLZ +1 n2+ 1) :

dagli sviluppi di Taylor dell’esponenziale, osserviamo che

2 1 log n log n 1 —1 n?
lim n—l(w)RQ — lm |14e =2 (1—e nz oy &) —e L
n—-+00 n?+1 n—+o00 n2+1

Tramite razionalizzazione abbiamo quindi che

n2+logn\n2 n2+logn\n2
lim ( nitl ) = lim ( nitl )
n—-—+o00 \/7’L4 + n3 — \/7’L4 +1 B n——+o0o

[\/1+n*1+\/1+n*1]:§
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Esercizio 4) [12 punti] Calcolare, se esiste, il limite lim (Ve -1) 2an(7m‘)'
z—1 e log” x
Applicando due volte la formula di de I’'Hopital e semplificando opportunamente le quantita

che non producono forme indeterminate otteniamo che

f (V= Dten(me) Ly, (Vo Dtenime) Ly, tant) o« voo1 1
a—1 e* log” x € z—1 log” x de -1 logx 2¢ 21 logx %
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T i
V2 —44 2z

Poniamo t = V22 — 4 + 2x — x, ossia = —Qilel) edr = —t;(ﬁtﬁﬁl dt. Dal cambio di variabile

Esercizio 5) [12 punti] Determinare I'integrale indefinito /

otteniamo che
/ z2 p 1/t4—|—8t2+16 ‘
—_—aqr = —— —_—
Va2 — 4 + 22 4 (t — 1)3 t=vVz2—44+2zx—=z



e dal metodo dei fratti semplici ricaviamo che

1 [t'+8t2+16 2 3 1 14 18 17
S . N dt
4/ ‘13 8 1 4/[t—1+(t—1)2+(t—1)3]
_ B3, Ty P U I L
T TR T4 2 2t—1)  8t—-12 " “

Nella variabile di partenza abbiamo che

2 2 2
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Esercizio 6) [16 punti] Determinare la soluzione di #” — 2z = 16t2¢** con z(0) = 7, #/(0) =
V2.

Risolvendo il polinomio caratteristico P(A\) = A* — 2 = 0, otteniamo che A\ = 4+/2 sono
due radici distinte e quindi le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono della forma
Tom = cle\@t + CQC_ﬁt. Dal metodo di variazione delle costanti cerchiamo la soluzione

particolare della forma z = ¢; (t)eﬁt +c (t)e_‘/it, ove ci(t) e ca(t) risolvono il sistema
c’le‘/ﬁt + C’Qe_ﬁt =0, c’le\/it — C'Qe_ﬁt = 8\/§t26t2.
Risolvendo il sistema otteniamo

Cl(t) = 4\/§/t26t2_ﬁt — \/5(2t+\/§)et2_\/§t, Cz(t) — —4\/§/t2€t2+‘/§t _ —\/5(2t—\/§)et2+\/§t

e quindi la soluzione particolare cercata ha la forma Z(t) = 4et”. La soluzione generale ha
la forma cieV2 + cye~ V2t 4 Z(t). Imponendo le condizioni iniziali z(0) = 7 e #/(0) = v/2
otteniamo ¢; + co +4 = 7 e v/2(c1 — ¢2) = v/2, che ha soluzioni ¢; = 2 e ¢ = 1. La soluzione
richiesta ¢ quindi

z(t) = 2eV2 4 emV2l 4 4ol

Esercizio 7) [16 punti] Studiare il grafico della funzione f(z) = wewEs.

Dominio (0,1) U (1, +00)

Intersezione assi e segno di f {f >0} = (0,1) U (1, +o0)

Asintoti x = 1 asintoto verticale, no asintoto obliquo a +oo

lim f(z) =0, lim f(z)= 400, lim f(z)=0, lim J@) =1, lim [f(z)—z] =+o0
z—0t z—1t z—1— z—+o0 T x—+00

Monotonia di f

log?x — 1
F(x) = etose Oigﬁx {f' >0} = (0,e 1) U (e, +00)




Convessita di f

2
(@) = e@Qlogm—log x+1

, {7 >0 =(eV2 1)U (L, eV,

zlogt



