Analisi Matematica 1 - II Esonero - Soluzioni

log

Esercizio 1) [8 punti] Calcolare, se esiste, lim .
x—0+ cotx

Dalla formula di de I’'Hopital e dal limite notevole del seno abbiamo che
log . sin?z
im = — lim =0.
x—0+ cotx z—=0t T

Esercizio 2) [12 punti] Determinare lo sviluppo di Taylor al quart’ordine in zy = 0 di
f(z) =e"log(l —z).
Dagli sviluppi e* =1+ 2z + % + %3 + O(x%) e log(1+ ) = x — ‘%2 + ‘”—; — L 4+ O(a®) per

x — 0, ricaviamo che
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Esercizio 3) [12 punti] Calcolare, se esiste, lin% (tan z)Pe T,
T—
Siccome
1 1 1

lim (t lglel = lim (—t el = lim (t fog [y

mi%{( anz) yi%l+( any) yg&( any)
tramite il cambio di variabile y = —x, abbiamo che

1 1
lim (tanx)®ell = lim (tanx)lsll

z—0~ z—0t
e basta considerare il calcolo del solo limite destro. Dalla formula di de I’'Hopital e dal limite
notevole del seno otteniamo che

log(tanz) T . T

= lim —5—— = lim —— =1.
z—0+  log|z| 20+ cos? xtanx x>0+ sinx

Scrivendo tan z = e!°8(tan2) otteniamo che
) 1
lim (tanx)lslel = ¢
z—07t
e quindi

1
lim (tan x)lesl=l = e.
z—0
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Esercizio 4) [16 punti] Calcolare, se esiste, lim — [(256 +VI1+ 2x2)ta}1z - 62]
T—

0x
Dagli sviluppi di Taylor noti abbiamo che 2z + /1 + 222 = 1 + 2z + 22 + O(2?), tanz =
x4+ O(z?) e quindi
log(2z + V14 222) 2z — 2%+ O(2?)
tan - x4+ 0(2?)

=2-24+0@@*)1+0=%)])=2-2+0(z?)



per  — 0. Scrivendo 2z + /1 + 222 = elog(2z+v 1+22%) dal limite notevole dell’esponenziale

otteniamo infine che

2—z+0(z?) _ 2 —z+0(z?) _ 1
e e e
hm [2x+\/1+2x2 tanr—e}zlim =2 lim —— = —¢2.
z—0 T z—0 T
. . . . . . dx
Esercizio 5) [16 punti] Calcolare I'integrale indefinito - —.
sin x(2 + cosx — 2sin )
Poniamo ¢ = tan % Dalle formule sinz = %, cosxy = tl{ J:i e dr = t%ﬁfl e dal teorema di

cambio di variabile otteniamo che

/ du _/ 2 +1 dt’
sinx(2+cosz — 2sinx) ) t(t2—4t+3) li=tang’

Dal metodo dei fratti semplici abbiamo che

t2+1 t2+1 1 [1 3 5
S L S VAR [ e s S | L dt
l/aﬁ—@+3) /?@—n@—3) 3/% —itis

1, tt—3)°
—log | —%
glosl it
e quindi otteniamo che
dz 1 tan Z (tan £
— 1 2 2 ‘
/ sinz(2 + cosx — 2sinz) 3 ©8 (tan § — te

d
Esercizio 6) [16 punti] Per o > 0 determinare I'integrale indefinito / — %% ¢ calcolare

vz + «
/ 243a+4 d
a?tatl VI +

. . . 2
Poniamo z?+a = (z+t)?, ossia scegliamo t = Va2 + a—z oz = 25, Siccome dz = tQZCf‘ dt

dal cambio di variabile otteniamo che

€T 2
T g R
/ VT2 + « / 2 —a  lt=va?ta—z

e dal metodo dei fratti semplici ricaviamo che

1 1 i—va
/t2—a \F/t— Vo trvals el gl te

Nella variabile di partenza abbiamo che

/ —ilo ’\/:p2+a—:p—\/&|+c
/22 +a  Va g\/:n2+oz—:n+\/5z




e quindi otteniamo che

/0‘2+3°‘+4 dx 1 |\/(a2+3a+4)2+a—a2—3a—4—\/5
a2ta+1  TVI?+a Ve V2 +3a+4)2+a—a?—3a—4+/a
1 Ve+a+1)2+a-a?—a-1-a

Va ‘\/(a2+a+1)2—|—a—a2—o¢—1+\/&

Va

Esercizio 7) [20 punti] Data I'equazione "4z = cot? t determinare le soluzioni dell’equazione
omogenea associata ed una soluzione particolare. Calcolare inoltre 'unica soluzione x con
dati iniziali (%) = /(%) = 0.

Risolvendo il polinomio caratteristico P(A\) = A% +1 = 0, otteniamo A = 4i e quindi le
soluzioni dell’equazione omogenea associata sono della forma c¢; cost+ co sint. Dal metodo di
variazione delle costanti cerchiamo la soluzione particolare della forma c;(t) cost + ca(t) sint,

ove c1(t) e ca(t) risolvono il sistema
/ /. _ /s / _ 2
cicost+cysint = 0, —cysint + cy cost = cot” ¢.
Siccome

cos® t
sin?t

cos?t
mnt

c’lz—sintcotQt:— ,cézcostcotQt: ,

otteniamo che

2 2 2
cos“t cos“t S
ci(t) = — dt = ————sintdt = — ds
1(®) /sint /coszt—l /32—1

s=cost

, 1/[ 1 1 1d ; 11 1 —cost
= —cost— — — s = —cost — —log ———
2 s—1 s+1 s=cost 2 g’1—|—cost
e
3 2 2
cos® t 1 —sin“t 1-— 1
co(t) = / — dt:/_;ncostdt:/ 28 ds = ——— —sint.
sin“t sin“t S s=sint sint

La soluzione particolare cercata ¢

1 —cost

F(t) = —~ cost]
Z(t) = —=costlog ——— —
2 g1—&—(30515

e la soluzione generale ha la forma ¢ cost + casint 4+ Z(¢). Imponendo le condizioni iniziali

x(%) = 2/(%) = 0 otteniamo c¢; = 0 e ¢z = 2 e quindi la soluzione richiesta &

1 —cost

(t) = 2sint — ~ cost1
z(t) = 2sint — - costlog —— —
2 g14—(30515



