Universita degli Studi di Roma Tre, A.A.
2023/2024
Corso di Laurea Triennale in Fisica e
Matematica
AM110 - Analisi Matematica 1
Docente: Pierpaolo Esposito

Esercitatore: Luca Battaglia
Tutori: Lorenzo de Leonardis, Michele Matteucci

Soluzioni Tutorato 2

Esercizio 1. Determinare se i seguenti sottoinsiemi di R sono limitati superior-
mente/inferiormente, in caso affermativo calcolare 'esteremo superiore/inferiore,
e stabilire se si tratta di un massimo/minimo.

(i) Procediamo per passi.

n—1 n—1

1) >0perognin>1,e =0 quando ¢ n =1, quindi 0 & il
minimo.
n—1

2) < 1 per ogni n > 1, quindi 1 & un maggiorante ma non il mas-

simo. Dimostriamo che 1 ¢ il sup: preso € > 0 piccolo, la disequazione
n—1 L 1
> 1 — € ammette soluzioni, ovvero n > —.
n €

(ii) Procediamo per passi.

2 2

1) 712711 > —1perognin € Z, e 712711 = —1 quando é n = —1, quindi
—1 ¢ il minimo.

9) 2 4 incZ e —2""_ —1quandoén 1, quindi 1 ¢
—_ er ogni n e =1 quando é n = uindi 1 &
g S1perog | a , d
il massimo.

7
(v) Le soluzioni della disequazione va? 4+ 2 < 243 sono = € {—6; oo)., quindi

il minimo dell’insieme ¢ —— e I'insieme ¢ illimitato superiormente.



2?2 — 51 +6
3 —1
quindi 'insieme ¢ illimitato inferiormente e 2 & il sup ma non il massimo

dell’insieme.

(vi) Le soluzioni della disequazione > 0 sono z € (—o0;3)U(—1;2),

V6T —1 V69 +3

?

(vii) Le soluzioni della disequazione |z—5x2+3| < 2x sono x € [

10 10
V61 —1
quindi il minimo dell’insieme é 6170 e il massimo dell’insieme ¢é
V69 + 3
10

ﬂ2—

1
n?+1
sup A =1, inf A = —1 e stabilire se si tratta di massimi e/o minimi.

Esercizio 2. Dato I'insieme A = {(—1)" T nE 221}, dimostrare che

Procediamo per passi:

2

n°—1

D (=1)"— 1 < 1 per ogni n > 1, quindi 1 & un maggiorante ma non un
n

massimo. Dimostriamo che 1 ¢ il sup: preso € > 0 piccolo, la disequazione

(_1)nn2—1 2—¢

> 1 — € ammette soluzioni, ovvero n >
(se n @ dispari la disequazione non ¢ soddisfatta).

Z con n pari
n?+1

2
n‘—1
2) (-1
minimo. Dimostriamo che —1 ¢é 'inf: preso € > 0 piccolo, la disequazione
2
n —1 2—¢
(=1)"— < —1 + ¢ ammette soluzioni, ovvero n >
n®+1 €

> —1 per ogni n > 1, quindi —1 é un minorante ma non un

con n
dispari (se n & pari la disequazione non é soddisfatta).

log x

V1 +log® z

sup B =1, inf B = 0 e stabilire se si tratta di massimi e/o minimi.

Esercizio 3. Dato l'insieme B = { i x € R21}7 dimostrare che

Procediamo per passi.

1 1
1) LJCQ > 0 per ogni x > 1, oltretutto Lﬂ =0perz=1,
V14log“z V1+4log“x
quindi 0 ¢& il minimo.
log . AT .
2) < 1 per ogni x > 1, quindi 1 é un maggiorante ma non un

V1+log’x

massimo. Dimostriamo che 1 ¢ il sup: preso € > 0 piccolo, la disequazione

log 1+V1+2—¢?

—— > 1 — ¢ ammette soluzioni, ovvero = > 5
V1+4logz 2e—¢
(notare che se scegliamo ¢ piccolo allora risulta 2 > £2).




Esercizio 4.

(1)

(i)

(vii)

(viii)

lim vn+1l—+/n-—1 _

n— oo

o ovVn+l—-vn—-1 Vn+l4+/n-1
lim

n n—o0 n .\/n—i—l—&—\/n—l N
i n+l—n+1 2 0
1m = — =

n—con(vn+1+vn—1) oo
(n+1)5 — (n—1)8

— lim (n+6n°+..) — (n® —6n°+..)

lim

5= 6 (con i puntini stiamo indicando polinomi in n di grado strettamente

minore di 5)

2 2
. 2 . en—1 . oen—1
lim n(enfl): lim T =2 lim 5 =2.1=2
n—o00 n—o00 = n—00 =
n n
. n . | Vons . 1905 .
lim v/2n®+1 = lim elog’( n +1) = lim e» 52"+ ra notiamo

n—00 1 n—00 n—00
che lim — log(2n®+1) = 0 poiché il logaritmo di un polinomio p(z) cresce
n—oo n

pit lentamente di un qualsiasi polinomio g(x), quindi lim ew log(@n®+1) _
n—oo

=1

nl;rr;o [nlog(n — 1) — (n — e ™) logn| = nl;néo [nlog(n — 1) — nlogn +
e " logn)] = lim nlog <n> + lim e "logn = lim log (n) +
n— oo n n—oo n—o0 n

n— oo

1 n
0= lim log (1 — > = log(e_l) =1
n

2

. € . cosn . .oen

lim ——— = lim — — ——, ora notiamo che lim — = oo
n—00 n2 n—oo N2 n2 n—oo n2

poiché l'esponenziale di un polinomio p(z) cresce piu velocemente di un

qualsiasi polinomio g(x), oltretutto notiamo che lim = 0 poiché

n—oo N2
cosn ¢ una quantita che oscilla tra —1 e 1 (e quindi ¢ limitata) mentre
9 . en cosn
n” — oo per n — 00, quindi lim — — —— =00 —-0=00

n—oo N n

3\" 2+1\" 1 " m=n
lim nt = lim ntetl = lim |1+ 22 Jim
2

1\™ 1\~
lim (1+> <1+) =e-1l=c¢
m—00 m m

+n

lim
n—oo

n2 n—00 n2 n—0o0

n?logn 2 1 n’logn 1,21
/4 ' n 1+ Pt ) 1\ 2" logn
—_— = lim e e— = lim 1 + E

12n° + ...
im —— =
nsoo (n+1)° 4+ (n—1)5 n—ooo (nd+...)+ (nd—..) n—oo 2n5 + ...
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lim {1+ — = lim 1+ — =el=1
n— oo 3 n—oo n3
) log(lﬁ-#) log(l-ﬁ-#) n% %
(xi) lim 5~ = lim el R
n—oo log (1 + =5 n—oolog (14 %) -5 =5
i 181+ 52) o 2y s (1t ) & n’
im <= = lim — =
M L i B T L e ) 3
1-1-c0=00
R (e A U Sl D L S € e L o
(xiv) lim ~—————— = lim . = lim —2~ " =
n— o0 4n™ — 5n)! n—oco  pn(4 — 5% n—oo 4 — 5%
e T +0 _ e 7
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)n (eTIL log(1+(3)") _ 1) . %l()g(l——‘r(%)n) —
5 Slog(14 (3)")
")

e 108(1+(3)™") _ 1 log(l + (3
7 lim & s 2 A
e Tlog+ (9 (O n
(xix) lim VAn2 —2—vn2 +1 ~ lim VAn2 =2 —vn2+1 V4n2 —2+vVn2 +1 _
n— oo 1—n I yareey 1—n \/4n2—2+\/n2+1_
lim an? —2—-n? -1 ~ lim 3n%—3
n—o (1 —n)(VAn2 =2+ Vn?2+1) n=x (1—n)(VAn2 =2+ Vn? + 1)
lim S(n=Din+1) =3 lim ntl =
n—oo (1fn)(\/4n272+\/n2+1) n—00 \/4n2 — 2 +/n2 + 1
1+4 1+4 1
3 lim ( + ) =3 lim + +0

SR G I R

§
. .. tan(ne 2") 4 ny/10 — 10 cos(e—2") ) (nefzn)td?n(:ezn) ) 4+ nv104/T — cos(e—2")
(xxi) lim (0 To—zn = lim (e
n—soo sin ((2n + 1)e—2n) n—soo ((2n +1)e~2n)silntlle &
—9n \/5 _on \/ 1—cos(e—2m)

i + V10 YZe—an i ne 14+ V1042 145

1m = l1m = e

n—o0 (Zn + 1)672”‘ n—o00 ne—2n (2 + %) 24+0
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(xxii) li_)m (n — narctan (3¢"))sin (n 1) = li_)m n (1 — arctan (3e™)) (n_l)Sir(ln(nl_)l)

sin (n~1) _ (1_§) '1:_77—2

lim (1 — arctan (3e")) 5 7

n— oo (n=1)



