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Esercizio 1.

Esercizio 2. (i) Se f(x) è pari, ovvero f(−x) = f(x) per ogni x ∈ R, allora

F (−x) =

∫ −x

0

f(t) dt = −
∫ x

0

f(−s) ds facendo il cambio di variabile

t = −s. Allora dato che f è pari: −
∫ x

0

f(−s) ds = −
∫ x

0

f(s) ds = −F (x),

ovvero F (x) è dispari.

(ii) Se f(x) è periodica di periodo T e
∫ T

0

f(t) dt = 0, allora F (x + T ) =∫ x+T

0

f(t) dt; cambio di variabile t = s + T , quindi: F (x + T ) =∫ x+T

0

f(t) dt =

∫ x

−T

f(s − T ) ds =

∫ x

−T

f(s) ds poiché f(x) è period-

ica e f(x− T ) = f(x)

Quindi:
∫ x

−T

f(s) ds =

∫ 0

−T

f(s) ds+

∫ x

0

f(s) ds.

Adesso
∫ 0

−T

f(s) ds =

∫ T

0

f(z − T ) dz =

∫ T

0

f(z) dz = 0 per ipotesi.

Quindi:
∫ x

−T

f(s) ds =

∫ 0

−T

f(s) ds +

∫ x

0

f(s) ds = 0 +

∫ x

0

f(s) ds =∫ x

0

f(s) ds = F (x).

1



Quindi F (x) è periodica di periodo T .

(iii) Se f(x) è dispari allora ∀r ∈ R vale
∫ r

−r

f(x) dx = −
∫ −r

r

f(−t) dt facendo

un cambio di variabile x = −t. Ma
∫ −r

r

−f(−t) dt =

∫ −r

r

f(t) dt perchè

f è dispari. Allora:∫ r

−r

f(t) dt =

∫ −r

r

f(t) dt = −
∫ r

−r

f(t) dt

Ma quindi 2
∫ r

−r

f(t) dt = 0 che implica che
∫ r

−r

f(t) dt = 0

Esercizio 3.

(ii) Risolvo il seguente problema di Cauchy:

{
ẋ = 3tet

2

x

x(0) =
√
e3

Risolvo l’equazione differenziale con separazione di variabili:

ẋ(t)

x(t)
= 3tet

2

Integro in dt: ∫
ẋ(t)

x(t)
dt =

∫
3tet

2

dt

e ottengo:

x(t) = ce
3
2 e

t2

con c ∈ R

Ora risolvo il problema di Cauchy:
√
e3 = x(0) = ce

3
2

da cui segue che c = 1 e allora la soluzione è:

x(t) = e
3
2 e

t2

(v) Risolvo il seguente problema di Cauchy:

{
10ẋ− 2tx = t3

x(0) = −5

Risolvo l’equazione omogenea associata con separazione di variabili:

10ẋ− 2tx = 0

e ottengo:

xo(t) = ce
t2

10 con c ∈ R

Ora uso il metodo di Lagrange delle variazioni di costanti per ottenere la
soluzione particolare. Considero una soluzione particolare del tipo:

2



xp(t) = c(t)e
t2

10

Quindi xp(t) = c(t)e
t2

10 ; ẋp(t) = ˙c(t)e
t2

10 + c(t) t5e
t2

10 allora l’equazione deve
verificare che:

10
(

˙c(t)e
t2

10 + c(t) t5e
t2

10

)
− 2t

(
c(t)e

t2

10

)
= t3

Quindi: c(t) = 1
10

∫
t3e−

t2

10 dt = − t2

2
e−

t2

10 − 5e−
t2

10 + c

Allora la soluzione particolare è:

xp(t) = c(t)e
t2

10 = − t2

2 − 5

Allora la generica soluzione all’equazione differenziale è:

x(t) = xo(t) + xp(t) = ce
t2

10 − t2

2 − 5 con c ∈ R

Adesso risolvo il problema di Cauchy:

−5 = x(0) = c− 5

e trovo che c = 0 da cui segue che la soluzione al problema è:

x(t) = − t2

2 − 5

(viii) Risolvo il seguente problema di Cauchy:
ẍ− 7ẋ+ 12x = te3t

x(0) = 1

ẋ(0) = 0
Risolvo l’equazione omogenea associata:

ẍ− 7ẋ+ 12x = 0

Cercando soluzioni del tipo x(t) = eλt come al solito passo al polinomio associato:

λ2 − 7λ+ 12 = 0

Trovo λ1,2 = 3, 4 e quindi la soluzione dell’equazione diff. omogenea associata è:

xo(t) = c1e
3t + c2e

4t con c1, c2 ∈ R

Ora cerco la soluzione particolare nella seguente forma: xp(t) = e3t(at2 + bt+
c), poiché derivate e somme di polinomi per esponenziali continuano ad essere
polinomi per esponenziali.

Quindi xp(t) = e3t(at2+bt+c); ẋp(t) = e3t(3at2+(2a+3b)t+b+3c); ẍ(t) =
e3t(9at2 + 12at+ 2a+ 9bt+ 6b+ 9c) allora l’equazione deve verificare che:

e3t(9at2 + 12at+ 2a+ 9bt+ 6b+ 9c)− 7e3t(3at2 + (2a+ 3b)t+ b+ 3c) +
12e3t(at2 + bt+ c) = te3t

Quindi basta prendere a = − 1
2 e b = −1 e c = 0 La solzione generale è quindi:

3



x(t) = xo(t) + xp(t) = c1e
3t + c2e

4t + e3t(− 1
2 t

2 − t) con c1, c2 ∈ R

Ora risolvo il problema di Cauchy tale per cui x(0) = 0; ẋ(0) = 1 e trovo
quanto valgono c1 e c2: {

1 = x(0) = c1 + c2

0 = ẋ(0) = 3c1 + 4c2 − 1

Quindi per risolvere il problema di Cauchy basta prende c1 = 3 e c2 = −2
Soluzione finale:

x(t) = 3e3t − 2e4t + e3t(− 1
2 t

2 − t)

(ix) Risolvo il seguente problema di Cauchy:
2ẍ(t)− 3ẋ(t) + x(t) = t

x(0) = 0

ẋ(0) = 1
Risolvo l’equazione omogenea associata:

2ẍ(t)− 3ẋ(t) + x(t) = 0

Cercando soluzioni del tipo x(t) = eλt come al solito passo al polinomio associato:

2λ2 − 3λ+ 1 = 0

Trovo λ1,2 = 1, 1
2 e quindi la soluzione dell’equazione diff. omogenea associata è:

xo(t) = c1e
t + c2e

1
2 t con c1, c2 ∈ R

Ora cerco la soluzione particolare nella seguente forma: xp(t) = at+ b, poiché
derivate e somme di polinomi continuano ad essere polinomi.

Quindi xp(t) = at+ b; ẋp(t) = a; ẍ(t) = 0 allora l’equazione deve verificare
che:

0− 3a+ at+ b = t

Quindi basta prendere a = 1 e b = 3 La solzione generale è quindi:

x(t) = xo(t) + xp(t) = c1e
t + c2e

1
2 t + t+ 3 con c1, c2 ∈ R

Ora risolvo il problema di Cauchy tale per cui x(0) = 0; ẋ(0) = 1 e trovo quanto
valgono c1 e c2: {

0 = x(0) = c1 + c2 + 3

1 = ẋ(0) = c1 +
1
2c2 + 1

Quindi per risolvere il problema di Cauchy basta prende c1 = 3 e c2 = −6
Soluzione finale:

x(t) = 3et − 6e
1
2 t + t+ 3
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