Analisi Matematica 1 - II Appello

2 3 neN } Pestremo inferiore/superiore,

Esercizio 1) [8 punti] Determinare per A = {"T-l_m :

discutendo se si tratta di massimo/minimo.

1
2 3 . C e o .
s R el vogliamo mostrare che 111}1f =0e max = a = 5. Infatti a, > 0

¢ vera per ogni n € N perché equivalente a 2n + 2 > 3 ed abbiamo che lim a, = 0, che

Data a,, =

n—-+4o0o
rovano inf = 0. La disuguaglianza a, < 1 pué essere riscritta come "o—4ntd _ (n=2)" >0
P y suag n<3P m+)? — (nF1)?
R . 1
che e vera per ogni n € N, n # 2, mostrando che mj%x =ay = 3

Esercizio 2) [12 punti] Determinare per quali n € N ¢ valida la disuguaglianza 2" > n? + 1.

La disuguaglianza 2" > n? + 1 & chiaramente vera per n = 1 e falsa per n = 2,3,4. Per
n = 5 abbiamo che 2° = 32 > 52 + 1 = 26 & vera. Supponendo tale proprietd vera per
n > 5, abbiamo che 2"*t! = 2.2" > 2(n? + 1). Siccome 2(n? + 1) > (n + 1)2 + 1 equivale
a n(n —2) > 0, otteniamo che 2”1 > (n + 1) + 1 e quindi dal principio di induzione la

disuguaglianza 2" > n? + 1 ¢ valida per ogni n € N, n > 5, oltre che per n = 1.

in(2 1— 2x 2 2
Esercizio 3) [12 punti] Calcolare, se esiste, il limite lim sin(2z) + ¢t

z—0 Vi3 -1

Razionalizzando abbiamo che

. sin(2z) + 1 — €2 + 222 . sin(2z) + 1 — €2 + 222
lim =2 lim
z—0 m —1 z—0 3

e dalla formula di de L’Hopital otteniamo che

osin(2z) +1—€* 227 4 cos(2x) — € + 2z 8 . sin(2z) +e%* —1 16
lim lim

o0 VIt -1 Bam 22 3 20 2 3

dai limiti notevoli di seno ed esponenziale.

™ >tan[n7r(\/n2+1—n)]

Esercizio 4) [16 punti] Calcolare, se esiste, il limite lim (sin(2 )
n

n—-+00

Siccome tramite razionalizzazione

™m T 0
) = sin(=
2n +2

sin 3 2t D)~ Gnyn)

[§]

COS[W(M—n)] = cos( T mvni+l-n

nm . T
— ) = COS( -~ —F/——— ) = S1n
\/n2+1—|—n) (2 2\/n2+1+n) (2(\/n2—|—1—|—n)

5



abbiamo che

cos(52=) — 1

lim (COS(%) - 1) tan[mr(m —n)] = lim - 2(”+71r)
n—+00 (n+1) n——+oc0 Sln(m)
7 2(vn?+1+n)?

1
nﬁufoo 8(n + 1)2 T

=7

dai limiti notevoli di seno e coseno. Otteniamo quindi che

. ) ™ tan[nm(vn2+1-—n)]
lim (Sln( )
n—+o0o 2n + 2
e 1 — 1 [cos( n‘" )—1] tan[nm(vVn24+1—n)]
= lim [(1 + COS(L) — 1)zt 1} 2t =e "
n—-+00 Z(n + 1)
dal limite notevole di Nepero.
V31 dzx
Esercizio 5) [16 punti] Calcolare I'integrale definito / sdx
0 (x+1)(3—2z—a?)2

Dal cambio di variabile ”"T‘H = sint otteniamo che

V3-1 dx 1 V31 dx
/ sdr = / sdr =
0 (x+1)(3—2z—2?)2 8 Jo (x—i—l)[l—(xTH)?]E

oo =
3

/€ dt
= sintcos?t’

Dal cambio di variabile s = cost otteniamo che

Va-1 dx do — 1[5 sin tdt 1 ds
TER (1—cos?t)cos?t 81 s2(s2—1)
0 (x +1)(3 — 2z —2?)>2 z 1

e dal metodo dei fratti semplici abbiamo che

oS

V3

Va1 d 171 12 1 1 1%
/ - gdr = — 2[ —7+f2]ds:—log|7s+ -
0 (z+1)(3 -2z — 22)2 16 1 s+1 s—1 s —

1. V342 1 1
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Esercizio 6) [16 punti] Determinare la soluzione di 2 — 3%/ 42z = —&=3 con z:(0) = 3—log 2,

(e+1)
2'(0) = § —2log2.

Il polinomio caratteristico P(A) = A2 —3A+2 ha radici 1,2 e quindi le soluzioni dell’equazione

2t

omogenea sono della forma xyy,(t) = cret + ce?, c1, ca € R. Cerchiamo una soluzione

particolare della forma Z(t) = c1(t)e! + ca(t)e?, ove ¢1 e cp risolvono il sistema

€2t

diet + che? =0, el +2che* =



Risolvendo il sistema otteniamo che

dt ds 1 1 1
)= [ i [l - [e

La soluzione generale dell’equazione si scrive della forma

1
s—et el +

et

et +1

t
2(t) = Tom(t) + Z(t) = cre’ + cpe™ + eteﬁ +e* log

e le costanti c¢1, co devono soddisfare il sistema

1

eZt

+et+1

3 9
1—log2+4+c1+co=3—2log2, 3 —2log2+c1 + 2¢co = 3 — 2log 2.

Abbiamo che ¢; = ¢ = 1 e quindi la soluzione cercata ¢

t 2t ¢! 2t ¢! e
t) = —_ 1 _—
() = +e +et+1 e et +et+1
72
Esercizio 7) [20 punti] Studiare il grafico della funzione f(z) = log pTE
x

Dominio (—oo, —2) U (—2,0) U (0, 4+00)

Intersezione assi e segno di f {f > 0} = (—o0,—1) U (2, +00), (2,0), (—1,0)
poiché
9 2+r+2>0 sex < —2
¢ >lr+ 2| < N sr<—-lox>2
¢ —x—2 sex > —2
Asintoti: verticali z = —2 e & = 0, no asintoti orrizontali/obliqui a foo
lim f(z) = +o0, lim f(z)=—00 lim f(z) =+o0 lim /()
r—>—2 ’ x—0 ’ r—to0 ’ r—+oo g

Monotonia di f

rz+4
F@) = rgy 20 = (C4-DU0+0)
Convessita di f
" _ 22+ 8x+38 " _
fia) = T 2w 22 {f" >0} =(—4-2V2,—-4+2V2)

et

= log ———
s=e¢t 8 el + 1+

1
et +1°




