Analisi Matematica 1 - II Esonero
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Esercizio 1) [8 punti] Calcolare, se esiste, lim z|arctanz — u cos(—=)
T—+00 2

B

Dalla formula di de L’Hopital otteniamo che

T 1 : 1
1 arctanz — % cos(—=) sin(—=) 2
lim z|arctanz — gcos(—) = lim j VEL _ lim [% 1\/5 1 v 5
T——400 \/E T—~400 x T——400 NG + x
T
= 2
4

log(e® —
Esercizio 2) [8 punti] Calcolare, se esiste, lim M
20 z log(1 + 3x)

Dalla formula di de L’Hopital otteniamo che

log(e® — ) . log(e® —z) . e’ —1 1
m-———=Ilm——*=1lim ——— = —
a—0 xlog(l+3x) =0  3a? =0 6x(e® —x) 6

grazie ai limiti notevoli di logaritmo ed esponenziale.

us 1 R
Esercizio 3) [16 punti] Calcolare I'integrale definito / P eme
0 2+cosx

Tramite il cambio di variabile ¢t = tan% abbiamo che

2 1 —si L4294 41
/251”@7—2/ s
0 2+COS.’1}' 0 (t -+ 1)(t +3)

Dal metodo dei fratti semplici otteniamo che

P 1-—sing ! t t+1 243 2 t
E—— = 2 - gt =1 T2 4 ¢ o
/0 24 cosa /0[ Zy1 gyt =leslgy) t et Al

Esercizio 4) [16 punti] Calcolare I'integrale indefinito /

Va2 4+ 2x -3
Tramite il cambio di variabile t = Va2 + 2z — 3 — x, ossia z = 243 o dy = Mdt,

T 2(t-1) T 2(t—1)2
abbiamo che )
1
/ Y =z / ﬁdt )
Va2 + 2z —3 2) (t—1)2 |Va?t22—3-=2

Dal metodo dei fratti semplici otteniamo che

1 [ 243 1 1 2 t 2
S NV dt =< +loglt—1] — ——
2/(t—1)2 /[2+t—1+(t—1)2] g Hloglt =1 =37 +¢
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e quindi

Va?+2x -3 — 2
/ i do = Y& 2T x+log|\/ x? 4+ 2x — 3—z—1|— +c.
Va2 +2x—3 2 Vi +2z -3 -2 -1

Esercizio 5) [16 punti] Determinare la soluzione z(t) dell’equazione z’ = sin(logt) cos? x con

z(1)=0

Siccome cos?(0) = 1 # 0, per t ~ 1 per separazione delle variabili otteniamo
t t 2(t) g
/ sin(log s)ds = / %ds = / 7925
1 1 cos?x(s) 0  cos*x

/ez sin zdz = €”sin z/ez cos z = € (sin z—cos z)/ez sin zdz = /ez sin zdz = e

Poiché
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tramite una doppia integrazione per parti, ponendo z = log s abbiamo che

t logt tsin(log £) — ¢ - 1
/ sin(log s)ds = / e sin zdz — sin(log?) 2(305( ogt) + ‘
1 0

x(t) dx
Siccome / 5— = tanx(t) otteniamo che
o cosz

tsin(logt) —t logt 1
2(t) = arctan { sin(log t) 2cos( ogt) + ]
Esercizio 6) [16 punti] Detto A\g = sin(—2), determinare la soluzione z(t) dell’equazione

o 2t+1 2 *5% cos> )
T = @Eieirot T (t+3)% Trsin2g con x(—2) = —Ao + 2arctan \g

Con il metodo dei fratti semplici calcoliamo

t 2541 b 2s+1 b2 5 5 |t
Alt) = —ds =  _ds= — ds =21 3+ ——
®) /282+68+98 /2(s+3)2 ° /2{s+3 (s+3)2]3 ogls + |+s+3_2

t+2
— 2log(t+3) -5
og(t +3) =573

pert~ —2e

t 3 t 2 sint 2
_ss+2  COS° S 1 —sin“s 1—=2
/ e—A(S)(S + 3)26 S ——— 7 ds = / ——————cossds = / dz = 2arctanz — z
A

9 1+ sin®s 9 1+4sin’s 1+ 22
= 2arctan(sint) —sint — 2arctan A\g + Ag

0

tramite il cambio di variabile z = sin s. Dalla formula risolutiva delle ODE lineari del I ordine
a coeflicienti variabili otteniamo che

t . 3
z(t) = eA®) [/ e*A(S)(s+3)26_5éi§ Léds—kac(—Q)] = (t+3)26_5%[2 arctan(sin t)—sin ¢].
_9 1+ sin®s

,sinz — cos z

sint

Ao



con condizioni

Esercizio 7) [20 punti] Determinare 'unica soluzione di 2" + 3z’ 4+ 2z = :Z[tzl
_15

iniziali x(log2) = —-2 arctan 2 — %6 log3 — ilog 5, 2’ (log2) = %arctan2 + %log’é

Il polinomio caratteristico P(A) = A24+-3A42 haradici —1, —2 e quindi le soluzioni dell’equazione

2t

omogenea sono della forma xon,(t) = cre™t + cae™?, c1, ca € R. Cerchiamo una soluzione

particolare della forma z(t) = c1(t)e ™" + ca(t)e ™2, ove ¢; e ¢z risolvono il sistema
t
It 1 =2t /ot ) 9t e’ +2
cie "+ coe =0, —cie " —2ce = .
1 2 1 2 edt — 1

Risolvendo il sistema otteniamo che

tet+2 _ s+ 2
q(t):/e e4t_1dt_/(s—l)(8+1)(32+1)

B c et +2 . s(s +2)
CQ(t)—/e2 eﬁhf_:[dt_/(s—l)(8+1)(32+1)

Dal metodo dei fratti semplici abbiamo che

s=ct

s=¢t

/ s+ 2 —1/[ 5 1 —25+2]ds—llo ]&Parcmns
G-DE+0)E2+1) 4)%-1 s+1 2417 48 G112+ 1)

[§]

s(s+2) 1 3 1 25 — 1 1 (s—1)3(s+1), 1
- = — = —2 d :——l N 7 N t
/(8—1)(S+1)(82+1) 4/[3—1+s—|—1 52—1—1] S 1 og | Z+ 172 | 5 arctans

ottenendo quindi

1 (e — 1) t 1o (e =12 +1) ¢
c(t) = 1 log | CESEESY |—arctan(e'), co(t) = ~2 log | (1) |—§ arctan(e’).
La soluzione generale dell’equazione si scrive della forma
(e — 1)

—t
z(t) = Tom(t) +Z(t) = cre™ + e + eT log | | — e "arctan(e’)

CEDICES
e_2t (et _ 1)3(615 4 1) 6—2t

t
1 log | @517 | — 5 arctan(e’)

e le costanti ¢1, ¢y devono soddisfare il sistema

1 1
2¢1 + ca = —Harctan2 + §log3 —logh, ¢+ cy=—2arctan2 + 3 log 3 — log 5.

Siccome ¢; = —3 arctan2 e cg = arctan 2 + %log 3 —log 5, abbiamo che la soluzione cercata e
(t) 3e "arctan 2 + (arct 24 Llog3 —1 5) —2t+€7t1 | (e —1)° | — e "arctan(e’)
x = —3e "arctan arctan —log3 —logh)e —lo — e "arctan(e
g 08008 1 BT 1)
-2t ¢ 3¢t —2t
e (e —1)°(e"+1), e '
1 log | @+ 1)2 | — 5 arctan(e').



