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Soluzioni Tutorato 9

Esercizio 1.

1. Applicando il Teorema di Hopital 10° volte (solo sul primo pezzo del
limite, che sappiamo deve tendere a 0 per ordine di infiniti) otteniamo
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(anche qui si poteva usare I'ordine di infiniti, piuttosto che fare Hopital
nella terza uguaglianza)
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Esercizio 2.
1. Facciamo la sostituzione x = arctant, da cui dx = dt, quindi
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Facciamo ora la sostituzione v = /%, da cui du = 2%/zdt, ossia dt = 2udu,
poi facciamo i fratti semplici
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2. Facciamo il cambio di variabile x = sint, da cui dx = costdt, poi integr-
eremo per parti, quindi /x arcsin xdxr = /t sint costdt = 3 tsin 2tdt =

1 tcos2t cos 2t tcos2t sin2t arcsin x cos(2 arcsin x)
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+ ¢ (con un po’ di trigonometria potete scrivere in maniera
piu carina la primitiva)
Metodo alternativo: integrare per parti da subito e fare eventualmente

dopo la sostituzione trigonometrica.

3. Facciamo la sostituzione t = 23, da cui dt = 322dx, poi dopo aver sommato
e sottrato 1 a numeratore, per spezzare la frazione, un integrale sara
immediato e un’altro faremo il cambio ¢t = tan u, dunque
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¢ (nell’ultima uguaglianza abblamo scritto il risultato che si ottiene dopo
un po’ di trigonometria).

. Scomponiamo il polinomio a denominatore e facciamo i fratti semplici:

4 1 1 T —2 T+ 2
_ dr=4 de==-(- [ 2% ¢ L N
/x4+4 * /(x2—2x—|—2)(x2+2x+2) o 2( /x2—2x+2 x+/x2+2x+2 v

V([ 20-4 [ 2wtd N
4 2 — 22 +2 v 22422 +2 v =

1 2x — 2 2 2r + 2 2
= (- 5——=4d — —— =4 ——dx | =
4( /x272 +2 x+/1+(z—1)2 m+/x2+2x+2 x+/1+(z+1)2 x)

1
(log |2 + 22 + 2| — log |2® — 22 + 2| + 2arctan(z — 1) + 2arctan(z + 1))+
&
2 2z _ _x _
e / / 2t — 1 gt _
V3e% —Ger — 1 \/3t2—6t— \/ V3)2 —4 1
t—e u=+V3t-V3
L[yt / v
= —y+1ldy = =+ =+c¢ =
V3 \/7 T V3J) V3 3 V3
u = 2coshy
(arccosh(?(eac —1))? anrccosh(?(e“c -1))
+ +c
3 V3
1 1 1 1 cost
LY== = - [ —dt = = a =
/ 2522 + 2 . N 5 ) cost 5/175111215 0
B V2tant u = sint
5
1 1 1 1 1 1 1-—
| ——du=— d du ) = —log|—— =
5/1—u2 YT 10 (/1—u “+/1+u “) 10 & 1—|—u‘+c
l—sin( 5 arctanx)
1
— log V2 +c
10 1+ sin (% arctan x)
tan3(1 f 1
7./Md:¢ = /tan%dt/tant( . > dt =
T 0 cos-t
t=logx
sint sint 1 1
- dt —dt = —du— [ —<du=1 —+c=
/cost +/cosdt 0N /u Y /u3 b 0gu+2 2 te=
u = cost

>:



log(| coslog z|) + - +c
& & 2(cos log x)?

Esercizio 3.
1. Applicando la formula per le Ode lineari del prim’ordine abbiamo

y(z) =3(z + 1) log(z + 1)
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Usando il metodo di separazione delle variabili otteniamo
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3. A prima occhiata il problema {y’((; (7238 ) non contiene un’ equazione
del tipo studiato, tuttavia se faczéiamo il cambio di variabile z(z) = y(x)+2z,
otteniamo il problema {j(oz) i2 ;_ 2 che ha un’equazione a variabili

separabili con soluzione z(z) = v/2tan(v/2x), quindi y(z) = z(z) — 2z =

\@tan(ﬂx) — 2.
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4. Per studiare ¢ y(1) =2 facciamo il cambio di variabile z = ¢/, da cui
y'(1)=3

/
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{Z(l) x; che ¢ a variabili separabili, da cui otteniamo z(z) = 3612*1,
A =

quindi la funzione y ¢ la primitiva di questa funzione (tale funzione non
ha primitiva elementare quindi la lasciamo in forma implicita): y(z) =

[ 3e" 1 dt
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5. Per risolvere < y(0) =0 usiamo il metodo di somiglianza. Ri-

y(0) =1
solviamo prima 1’equazione omogenea y” + ¢y’ = 0, che ha come soluzione

Yo(x) =cre”™ " + ¢



Cerchiamo la soluzione particolare come un polinomio di grado 4 (cosi
nell’equazione abbiamo un polinomio di grado 3 quando sostituiamo), in cui
non consideriamo il termine noto perché tanto ci interessano solo le derivate
della soluzione (visto che compaiono solo quelle nell’equazione); dunque
prendiamo y, () = ax* +ba®+cx?+dz, da cui y) (x) = 4ax’+3br*+2cx+d
e yp(z) = 12az” + 6bx + 2¢, pertanto

z—a® =y +y, =4az’ + (3b + 12a)2® + (2c + 6b)z + 2c + d
che ci porta al sistema

4a = —1
3b+12a =0
2c+6b=12c+d =0

che ha come soluzioni a = —i, b=1¢c= —%, d = 5; quindi y,(z) =

4 2 .. . N
-+ 3 — 5% + 5z, percio la soluzione generale ¢ data
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y(x) = cre™ +¢p — %+x3— %+5x
Imponiamo le condizioni iniziali:
0=y(0)=c2+c1 = c2=-c1

1=y (0)=-c1+5 = c1=4 = cp=—4

In conclusione la soluzione ¢ data da
4
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y(x):4e_“—4—%+m3—%+5x

y' —y=2xsinz + cosx — e*

6. Anche per ¢ y(0) =1 otteniamo il metodo di somiglianza.
y'(0)=0
La soluzione dell’omogenea ¢ data da y,(xz) = c¢1e® + cge™*, siccome

I’esponenziale risolve ’omogenea, cerchiamo la soluzione particolare come
yp(z) = (ax + b)sinz + fcosx + (cx + d)e®. Facendo conti analoghi al
caso precedente otteniamo: a = -1, b=0 ,c = —%, d=0, f= —%; quindi
la soluzione generale é data

3 1
y(l‘) =ci1e¥ + e —xsinxw — §COSJJ— §$8z

Imponendo i dati iniziali otteniamo ¢; = % e co = 1, quindi

3 3 1
y(r) = 56;8 +e * —rsinx — 3 cosT — §a:ex



v’ + 2y +1 = 2sin?zcosz

7. Per risolvere < y(0) =2 riscriviamo prima il termine
y'(0)=1
noto
2
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2sin” x cosx = sinz sin 2z = 3 cosT — 3 cos 3z

Y’ 42y = Jcosz — §cos3z — 1
quindi il problema diviene ¢ y(0) = 2 La soluzione

y'(0) =1
dell’omogenea ¢ y(x) = cre™ + ca, il pezzo della particolare che ci da il
—1 si vede ad occhio essere —3, cerchiamo dunque la soluzione particolare
come y,(z) = asinz + bcosx + csin 3z + dcos 3x — F, con gli ormai soliti
conti, anche imponendo i dati iniziali, otteniamo
1 179 _,,

1 1 1 1
y(x):fixf%e +gsin:177@sin3xfﬁcos3x+%cos3x+z

8. L’equzione polinomiale associata é A\ — 2\ + 1 = 0, la cui unica soluzione
& A = 1; la soluzione omogenea ¢ quindi

Yo(T) = 1% + coxe”

La funzionde particolare puo essere suddivisa come f(x) = fi(x) + fa(x)
dove fi(r) = 4+ 3 e fa(z) = 2%e*. Cerchiamo quindi due soluzioni
particolari del tipo y,1(z) = az + b e yp2(x) = 2?(Iz> + mz + n)e”: la
presenza del fattore 22 in y, o(z) ¢ dovuta al fatto che A = 1 & soluzione
di molteplicita 2 dell’equazione polinomiale associata ed ¢ esattamente il
coefficiente di x nell’esponenziale di fa(x).

Calcolando le derivate prime e seconde di y,1(z) e yp2(x), e inserendo
separatamente nell’equzione di partenza, troviamo la soluzione

4
: x
y(x) = c1e” + coxe® + &+ 5+ Ee“
Imponendo le condizioni iniziali otteniamo la soluzione
4

y(z) = —4e® + 3xe* +x + 5+ %em

9. Dopo aver trovato la soluzione omogenea y,(x) = ¢; cos 3z + ¢, sin 3z,
procedendo in maniera analoga al punto (xiv) del tutorato 8, si ottiene la
soluzione generale

1
y(x) = (Cl ~3 tanh(sin 33:)) cos 3x + ¢g 8in 3z

e imponendo le condizioni iniziali si ottiene



1 2
y(z) = —3 tanh(sin 3z) cos 3z + 3 sin 3z

10. Dopo aver trovato la soluzione omogenea y, () = c1€” + coze®, procedendo
in maniera analoga al punto (xiv) del tutorato 8, si ottiene la soluzione
generale

1
y(z) = (61 ~3 log(z? + 1)) €® + (co + arctan z) ze®
e imponendo le condizioni iniziali si ottiene

1
y(x) = (1 ~5 log(z® + 1)) e’ 4+ (1 + arctanz) ze”



