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Un’importante classe di domini ¢ data dai Domini Euclidei che “assioma-
tizzano” i domini nei quali e possibile effettuare 1’algoritmo delle divisioni
successive. Euclide fu il primo a “provare” che Z, ’anello degli interi relativi,
¢ euclideo. Un secondo esempio di dominio euclideo ¢ dato da R[X], 'anello
dei polinomi in una indeterminata a coefficienti in R, la dimostrazione fu data
da Simon Stevin nel XVI secolo. E subito visto che un ragionamento analogo
a quello che permette di dimostrare che R[X] ¢ euclideo mostra che K[X] &
un dominio euclideo, per ogni campo K. Ulteriori esempi di anelli euclidei
si trovano tra gli anelli ciclotomici. Gauss fu il primo a mostrare che due di
tali anelli, Z[(3] e Z[i] = Z[(4], sono euclidei. Nel 1832 pubblico un lavoro
sulla legge di reciprocita biquadratica, nel quale incluse le dimostrazioni di
tale fatto (per approfondimenti cfr. [?]). Nel 1844 Kummer, in due lettere
a Kronecker, mostro che Z[(5] e euclideo e osservo che il metodo poteva

essere applicato anche a Z[(7]. Sessantacinque anni dopo, e prima della



pubblicazione di queste lettere, anche Ouspensky dimostro che Z[(5] & un
dominio euclideo (cfr. [?]). Una dimostrazione che Z[(s] ¢ euclideo fu data
nel 1850 da FKisenstein. Bisogna aspettare fino al 1975 per avere ulteriori
nuovi risultati rilevanti in questo ambito. Infatti Masley ha provato che
Z[(10] € euclideo (cfr. [?]) e Lenstra ha provato che Z[(,] e euclideo, per
n € {7,9,11,15,20} (cfr. [?]). Successivamente ¢ stato dimostrato che Z[(1¢]
e Z[(24) sono anch’essi euclidei, rispettivamente da Ojala nel 1977 e Lenstra
1978 (cfr. [?]).

Oltre agli anelli ciclotomici, particolarmente importanti sono i domini euclidei
che si possono incontrare tra gli anelli degli interi dei campi quadratici. Ogni
campo di numeri quadratici ¢ della forma K = Q(v/d), dove d & un intero
privo di fattori quadratici, e I'anello degli interi relativo al campo e della

forma Z|w,] dove

Vi, sed = 2,3 (mod 4);
Wi= Y14 Vd
+2f, sed =1 (mod 4).
Determinare quali anelli sono euclidei nei campi quadratici immaginari
(d < 0) e “abbastanza” facile. In particolare gli anelli con d = —3,—1
—14++/-3
sono uguali agli anelli ciclotomici Z[(3] = Z[p| dove p = (3 = tved e
la radice primitiva terza dell'unita e Z[(4] = Z[i] dove i = (4 & una radice

quarta primitiva dell’'unita, cioe i2 = —1 ed i # #£1. In un supplemento

ad un celebre lavoro di Dirichlet (cfr. [?]), Dedekind dimostrod che Z[wgy| &
euclideo per d € {—1,—-2,-3, -7, —11,5,13}.

Nel 1927, Dickson provo che i soli domini euclidei Zlw,] con d < 0 sono
quelli della lista di Dedekind, cioe d € {—1,—-2,—-3, =7, —11} (cfr. [?]). 1l
problema di stabilire quali anelli Z]w,] con d > 0 siano euclidei, rispetto al
valore assoluto della norma, e risultato essere molto piu impegnativo. La
dimostrazione definitiva sui valori d > 0 per i quali tali anelli sono euclidei e
stata data nel 1948 da Chatland e Davenport.

In questa tesi ci si propone di caratterizzare alcune classi di domini euclidei
(A, ¢), basandosi sulla cardinalita dell’insieme dei resti nella divisione di a
per b, con a,b € A e b # 0. In certi casi, il dominio A & completamente de-

terminato dalle proprieta della funzione ¢ relativamente al numero dei resti.
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Il nostro obiettivo € quello di vedere sotto quali ipotesi, sul comportamento
di ¢ rispetto ai resti, si riesce a descrivere opportunamente un dominio A.
Cominceremo la trattazione con un capitolo zero che conterra i principali
prerequisiti che aiuteranno a rendere piu comprensibili e chiari i successivi
approfondimenti del lavoro. Precisamente, un primo paragrafo introduce le
proprieta generali degli anelli e la definizione di caratteristica di un anello,
un secondo paragrafo ¢ dedicato alla divisibilita in un dominio ed, infine,
un paragrafo finale dedicato agli anelli di interi di campi quadratici, dove
enunceremo il Teorema delle “unita” di Dirichlet (cfr. [?]).

Nel primo capitolo introdurremo il concetto di dominio euclideo e dimostre-
remo alcune proprieta, facendo riferimento al caso piu generale di anelli com-
mutativi unitari non necessariamente integri.

A questo punto, verranno discussi vari esempi di domini euclidei. Nel secondo
capitolo, seguiremo il percorso storico della determinazione di tali domini e
ci soffermeremo su alcuni esempi come quello di Euclide dove dimostra che
Z ¢ un dominio euclideo con 'algoritmo ¢ :=| | . Gli altri esempi riguarde-
ranno K [X], Ianello dei polinomi in una variabile con coefficienti nel campo
K, con 'applicazione dall’insieme dei polinomi non nulli ad N definita come
o(f) :=deg(f), cioe il grado di f (¢(0) := —1); Z]i], gli interi di Gauss, con
¢ = N la funzione norma cioe N(«) := aa dove o € Z[i] e & ¢ il coniugato
di a. Studieremo poi, I’anello Z[(3], che abbiamo visto essere uguale a Z[p],
con p = (3, e quindi soddisfacente p? + p+ 1 = 0, per il quale prenderemo
come algoritmo ¢ :=| |2. Riporteremo un ultimo risultato relativo agli anelli
degli interi dei campi quadratici (con d = —11,—-7, -3, -2, —1,2,3,5,13),
avente come algoritmo il valore assoluto della norma cioe ¢(a) =| N(a) |
per ogni a € Z[wg].

Nel terzo capitolo, caratterizzeremo i domini euclidei per i quali, presi co-
munque a, b € A con b # 0, nella divisione di a per b il resto ed il quoziente
sono unici, cioe la cardinalita dell’insieme dei resti ¢ 1. Un dominio euclideo
(A, ), dove A non & un campo, in cui la divisione con resto € unica si identi-
fica con un anello di polinomi K[X] su un campo K ([?]). Questo & dovuto,
principalmente, al fatto che I’algoritmo euclideo ¢ soddisfa la seguente pro-
prieta: presi comunque a,b € A, con a # b, si ha p(a —b) < sup(p(a), (b)).
Infatti, mostreremo che tale proprieta garantisce, o meglio caratterizza, I'uni-
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cita della divisione.

Nel quarto capitolo daremo una caratterizzazione di Z come dominio euclideo
nel quale la divisione euclidea ha al piu due resti e due quozienti. Comince-
remo con lo studiare il problema, esaminando i domini euclidei per i quali
I’algoritmo ¢ soddisfa le proprieta formali del valore assoluto su Z. Scoprire-
mo che un dominio euclideo (A, ¢) dove ¢ verifica “tali proprieta” & isomorfo
a Z ([?]). Come nel capitolo precedente, anche qui sara essenziale 'ipotesi
che A non sia un campo. Potremo, inoltre, caratterizzare Z introducendo la
proprieta del doppio resto (d.r.p.) cioe per ogni coppia a € A, b € AN{0}
tale che b non divide a allora esistono esattamente due coppie distinte (g;, ),
con i = 1,2 di elementi di A tali che: a = bg; +r; con p(r;) < (b). Non ¢
difficile assicurarsi che il dominio Z gode di tale proprieta rispetto a | |.
Quindi arriveremo ad enunciare il seguente risultato: se (4, ¢) € un dominio
euclideo con d.r.p. allora A ¢ isomorfo a (Z,]| |) ([?]). Osserveremo poi che
questi due risultati sono tra loro equivalenti e permettono di caratterizzare
in due maniere diverse 'anello Z, in relazione alle proprieta dell’algoritmo
euclideo.

Nel quinto ed ultimo capitolo caratterizzeremo alcuni tipi di domini euclidei
(A, ), assieme al loro gruppo delle unita, sotto alcune condizioni sull’insieme
dei resti. Infatti, se un dominio euclideo (A, ), che non ¢ un campo, ha la
proprieta che U'insieme dei resti della divisione di 1 per b, con b € A~{0},
e finito, allora U(A) U {0} & un campo oppure U(A) ¢ isomorfo ad uno dei
seguenti gruppi ciclici finiti Zo, Zy o Zg ([?]). Un corollario interessante
mostrera che se l'insieme dei resti della divisione di a per b e finito, presi
comunque a, b nel dominio A, allora esiste una coppia di elementi tale che la
cardinalita dell’insieme dei resti non supera 6.

Un ultimo risultato caratterizzera un dominio euclideo che, oltre ad avere
I'insieme dei resti della divisione di 1 per b finito, per tutti gli elementi b ap-
partenenti ad A, ha anche un sottogruppo del gruppo delle unita U(A) tale
che A & un modulo finitamente generato sull’anello generato dal sottogruppo.

Sotto queste ipotesi A e isomorfo ad uno degli anelli degli interi dei campi

quadratici Q(v/—d), dove d € {1,2,3,7,11}.
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