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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 23(1 l) ,  4189-42 10 (1995) 
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001 46 Roma, Italy. 
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Salah-Eddine Kabbaj ** De'partement de Mathe'matiques et Informatique, Faculte' 
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0 - INTRODUCTION 

Pour encadrer dans une thCorie plus gCnCrale les diffkrentes classes d'anneaux qui 

gCnCralisent les anneaux D + M , M .  Fontana [F] a entrepris une Ctude systkmatique 

des anneaux issus des produits fibres. Par la suite, P.-J. Cahen a entamC 1'Ctude des 

couples d'anneaux partageant un idCal [Cl], puis il a introduit la notion de construction 

B, I, D qu'il a longuement CtudiCe dans [C2]. L'Ctude de telles constructions s'avkre 

difficile dans le cas gknkral, c'est pourquoi, dans [C2] on s'est limit6 aux constructions 

dites presque-simples (oh tout idCal de B contenant I est maximal). D'important 

rCsultats ont alors CtC Ctablis dans le cadre de la dimension valuative et des notions qui 

lui sont likes. Notons aussi que S. Visweswaran [V] a indkpendament CtudiC les sous- 

anneaux de  la forme D + I d'une K-algkbre de type h i ,  avec D un sous-anneau d'un 

* travail effectuk avec le support partiel du Ministero dell'liniversitd e della Ricerca Scientijica e 
Tecnologica et du contrat de recherche du Consiglio Nazionole delle Ricercl~ CNR 9300856. CTOl. * * 

travail effectu6 sous les auspices du Consiglio Nazionule d e k  Ricerche (CNR) et Terza Universild 
degli Studi di Ronm. 

Copyright O 1995 by Marcel Dekker, Inc.  
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4190 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

corps K .  Son Ctude s'est limit& au transfert des notions d'anneau laskerien, d'anneau 

noethkrien, de N-anneau et de S-domaine for t  

Se basant sur les travaux de Cahen, de  Visweswaran et  sur les rCsultats dCjB Ctablis 

sur les produits fibrCs, A. Ayache [Ayl et  Ay2] a CtudiC les sous-anneaux de la forme 

D + I  d'une K-algbbre intbgre quotient d'un anneaux de  polynbmes, ou de sCries 

formelles sur un corps K , par un idCal premier. 

RCcemment, nous avons CtudiC les anneaux de la forme A + XB[w , oh A C B 

est une extension d'anneaux intkgres et  X une indCterminCe sur B (cf. [FIKl et FIK2] 

et [I]). Cela nous a permis de gCnCraliser quelques rCsultats dCjB obtenus sur les 
anneaux de type D + XD,[XI [CMZI] et  [FK]. L'ensemble de ces travaux a donnC lieu 

B des exemples de constructions B, I, D non nCcessairement presque-simples et a permis 

de g6nCraliser un grand nombre de rCsultats dCjh Ctablis sur les anneaux de type D + A4 

[ABDFK], [CMZI et CMZ21, [FK] , [K l ,  K2 et  K3] ... 
On commence par rappeler quelques dCfinitions utiles pour la suite. Un anneau A 

est dit cate'naire s'il est localement de dimension finie et  si pour tout couple P c Q 

d3idCaux premiers de A , ht(Q/P) = 1 entraine ht Q = 1 + ht P . Cette notion n'est pas 

stable, en gCnCral, par passage aux anneaux de  polyn6mes. Ainsi, on dit que A est  

universellement cate'naire, si l'anneau de polyn8mes AIX1, ..., X,] est catCnaire pour 

tout entier naturel n 2 0 .  Un anneau A est dit un S(eidenberg)-domaine, si pour tout 

idCal premier P de A de hauteur 1 , I'idCal premier P[XI est de hauteur 1 dans 

l'anneau de polynbmes A[XI . L'anneau A est appelC S-domaine fort (respectivement, 

S-dornaine fort universel) si pour tout idCal premier P de  A , l'anneau quotient A/P 

est un S-domaine (respectivement, I'anneau de polynames AIX1, ..., X,] est un S- 

domaine fort, pour tout entier naturel n 2 O ). Un anneau de Jaffurd A est un anneau 

de dimension finie tel que sa dimension de Krull coi'ncide avec sa dimension valuative. 

Soient T un anneau intkgre, I  un idkal non nu1 de  T e t  D un sous-anneau de T 

tel que D n I = (0) . Le prCsent papier traite de certaines propriCtCs likes au spectre de 

l'anneau R := D + I  et, plus particulibrement, la S-propriCtC, la catCnaritC et  la notion 

d'anneau de Jaffard. Son originalit6 rCside, entre autres, dans la mise au point d'une 

nouvelle notion, celle de  morphisme algCbrique modulo un idCal. Cette notion, bien 

qu'elle soit plus faible que celle de  morphisme rCsiduellement algkbrique [FIK2], 

s'avbre idkale pour garantir un transfert biladral, entre R et le couple (D , T )  , de la S- 

propriCtC (cf. ThCorbme 1.7). Nous avons, en outre, procCdC B la gCnCralisation 

(quelquefois h la simplification) d'un certain nombre de  rCsultats dCjB Ctablis sur des 

constructions de type D + I issues d'anneaux intkgres particuliers. Soient A C B une 

extension d'anneaux intbgres, X une indCterminCe sur B et  n un entier 2 1 , 

plusieurs applications aux anneaux du type A + P B [ N  sont d o n n k s  dans le dernier 

paragraphe. 
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1 - LA S-PROPRIETE DANS LES ANNEAUX DE LA FORME D + I  

Soient T un anneau intbgre, I un idCal non nu1 de T et D un sous-anneau 

inkgre de T tel que D fl I = (0). 

Dans ce  qui suit, D sera identifit pour plus de simplicit6 avec son image dam 
T/I . Aussi, on suppose de plus que htT I est fini, bien que cette hypothkse n'est pas 

toujours indispensable. 

On se  propose d'Ctudier l'anneau R := D + I .  C'est un produit fibrC dCterrninC par 

le diagramme suivant : 

R:= D + I  * D 

T * T / I  

Cornrne pour toute construction de produit fibre de ce  genre, Spec(R) est la sornme 

topologique amalgam& de Spec(T) et de Spec(D) au dessus de Spec(T/I ) [F, 

Theorem 1.41. 

Plus prCcisCment, nous avons : 

LEMME 1.1. Soient T un anneau intkgre, I un ide'al non nu1 de T ,  D un sous- 

anneau intkgre de T tel que D n I = (0) et R := D + I .  Posons 8. := {QG Spec(R) : 

I G Q ) et 8 := {QE Spec(R) : I g Q } . Alors I est un ide'al premier de R , 
Spec(R) = 8. U 8 et les applications canoniques 

Spec(D) + 8. , 9 H 9 + 1  
( P ~ S p e c ( 7 ) : 1 g P ) - + 8 ,  P w P f l R  

sont des isomorphismes d'ensembles ordonnts (pour l'inclusion ensembliste). W 

En c e  qui concerne la hauteur de  I , dans [C l ,  Proposition 5, ThCorbrne 1 et  

Corollaire 11, il est Ctabli que : 

(a) h t T I  I h t R I  <d im T .  

(b) d i m D + h t R I  S d i r n R I d i r n T + d i m D .  

(c) Sup(htTP + dim RI(P n R )  : PE Spec(T) , I G P ) I dim R . 

Le lemme suivant permet d'Cvaluer la hauteur de I en tant qu'idCal premier de  R . 

LEMME 1.2. Soient T un anneau intkgre, I un idtal non nu1 de T ,  D un sous- 
anneau de T tel que D n I = (0) et R := D + I .  Posons X := { P E  S p e c ( Q :  
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4192 FONTANA, IZELGUE, A N D  KABBAJ 

P n R  = I  ] et 'y := ( P C  Spec(T) : I a P er il existe P '  E Z , (0) c P c P '  }. 

(a) X n'est pas vide. 

(b) = 0 si et seulement si htR I  = 1 . 
(c) htR I = 1 + Sup(htT P : P E  2 ) .  
(d) Soit Z  une inde'termine'e sur T .  Si htRIZ1 I [ Z ]  = 1 alors TIP est algf'brique 

sur D , pour tout idf'al premier P de T tel que P n R = I .  

DEMONSTRATION. 

(a) L'idCal I  est un idCal premier non nu1 de R . Soit Q un idkal premier de R 

contcnu dans I .  D'aprks [CI ,  Proposition 41 , il existe P C P '  dans Spec(T) tel que 
P n R  = Q et P ' n R  = I .  Par conskquent, P '  E X et X # 0 . 

(b) Si htR I  > 1 alors il existe Q un ideal premier de R tel que (0) C Q c I .  

D'aprks [CI ,  Proposition 41 , il existe (0) C P C P '  dans Spec(7J tel que P il R = Q 
et P' n R = I .  Il est alors clair que 'y # 0 . 

RCciproquement, supposons que htR I  = 1. Si 'y # 0 , alors ils existent P un 

idial premier de T tel que I  g P et P' E X avec (0) C P C P' . Nous obtenons 

dans R la chaine distincte (0) C P 0 R C P' n R = I (voir les isomorphismes du 

Lemme 1.1). Absurde. 

(c) VU le Lemme 1 . l ,  il est clair que pour tout P E y on a I+  htT P 2 htR I  . 
Soit (0) c Ql  C . . . C Q,.] C I  une chaine d'idCaux premiers de  R realisant htR I .  

Par relkvement dans T on obtient une chaine de premiers (0) C P1 C .. . C P,-] C P, 

avec P, n R = I  et, pour tout i (1 5 i I 11-1), P i  n R = Qi [ C l ,  Proposition 41. I1 en 

rCsulte htR I  = 1 + htR Qn-] = I + htTP,-] (Lemme 1.1). D'oh le rksultat. 

(d) Par I'absurde, supposons qu'il existe un idCal premier P de T tel que P flR 

= I  et TP soit transcendant sur D . Soit x un ClCment de T tel que x := x + P soit 

transcendant sur D . Considirons dans T [ q  I'idial premier 3' := < P ,  Z - .?) . 
Puisque x est transcendant sur D , alors Z - 2 ne divise (dans (TIP)[ZI ) aucun 

polyname non nu1 de D [ q  . 
D'autre part, Z  - x E (iP \ P[Zl]) alors, d'aprks [DL, Corollary A. 1 (a)], il existe 

$ un supCrieur de (0) dans T [ Z ]  tel que Z - x E $ e t  $ C a3 . Comme 

Z - x est un polyn6me unitaire de degrC 1 , il est clair que $ = < Z  - x )  . Ainsi, 
d'aprks le Lemme 1.1, dans Spec(R[Z]) nous avons la chaine distincte (0) C 

c $ nR[ZI C P n R [ a  = I R [ a  . Contradiction, car I'idCal I R [ q  est de hauteur 1 .. 
Nous verrons plus loin (Lemme 1.12) que  I'inCgalitC htT I  5 htR I 

[C l ,  Proposition 51 devient une Cgaliti si T est un anneau de valuation. 

THEOREME 1.3. Soient T un anneau intdgre, I un ideal non nu1 de T ,  D un 

sous-anneau de T tel que D r) I = (0) et R := D + I .  Supposons que T soit un S- 
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domaine. Alors, R esr un S-domaine si et seulement si htR I > 1 ou TIP est  

algibrique sur D , pour tout idkal premier P de T tel que P n R = I .  

DEMONSTRATION. 
Supposons que R soit un S-domaine et  htR I = 1 , alors nCcessairement 

htRLa I [ a  = 1 . Le Lemme 1.2 (d) permet de conclure. 

RCciproquement, si  htR I > 1 , du fait que T est un S-domaine, alors par le 

Lemme 1.1 il est facile de voir qu'il en est de m&me pour R . 
Supposons maintenant que htR I = 1. Soit Q un idCal premier de R de hauteur 

1 . Deux cas sont possibles. 

C a s l :  I g Q .  

Le Lernme 1.1 permet de conclure. 

Cas 2 : I c Q, donc I = Q (puisque I est un idCal premier non nu1 de R ). 

Supposons que, pour tout idCal premier P de T tel que P flR = I ,  T/P soit 
algkbrique sur D . Soit Y une indCterminCe sur T (et R ) . Si I [ q  > 1 , 
alors il existe H E  Spec(R[Yj) tel que (0) C H C I [Yl . D'aprks [Cl ,  Proposition 41, 

on peut relever la chaine pdcCdente en une chaine (0) C X C P dans S p e c ( n q ) ,  

avec X et a3 ayant respectivement H et I [ q  pour traces dans R[Yj . 
Deux cas sont alors possibles pour P . 
Soit P = P[Yj avec P :=a3 n T  et donc P n R  = I .  D'aprks [FIK2, Lemme 1.6 

(a)], on voit que P est minimal A vCrifier P n R  = I .  Or htTI 5 htR I = 1 , donc htTI  

= h tTP  =1 (Lemme 1.2). L'anneau T est un S-domaine, il s'ensuit que htnn P[Yj = 

1 . Absurde. 

I1 reste alors le cas P = <P,  f > est un supCrieur de P = P  n T  dans , oii 
f E ( T P ) [ q  est irrCductible dam Frac(T/P)[q . De plus, f ne divise aucun polyn6me 

de D [ u  [Mc, Theorem 2 ($1, car P n R [ q  = I[Yj et, par condquent, P nD[Yj = 

(0) , ce qui contredit le fait que T P  est algCbrique sur D . 
Jl en rksulte que htRfrl I [Yj = 1 . D'oc, R est un S-domaine. 

Le ThCo&me 1.3 gCnCralise [FIK2, T h C o r h e  1.11, donc aussi [FK, Corollary 2.21 

et  [AAZ, Corollary 3.31 (en effet, si A c B est une extension d'anneaux intbgres, X 

une indCterminCe sur B e t  R : = A  + XB[w , dans ce cas T = B [ w  et I = XB[m,  

alors il suffit de remarquer que XB[XJ est le seul idCal premier P de B[w i vCrifier 

P n R  = XB[X] [FIKl ,  Lemma 1.1 et FIK2 Lemme 1.61 et  que B[X] est un 

S-domaine [FK, Proposition 2.11 ou [AAZ, Theorem 3.21). 

Dans la situation dCcrite au debut du paragraphe, on dit que 

- le morphisme D ---+ TL est risiduellement algibrique si pour tout idCal 

premier P de T contenant I alors D l (P n D  ) + T/P est algCbrique; 
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4194 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

- le morphisme D -+T est alge'brique modulo I  si, dans le cas oh I  est 

maximal dans T ,  alors D +T/I est algCbrique. Autrement (i.e. si I  n'est pas 

maximal dans T )  si pour tout couple (P, P ' )  d'idkaux premiers de  T tel que I g P , 
P + I C P '  et h t ~ / ( p n ~ )  ( P 1 n  R) I (P f lR)  = 1 alors D l (P1  n D )+ T/P' est 

algkbrique. 

A la difference de la notion de morphisme rksiduellement algebrique [FIK2, Lemme 

1.41, celle de morphisme algCbrique modulo un idkal n'est pas universelle (cf. Exemple 

1.8). Ainsi, on dit que 

- le morphisme D +T est universellement algibrique modulo I  si le 

morphisme entre les anneaux de polynames DIXI,  . . ., X,] --+ T[X1, . . ., Xn] est  

algkbrique modulo I  [XI, ..., X,] , pour tout n 2 0 . 
Cette notion, bien qu'elle soit plus faible que celle de  morphisme rksiduellement 

algkbrique, est suffisante pour garantir le transfert entre R et T (dans les deux sens) de 

la S-propriCt6 (universelle). 

Notons que si le morphisme D +T%' est rksiduellement algkbrique alors le 

morphisme D +T est algCbrique modulo I .  Cependant, la rkciproque est en  

gCnCral fausse, comme cela est illustrC par 1'Exemple 1.4. Nous verrons 2 la fin du 

papier un exemple oh D +T est universellement algCbrique modulo I  mais 

D + Th' n'est pas rksiduellement algkbrique. 

EXEMPLE 1.4. Soient K un corps et X, Y, Z des indCterminCes sur K .  Soient 

T := K(X)[Y, Zj , I  := YK(X)[Y, Zj et D := K[XI . Alors, 

(a) D --+ T est algkbrique modulo I. 

(b) D ---+ Th' n'est pas rCsiduellement algCbrique. 

Posons R := D + I = K[XI + YK(X)[Y, Z] . 
(a) Soit (P, P '  ) un couple d'idkaux premiers de  T tel que I  g P , P + I  C P '  

et h t ~  l(p n ~ )  ( (P '  n R  )I(P n R  )) = 1 . Posons Q '  := P '  n R  et Q := P f lR . Tout 

d'abord, notons que P '  = @', Y)  oh p '  est un ideal premier de  K(X)[Zl , car I  = 

YK(X)[Y, C P '  . De plus, p '  n D  = (0) (par cons6quent. Q '  = I  ), car D = K[XJ 

et Th' = K(X)[Zl . 
Nous affirmons que p '  + (0) . En effet, d'aprks le Lemme 1.2 (c) (voir aussi [FIK 

1, Theorem 1.2]), h t ~  I = 2 . Puisque h t ~ ~  ( Q ' I Q  )= h t ~ ~  ( I  l Q  ) = 1 (car Q '  = I  ), 

alors nkessairement Q # (0) . Ainsi, dans Spec(R) nous avons la chaine distincte 

d'idCaux premiers (0) c Q c I .  D'aprks [ C l ,  Proposition 41, cette derni&re se relkve, 

dans Spec(T) , en la chaine (0) c P c P '  . I1 en rCsulte que h t ~  P' t 2 et, par 

condquent,  p '  + (0) . 
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D'autre part, T/P' = K(X)[Z, I'll@', Y) -= K(X)[Z]/p1 qui est algkbrique sur 

K ( X )  = Frac(D) . Ayant P '  D = (0) , il en dkcoule que D + T  est algCbrique 

modulo I .  

(b) I1 est clair que le morphisme D = K[X]+T/(YK(X)[Y, Z]) n'est pas 

algkbrique. 

Avant d'knoncer notre prochain thCorkme, nous allons etablir le lemme suivant utile 

par la suite : 

LEMME 1.5. Soit K un corps. Si 

(a)  T est une K-algibre intPgre de typefini 

OU 

(p) (T, M) est une K-algPbre locale noethhienne de la forme T = K + M ,  

et si I est un id id  non nu1 de T ,  alors K T est algibrique modulo I .  

DEMONSTRATION. 
Soit T une K-algbbre de type (a) ou (P) . Si I est maximal dans T ,  il est clair 

que K +T/I est algCbrique (de type h i ,  dans le cas (a )  , et I'identit6 dam le cas 

(p) ). Supposons que I ne soit pas maximal dans T .  Soit (P, P '  ) un couple 

d'idkaux premiers de T tel que I g; P et P + I G P '  . Posons R := K + I , 
Q := P flR et Q1:=  P '  n R  . Du fait que I est maximal dans R , tout idCal premier de 

T qui contient I se contracte sur I ; en particulier Q '  = I .  Supposons que 

h t ~ / ~  (I/Q ) = 1 . Nous affirmons que dans une situation de ce type, h t ~ / p  ( P ' l P  ) = 1 . 
En effet, supposons que h t ~ / p  (P '  lP  ) 2 2 . On peut toujours se rCduire au cas 

h t ~ / p  ( P ' l P  ) = 2 . Alors, T Ctant un anneau noethkrien, d'aprks [K, Theorem 1441 
I'ensemble {P* E Spec(7') : P C P *  C P' et h t ~ / p  (P* l P  ) = 1 ) est infini. Si 

x E I V , alors les idCaux premiers minimaux de TP,IPTP, qui contiennent l'klkment 

non nu1 x := x + PTp. forment un ensemble fini. I1 s'ensuit qu'on peut trouver un 

idCal premier P *  dans T tel que P C P *  C P '  , h t ~ / p  (P* l P  ) = 1 et x n'est pas 

dans P *  . D'oh, I g P *  . On obtient donc dans R la chaine distincte dtidCaux 

premiers Q = P n R  C P *  n R  c P '  n R  = I .  I1 en rCsulte que h t ~ / ~  ( I  l Q  ) 2 2 . 
Absurde. 

De ce qui prCckde, on dCduit que P '  est maximal dans T .  Donc, si T est de type 
(a) , le morphisme K = R / I  + T/P' est algCbrique (car P' est un idkal maximal 

dans une K-algkbre affine). Si T est de type (P) , on a P ' =  M et TIM = K .  

Notons que si K est un corps et si T est un anneau quotient d'un anneau de sCries 

formelles K[[XI, .. ., X,]] (avec n 2 1 ) par un idCal premier, alors T est une K- 

algkbre de type (0) , qui n'est pas de type (a )  . 
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4196 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

PROPOSITION 1.6. Sous les ntZmes hypothises du Lemme 1.5, soit R := K + I .  

Supposons en plus dirn(T/I) = 0 ,  alors T est un R-module de typefini et, donc, R 

est un domaine noethirien. 

DEMONSTRATION. 

Montrons tout d'abord que T est entier sur R , ce qui revient ?i montrer que 

K ---+ TL est entier [F, Corollary 1.51. Du fait que dim(TL ) = 0 , alors Tlrad7(l) 

est un produit fini d'extensions algCbriques du corps K .  Donc, Tlradfil) est entier 
sur K . Par conbquent, TA est entier sur K . Si T est de type (a)  , alors c'est 

aussi une R-algkbre de type fini. Donc, T Ctant entier sur R , c'est un R -module de 
type h i .  Si T est de type (P) , TI1 est un Kespace vectoriel de dimension finie, et 

donc T est un R-module de type fini [F, Corollary 1.51. 

THEOREME 1.7. Soient T un anneau intigre, I un ide'al non nu1 de T ,  D un 

sous-anneau de T tel que D n 1 = (0) et R := D + I .  

(a) Supposons que T soit un S-domaine fort. Les assertions suivantes sont 

iquivalentes: 

(i) R est un S-domaine fort; 

(ii) D est un S-domaine fort et D + T est alge'brique modulo I .  

(b) Supposons que T soit un S-domaine fort universel. Les assertions suivantes 

sont iquivalentes: 

(i) R est un S-domaine fort universel; 

(ii) D est un S-domaine fort universe1 et D ---4 T est universellement algtbrique 

modulo I .  

DEMONSTRATION. 

(a), (ii) * (i). Soient Q C Q' deux idCaux premiers consCcutifs de R . Trois 

cas sont possibles. 

Cas 1 : I g Q', alors le Lernrne 1.1 permet de conclure par le fait que T est un S- 

dornaine fort. 

Cas 2 : I G Q , la conclusion s'ensuit du Lemme 1.1 et du fait que D est un S- 

dornaine fort, car D est isomorphe ?i RLl. 

Cas 3 : 1 g Q et I L Q'. Si Q[Y] c Q ' [ n  ne sont pas consCcutifs dans 
Spec(R[U), il existe H E  Spec(R[u) tel que 

(0) Q [Yl c H c Q1[Y1. 
Nkessairement, I G H et par consCquent H := <Q, f )  est un supkrieur de Q dans 

R[YI avec f un ClCrnent de (R/Q)[YI qui est irreductible dans Frac(R/Q)[Yl " 
Frac(T/P)[Yj , oh P n R  = Q . D'aprks [Cl, Propositon 41, la chaine (0) se relkve 

dans T [ q  en une chaine 
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P" c F' c P' 

avec P" nR[Yl = Q [ q ,  P  flR[Yl = H et P '  flR[Yl =Q'[yl . Comme I'idCal F' 

ne contient pas I [Yl . alors le Lemme 1.1 permet de conclure que P" = P[Y] et [Mc, 

Theorem 2 (i)] que P =  <P,  j )  , avec un ClCment de (TP)[U , qui est associC h 

f dans Frac(T/P)[v . Maintenant, si P '  := P '  n T ,  alors il n'est pas possible que 

P '  = P ' [ v  , car T est un S-domaine fort et P C P '  sont consCcutifs dans T .  (Cette 

dernibre affirmation dkoule aisCment du fait que D + T est algkbrique modulo I 

et de [FIK2, Lemme 1.6 (a)].) Par consCquent P '  = <PI, g) est un supCrieur de P '  

avec P' flR = Q' , g E (T/P1)[Y) est irrkductible dans Frac((T/P')[W) et ne divise 

aucun polyn6me de Frac(R/Q1)[v [Mc, Theorem 2 (ii)]. Ce qui est absurde, puisque 

T P '  est algCbrique sur WQ' . I1 en dkoule que ht Q1[YIIQ[v = 1 . Par consQuent, 

R est un S-domaine fort. 

(a), (i) * (ii). Si R est un S-domaine fort, il en est de mCme de D - RA , car 

cette notion est stable par passage au quotient [MM]. 

Si I est maximal dans T ,  il dCcoule directement de [C2, Proposition 61 que 

D --+ T77 est algkbrique. Si I n'est pas maximal, supposons qu'il existe dans T un 

couple ( P ,  P ' )  d'idCaux premiers tel que I Q P , P + I C P ' , 
h t ~  / ( p  n ~ )  ((P' flR ) l(P n R  )) = 1 et D l(P' flD )+TIP1 ne soit pas algbbrique. 

Posons Q := P n R  et Q '  := P' flR . Puisque R est un S-domaine fort, alors 

h t ~ p q  /Q[U Q' [vIQ[Y] = 1 . Or, le morphisme D l(P' flD) - R IQ' +T l P '  n'est 
pas algkbrique. Donc, pour un certain x := x + P '  dans TIP' (avec x E T ), le 

polyn6me Y - x ne divise (dans (T/P1)[Y] ) aucun polyn8me non nu1 de 

(R lQt ) [U . De [Mc, Theorem 21, il rCsulte que <PI, Y - 2) est un supCrieur de P '  

dans T[Y] tel que, < P ' ,  Y - x)  fl R[YJ = Q'[Y] . D'ob la chaine distincte 

P [Yl C P '  [YJ C <PI, Y - x )  dans Spec(nYl) . Cette demikre se contracte dans 

R [ q  en la chaine Q[Yl c Q ' [ q  . D1ap&s [DL, Corollary A.l.(a)], il existe un idCal 

<P,  g > supCrieur de P dans nYl  tel que P [Yl C <P,  g ) c <PI, Y - x)  (donc, 

I[Yl c <P, g > ). D'aprbs le Lemme 1.1 appliquC au diagramme 

nous obtenons, dans R[Yl , la chaine distincte Q[Yl C <P,  g ) fl R[Yl C Q '  [W . 
Absurde, car ht Q1[YIIQIYJ = 1 ; donc D + T est algCbrique modulo I .  

(b) DCcoule aidment de (a). 
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Nous sommes enfin en mesure de foumir un exemple illustrant le fait que la notion 

de morphisme algCbrique modulo un idCal n'est pas universelle. Pour le voir, nous 

allons reprendre une construction de [BHMR]  (cf. aussi [ A B D F K ,  Example 3.81). 

EXEMPLE 1.8. Soient K  un corps, X I ,  X2 et X j  des indCterminCes sur K.  

Posons 

V  := K V i ,  X2)  + X ~ K ( X I ,  Xd[X31(x3 )  = K ( X i ,  X2 )  + M O  , 

oh Mo := X3K(X1,  X2)[X31(x3) .  

Soit f  : V--+ V/Mo la surjection canonique et soit V *  = K  + M *  l'anneau de 

valuation discrkte de K(X1 ,  X2) dCcrit dans [ A B D F K ,  Example 3.81 et soit V1 := 

f - l  ( V * )  ; V1 est un anneau de valuation de K(X1,  X2,  X3)  de dimension 2 de la 

forme V1 = K  + M1 . Soit Pi son idCal premier de hauteur 1  

Posons 

W  := K W i ,  X2) + (X3  + l ) K ( X i .  X2)[X31(x3 + 1) = K ( X i .  X2) + M 2  

oh M2 := (X3 + l ) K ( X l ,  X2)[X31(x3 + I ) ,  et 

T : =  vlnw . 
Alors, dans [ B H M R ]  il est Ctabli que T  est un anneau de Priifer semi-local de  

dimension 2 d'idCaux maximaux M  := M 2 n T  et N  := M l n T  et que h t ~ M  = 1 et 

h t ~ N  = 2 . Ainsi Spec(T) est form6 des deux chaine distinctes 

( 0 ) C  M  et ( 0 ) C  P C  N ,  oh P : = P l n T  

Posons I  := M n N  et R := K  + I. Alors, nous affirmons que : 

(a) K  --+ T  est algkbrique modulo I  . 
( b )  K[Z]--+T[Z] n'est pas algCbrique modulo I [ Z ]  , oh Z  est une 

indCtermin6e sur T  (donc aussi sur K  ). 

En effet, Spec(7) = {(0) C M ,  ( 0 )  C P C N )  et nous avons, 

M n R = N n R = I  et ( 0 ) C  P n R c  I .  

Ainsi, h t ~  ( M f l R )  = h t ~  I  = 2 > 1  et htRl(p n ~ )  ( N  n R ) I ( P  n R )  = h t ~ / ( p  n ~ )  N(P n R )  

= 1 . Comme T/N est canoniquement isomorphe i K  , alors K--+T/N est 

algkbrique. I1 s'ensuit que K - +  T  est algCbrique modulo I. 

D'autre part, R [ Z J  = K[Z j  + I [ q  est tel que K [ q  et nq sont des S-domaines 

forts, car K  est un corps et  T  est un anneau de Priifer. Cependant, R[ZI n'est pas un 

S-domaine fort [ B H M R ] .  Alors, du ThCorkme 1.7 (a) on dCduit que K [ q  --+ 7721 
n'est pas algCbrique modulo I[q . 

Si I  est un idCal maximal de T ,  le thCorhe pr6cCdent concerne les constructions 

classiques des D + M  et il devient: 
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COROLLAIRE 1.9. Soient T un anneau intdgre, M un idial maximal de hauteur 

jinie de T et D un sous-anneau intdgre de T re1 que D Ti M = (0) . Posons 

K : = T M  et R : = D + M .  Ona: 

(a) R est un S-domine fort si et seulement si T et D sont des S-domaines forts 

et K est algibrique sur D . 
(b) Si T est un S-domaine fort universel, alors R est un S-domaine fort 

universe1 si et seulement si D est un S-domaine fort universe1 et K est algkbrique sur 

D .  

DEMONSTRATION. 

I1 faut seulement remarquer que, dans le cas present, oh M est un idCal maximal de 

T ,  si  R est un S-domaine fort, alors T est nkcessairement un S-domaine fort (Lernme 

1.1). . 
Nous prCcisons, cependant, que la partie (a) du Corollaire rCsulte directement de 

[C2, Proposition 61 (cf. aussi [Ayl ,  Proposition 2.10.(ii)]). Quant li la partie (b), elle 

recouvre [K3, ThCorbme 1. I]. 

Comme applications, ThCorbme 1.7.(a) (respectivement, (b)) prCsente une version 

achevCe de [FIK2, ThCorbme 1.71 (respectivement, [FIK2, ThCorkme 1.31). De plus, il 

permet de retrouver comme corollaires quelques rCcents rCsultats de Ayache [Ay I] et  de 

Visweswaran [V] : 

COROLLAIRE 1.10. [Ay 1, Proposition 1.81. Soient K un corps et T une K- 

algdbre, quotient par un idkal premier d'un anneau de polynSmes KIXl, . . . , X,] ou de 

siries formelles K[[Xl ,  . . . , X,]] , ri coefficients dans K , avec n t 1 . Soient I un 

idial propre non nu1 de T et R := K + I .  Alors, R est un S-domaine fort. 

DEMONSTRATION. 

Lemme 1.5 et ThCorkme 1.7 (a) permettent de conclure. H 

COROLLAIRE 1.11. [V, Proposition 3.11. Soient K un corps, T une K-algdbre 

de typejini intigre, I un idial propre non nu1 de T et D un sous-anneau de K .  

Alors, R := D + I est un S-domaine fort si et seulement si D est un S-domaine fort et 

K est algibrique sur D . 
DEMONSTRATION. 

ConsidCrons le diagramme commutatif de rnorphismes canoniques 
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FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

D'aprks le Corollaire 1.10, R '  est un S-domaine fort. La  conclusion dCcoule du 

ThCorkme 1.7 (a). . 
Nous allons clore ce paragraphe en examinant les D + I issus d'un anneau d e  

valuation. 

LEMhlE 1.12. Soienr V un d o m i n e  de valuation, I un idial non nu1 de V ,  D un 

sous-anneau de V tel que D n I = (0) et R := D + I .  Alors: 
(a) Pour tout PE Spec(V) tel que I p P , on a P n R  C I .  

(b) htR I = htV I .  

(c) dim R = dim D + htV I . 

DEMONSTRATION. 

C'est une consCquence du Lemme 1.1 et du fait que, dans un anneau de valuation, 

I'ensemble des idCaux est totalement ordonnC. . 
Le Lemme 1.12 (c) gCnCralise [F, Proposition 2.1 (5 ) ]  (voir aussi [ABDFK, 

Lemma Z.l.(d)]). 

THEOREME 1.13. Soient V un d o m i n e  de valuation, I un ide'al non nu1 de V ,  

D un sous-anneau de V re1 que D n I = (0) , Po l'ide'al premier minimal ri contenir 1 

duns V.  Posons R := D + I et KO := Frac(V/Po), alors: 
(1) dim, R = dim, D + dim V b  + deg.tr.D KO.  

(2) dim R [ Z l ,  . . ., Z,] = dim D [ Z l ,  . . ., Z,,] + dim Vpo + inf(n, deg.tr.D KO) ,  
pour toute fumille d'inditermine'es (Z1, . . ., Zn)  etpour tout n 2 1 . 

(3) R est un anneau de Jaffard si et seulement si D est un anneau de Jaffard et 

KO est alge'brique sur D . 
( 4 )  Pour toute famille d'inde'termine'es ( 2 1 ,  . . ., Zn) , R [ Z l ,  . . ., Zn] est un 

anneau de Jaffard si er seulement si D [ Z l ,  . . ., Zn] est un anneau de Jaffard et 
n 2 deg.tr.D K O .  

(5) R est un s -domine  si et seulement si htR I > 1 ou deg.tr.D KO = 0 . 
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( 6 )  R est catinaire (respectivement, un S-domaine fort) si et seulement si D est 

catinaire (respectivement, un S-domaine fort et KO est algibrique sur D ). 

(7) R est universellement cat.4naire (respectivement, un S-domaine fort universel) 

si et seulement si D est universellement catinaire (respectivement, un S-domaine fort 

universe1 ) et KO est alge'brique sur D . 

La dCmonstration repose, en partie, sur le lemme suivant : 

LEMME 1.14. Soient T un anneau intdgre, I un ide'al non nu1 de T et D un 

sous-anneau de T re1 que D fl I = (0) . Supposons que radl-(T) =: Po soit un idial 

premier divisi de T. Posons R := D + I  et Ro := D + Po.  

(a) L'inclusion R -, Ro est un hornonwrphisme entier. 

(b) Po fl R = I (donc Po fl D = (0) ). 

(c) L'application continue Spec(Ro[Z1, . . ., Zn]) -+ Spec(R[Zl, . . ., Zn]) est un 

homionwrphisme, pour toute famille dlind&erminies (Z1, . . ., Z,,) etpour tout entier 

nature1 n . 
(d) L'ide'al Po = PoTpo est un ide'al commun d Ro et Tp,. 

DEMONSTRATION. 
(a) RCsulte du fait que tout Clement de Po est entier sur I. 

(b) D'aprbs [Cl, Proposition 41, il existe un ideal premier P de T tel que P fl R 

= I .  L'idCal Po  = radfiI) Ctant divisC dam T , nkcessairement on a Po C P [A, 

Theorem 31 (ou [BS, Theorem 2.41). I1 en rCsulte que Po fl R = I. 

(c) L'idCal I Ctant aussi un ideal de Ro,  on a le produit fibrC suivant: 

D'autre part, on a 

( ( ~ d l ) [ z i ,  . . ., &])red = (RdPoWi,  . . ., GI = D[Zi, . . ., &I . 
Par c o n a u e n t ,  l'application canonique 

Spec((Rdl)[Zl,. . ., &I) + Spec(D[Zi,. . ., G I )  
est un homComorphisrne. Du fait que Spec(RIZ1,. . ., Z,]) est une somme 

amalgam& [F, Theorem 1.41, on dCduit que l'application canonique 

Spec(Ro[Zl,. . ., GI)  + Spec(R[Zi,. . ., Znl) 
est aussi un homComorphisme. 

(d) L'idCal Po Ctant un idCal premier divisC de T et Po fl D = (0) , il est a i d  de 

vCrifier que Ro est un produit fibr6 dCterminC par le diagramme suivant: 

D
o
w
n
l
o
a
d
e
d
 
A
t
:
 
1
6
:
3
7
 
7
 
J
a
n
u
a
r
y
 
2
0
1
0



FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.13. 

Posons Ro := D + P o .  Nous obsewons d'abord que dans un anneau de valuation, 

tout idCal premier est divisC, donc en particulier pour Po = radd.0 . Ainsi, nous avons 

les produits fibrCs suivants : 

I1 en rCsulte que Ro = D + Po est un anneau de type "D + M" issu de l'anneau de 
valuation Vp,. Tandis que R satisfait aux hypothbses du Lemme 1.14. 

( 1 ) dim, R = dim, Ro (Lemme 1.14 (a) et [G, Proposition 30. 131) 
= dim, D + dim Vpo + deg.tr.D KO [ABDFK, Theorem 2.6 (a)]. 

( 2 )  dim R[Z1, . . ., Zn] = dim Ro[Z1, . . ., Zn] (Lemme 1.12 (c)) 
= dim D[Zl,  . . ., &,] + dim Vpo + inf(n, deg.tr.D KO) 

[ABDFK, Corollary 2.81. 

(3) dCcoule aisCment de [ABDFK, Proposition 1.1 et  Theorem 2.6 (b)] et  du 

Lemme 1.14.(a). 

(4) dkcoule aisCment de [ABDFK, Proposition 1.11, du Lemme 1.14.(a) et  de 

[Ayl ,  Proposition 2.91. 

(5) dCcoule du ThCorhne 1.3. En effet, V est un S-domaine (car de valuation) et, 
si Vp, est algCbrique sur D , Po est l'unique idCal premier de V tel que Po T'I R = I 

[FIK2, Lemme 1.6 (a)]. 

(6) et (7). Notons que du Lemme 1.14.(c) dCcoule immkdiatement que R est un 

S-domaine fort (respectivement: cathaire,  S-domaine fort universe], universellement 
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cathaire) si et  seulement si Ro est un S-domaine fort (respectivement: catCnaire, S- 

domaine fort universel, universellement cathaire). Ainsi, le reste dCcoule directement 

du Corollaire 1.9 (a) (respectivement: de [Ay 1, Proposition 2.10 (i)], du Corollaire 

1.9.(b), de [ADKM, Corollary 2.41). . 
2 - DIMENSION VALUATIVE D'UN ANNEAU D + I  ISSU D'UN 

ANNEAU DE P O L Y N ~ M E S  B [ X ]  

Dans ce paragraphe B dCsigne un anneau intbgre de corps des fractions K ,  X 

une indCtermink sur K , D un sous-anneau de B et I  un idCal non nu1 de B[Xj 

disjoint de B \  (0) . Les rksultats principaux de ce paragraphe concement la dimension 

valuative et  le transfert de la notion d'anneau de Jaffard pour R  := D  + I ,  sous-anneau 

de B[Xj . Soulignons ainsi que la situation examin& ici est diffkrente de celle Ctudi& 

par Ayache [Ay 1] qui a considCrC des D + I  issus d'une K-algbbre, K Ctant un corps. 

Le thCorbme suivant donne la dimension valuative de I'anneau R = D  + I  et gXnCralise 

[FIKl, Theorem 2.31. 

THEOREME 2.1. Soienr B un anneau intkgre, X une inditerminie sur B , D un 

sous-anneau de B  et I  un idial non nu1 de B[X] , avec I  f'B = (0) . Posons 

R : = D + I ,  donc 

R = D + I  D 

L 1 
B + I  _j B 

1 .l. 
B[Xl B[X] I I  

Alors, 
(a) dim, R = dim, D + deg.tr.D B + 1 . 
(b) Les msertions suivantes sont Lquivalentes: 

(i) D est un anneau de Jaffard et B est alg6bnque sur D  ; 

(ii) R est un anneau de Jaffard et dim R = 1 + dim D . 

Pour dCmontrer ce thkorbme, nous avons besoin du lemme suivant: 

LEMME 2.2. Soient D  un anneau int2gre, K un corps contenant Frac(D) et J un 

id6al propre non nu1 de K[Xj . Posons R := D + J , donc 
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FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

R = D + J  + D 

I I 
K + J  * K 

I 1 
K[Xl K[X] I  J 

Nous avons: 
(a) dim(D + J )  = 1 + dim D et dim,(D + J )  = 1 + deg.tr.r, K + dim, D .  

(b) D + J  est un mneau de Jaffard s i  er seulenrent s i  D est un mneau de Jaffardet 

K est algibrique sur D . 
DEMONSTRATION. 

Comme tout idCal de K[X] contenant J  est maximal, alors on a 5 faire h une 

construction B, I, D simple [C2]. L'affirmation (a) est alors une consequence de  

[C2, T h e o r h e  11; (b) r6ul te  de (a) .m 

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. 
(a) Elle s e  fait par rkcurrence sur d := deg.tr.r, B . 

~ t a ~ e  1: B est algCbrique sur D , i. e. d = 0 .  
Soit u e  I , u # 0 , et soit K le corps des fractions de  R (et B ), alors 

D[u] C R C B[X] c K(X) . Or K(X)  est algkbrique sur D[u] , alors dim, D[u] 2 

dim, R c'est h dire dim, D + 1 2 dim, R car u est transcendant sur D . Soit 

maintenant V un K-suranneau de valuation de D tel que dim, D = dim V . Alors 

R = D + I c V + J  L K ( X )  , oa J := S-I1 . D'aprks le Lemme 2.2, dim, (V + J) = 

dim, V + 1 . Puisque K(X) est le corps des fractions de R et  de V + J , il en rCsulte 

que dim, R 1 dim, (V + J )  = dim V + 1 = dim, D + 1 . Par conskquent, dim, R = 

d im,D+ 1 .  

Btape 2 : d = deg.tr.D B = 1 . 

Soit y un Clement de  B transcendant sur D , alors B est algkbrique sur DLy] et sur 
DLy-l] . ConsidCrons ensuite les anneaux A l  := R[y ] = D b  ] + I Ly] et A2 := Rly-l] 

= D[y- l ]  + I [y-l]  . Alors I [y] (respectivement, I [y-l] ) est un ideal d e  B[X] 

(respectivement, BLy-l][N ) disjoint de B \ (0)  (respectivernent, ~ L y - l ] \  {0)  ) . D e  

plus B (respectivement, B b l ]  ) est algkbrique sur DLy] (respectivement, DLy-l] ) . 
Ainsi, nous sornmes dans les conditions de l 9 ~ t a p e  1, et  il s'ensuit que dim, RLy] = 

dim, DLy] + 1 = dim, D + 2 et dim, ~ b - l ] =  dim, D b - l ]  + 1 = dim, D + 2 . D'autre 

part, il est clair que dim, R = Sup{dim,  R b ]  , dim, RLy-I]). Par condquent,  dim, R 

= d i m v D + 2  = d i m , D + d + l .  

~ t a ~ e  3 : d = deg.tr.D B > 1. 
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Hypothkse de rCcurrence: Supposons que pour tout sous-anneau D de B tel que 
r = deg.tr.D B 5 d - 1 on ait dim, R = dim, D + r + 1 . 
Soit y un 6lCment de B transcendant sur D , alors deg. t r .D[ylB = 

deg.tr.Dly-~l B[y-l] = d - 1 . Comme dans l l ~ t a p e  2, si A t  := R[y] = D[y] + I [y] et  

A2 = Rb-11 = ~ b - 1 1  + I  Ly-11, alors dimvA1 = dim, Dly] + (d - 1) + 1 = dim, D + d + 
1 et  dim, A2 = dim, Dry - l ]  + (d - 1) + 1 = dim, D + d + 1 . I1 en rCsulte que 

d imvR=Sup{dim,Al  , d i m v A 2 )  = d i m , D + d + l .  

(b) (i) * (ii). Si B est algkbrique sur D , alors d'aprks [FIKZ, Lemme 1.61, 
pour tout P idCal premier de  B on a P n D  # (0) . Dans ce  cas on a htR I  = 1 . 

Sinon, par,le Lemme 1.2, il existerait dans B[XJ une chaine d'idkaux premiers de type 
(0) c P c P' , avec I g P et P' n R  = I ,  et  par conskquent P' f lD = (0) . Absurde. 

I1 en rCsulte que, 
dim, R = dim, D + 1 

= d i m D + I  
= dim D + htR I  

< dim R [Cl ,  ThCorkme 11 
< dim,R.  

D'oii R est un anneau de  Jaffard et  dim R = 1 + dim D . 
(ii) + (i) d i m , R = d i m , D + d + l  

= dim R 

= d i m D + l .  
Or  dim, D 2 dim D , par conskquent D est un anneau de Jaffard et  B est algCbrique 

sur D . . 
Comme application immtdiate du ThCorkme 2.1, nous avons : 

REMARQUE 2.3. Dans [Ayl ,  Lemme 1.31, il est 6tabli que si K est un corps, B 

une K-algkbre intkgre de  type fini et I  un ideal propre non nu1 de  B , alors l'anneau 

R := K + I est un anneau de Jaffard. On peut s e  demander si ce  rksultat reste valable 

dans le cas gCnCral oh B est une K-algkbre qui n'est pas de type fini. La rdponse est 

nCgative si la dimension valuative de  R n'est pas finie [Ayl,  Exemple 1.61 . Si 
dim, R < , la rCponse demeure encore nCgative, comme le justifie l'exemple suivant: 

EXEMPLE 2.4. 
Soient K un corps, X I ,  X2,  X3,  X4 des indCterminCes sur K , B : = 

K(Xl,  X2)[ X3, X4], I := X4B et R := K + I .  

L'anneau R est ca tha i r e  Cquicodimensionnel et  I est un ideal maximal de R de 
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4206 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

hauteur 2 [Ayl ,  Proposition 1.21, done l'anneau R est un S-domaine (ThCorkme 1.3). 

D'autre part, B n'est pas une K-algLbre de type finie, et d'aprPs [FIKl,  Thiorkme 2.1 
et T h C o r h e  2.31, dim R = dim B = 2 et dim, R = 4 . Par consCquent, R n'est pas 

un anneau de Jaffard. 

3 APPLICATIONS AUX ANNEAUX DE TYPE A+ X n B [ X ]  

Soient A C B une extension d'anneaux intkgres, X une indCterminCe sur B et  

n un entier 2 1 , ici les anneaux de type A + P B [ X J  sont des cas particuliers des 

anneaux D + I .  Ainsi, comme application directe du ThCorPrne 2.1, nous avons : 

PROPOSITION 3. 1. Soient A C B une extension d'anneaux intzgres, X une 

inde'termine'e sur B et n un entier 2 1 . Posons Rn :=A + X"B[XI , alors: 

(a) dim, Rn = dim, A + deg.tr.A B + 1 . 
(b) h s  assertions suivantes sont e'quivalentes: 

(i) A est un anneau de Jaffard et B est alge'brique sur A ; 

(ii) R, est un anneau de Jaflard et dim Rn = 1 + dim A . B 

Dans Ia suite nous allons Ctudier le transfert aux anneaux A + P B [ X J  de  certaines 

propriCtt5s likes B la structure du spectre. Bien que certains CnoncCs peuvent &tre dCduits 

directement des rCsultats prCcCdemment Ctablis, nous allons les dkmontrer en utilisant le 

lemrne suivant, jettant la lumikre sur la liaison Ctroite entre les spectres premiers -en tan1 

qu'ensembles ordonnCs- des anneaux Rn = A  + XBn[XI , pour n 2 1 : 

LEhlME 3.2. Soienr A C B une extension d'anneaux intPgres, X une 

inde'termine'e sur B . Pour tout entier n 2 1 posons Rn :=A + PB[XJ , alors: 

( a )  Pour tout m 2 n > 1 , I'inclusion Rm -t Rn est un homomorphisme entier. 

(b )  Pour tout m 2 n 2 1 et pour tout r > 0 etpour toute famille d'inde'termine'es 

{Zl ,  . . ., &}, l'application naturelle 

X : Spec(Rn[Z1,. . ., Z,]) + Spec(R,[Zl,. . ., &I) , P- P n R m  

est un isomorphisme d'ordre. 

DEMONSTRATION. 
(a) Soient Y une indCterminCe sur R, et p(Y)  := P - Pm E Rm[Y] . alors 

p ( P )  = 0 . Par consCquent, P est entier sur R,,, . I1 s'ensuit que  R, est entier sur 

Rm . 
(b) Soit Z,:= {Z,, ... ,Z , ) ,  nous avons les produits fibrCs suivants: 
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DES SOUS-ANNEAUX D'UN ANNEAU INTEGRE 

oh (Rn[Z.IJXnBIXI[~.I)  = ALXI et (R1[Z.I IXB[X][Z.]) z A  [XI , 
et ob B[XI[Z.] I XB [X][Z.]) = B[X] . 

Considkrons 

an := ( P E  Spec(Rn[Z.] : X" e P ) , 

W n  := ( P E  Spec(Rn[ZI] : X" E P ) . 
Soit S := ( P k  : k 1 0 ), c'est une partie multiplicative de Rn et  de B [ N  telle que 
S-lRn[Z.] = S-lB[Z.][A = B[Z.][X, X-11 . On en dCduit que l'application naturelle : 

Spec(B[Z.][X, X-l]) = ~pec(S-~R,[z.])  --+ 3, 
est un isomorphisme d'ensembles ordonnCs. 

D'autre part nous avons dkji observk que Rl[Z.]IX"B[Z.][XI est isomorphe B 
A[Z.] , il en rCsulte que l'application naturelle : 

Spec(A[Z.l)-+ 8, 
est un isomorphisme d'ensembles ordonnks. La conclusion dCcoule du fait que 

Spec(Rn[Z.]) = g n u  8, (Lemme 1.1). 

COROLLAIRE 3.3. Soient A C B une extension d'anneaux intigres, X une 

inde'termine'e sur B et n un entier 1 1 . Posons Rn : = A  + X"B[XJ , alors : 
(a) R, est un S-domaine si et seulement si h t ~ , X B [ w  > 1 ou B est alge'brique 

sur A .  

(b) R, est un S-domaine fort si et seulement si A et B[XI sont des S-domaines 

forts et A d  B[Xj est alge'brique modulo XB[W . 
(c) Rn est un S-domaine fort universe1 si et seulement si A et B[XJ sont des S- 

domaines forts universels et A-+B[W est universellement alge'brique modulo 

XB[X] . 
DEMONSTRATION. 

(a) C'est une consCquence du ThCorbme 1.3 , car B[X] est toujours un S- 

domaine [FK, Proposition 2.11 ou [AAZ, Theorem 2.31 et, en plus, XB[X] est 

I'unique idCal premier de B[w i vkrifier XB[X]nRn = X"B[w . 

(b)  Supposons que R1 soit un S-domaine fort et  considkrons la  partie 

multiplicative S := {Xm , m 2 0 ) . On a s - 1 ~ ~  = S-IB[XJ = B [ X ,  X-l] . La notion de 

S-domaine fort est stable par localisation, donc B[X, X-l] est un S-domaine fort. 
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4208 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

D'autre part, B[X,  X - l ]  est entier sur B [ X + X - I ]  " B[X]  . D'aprbs [ M M ,  Theorem 

4.61, B [ X + X - l ]  (donc, aussi B[XI ) est un S-domaine fort. Le reste dCcoule du 

ThCorkme 1.7. Quant au transfert entre R1 et Rn , il est garanti par le Lemme 3.2 (b). 

(c) Raisonnement analogue h celui du (b). . 
Jusque Ih, l'anneau R  := Z  + X Z [ q [ X I  est connu comme Ctant de dimension 3, 

Cquicodimensionnel, catCnaire et totalement de  Jaffard [Ay 2, Ch. I, Lemme 2.15 - 
2.17, Proposition 2.18 e t  2.191. L'exemple suivant, montre que R  est en fait un 

S-domaine fort universel. I1 fournit en outre une meilleure illustration pour le ThCorkme 

1.7, n'Ctant pas vCrifiCe l'hypothbse d'incomparabilid suggCrCe par [FIK2, ThCorkme 

1.31. 

EXEMPLE 3.4. 
Soint X  et Y deux indCterminCes sur l'anneau des entiers Z . Les anneaux Rn := 

Z + X " Z [ Y J [ q  , pour n 2 1 , constituent une suite dCcroissante de S-dornaines forts 

universels. 

ll s'agit de montrer que pour tout entier nature1 r et Z1, ..., Z, des indCterminCes 

sur R n ,  l'anneau Rn[Z1,  ..., Z,] = Z I Z 1 ,  ..., Z,] + X n Z [ Y ] [ Z l ,  ..., Z,][X] est un 

S-domaine fort. Pour ce  faire, montrons d'abord que 

Z [ Z l ,  ..., &I + Z [ V [ Z l ,  .... &1[XI  
est algebrique modulo P Z ' [ f l [ Z I ,  ..., &][XI . 
Soient alors P  c P' deux idCaux premiers de Z  [ V [ Z l ,  ..., Z r ] [ X ]  tels que 
X" E Pf\ P  et h t ~ , / ( p n ~ , )  (P 'nRn) l (PnRn)  = 1. 

Posons Q := PTIRn et Q 1 : =  P'nR, .  Puisque Z [ U [ Z l ,  ..., Z,][W est un anneau 

noethCrien et P  c P' est un relkvement de Q C Q'  dans Z [ q [ Z l ,  ..., &][XI , donc 

d'aprks [Ay 1, Lemme 1.1 j (voir aussi la dCmonstration du Lemme 1.5), ht P P  = 1 . 
I1 en rCsulte que P'  est maximal au dessus de Q '  . On en dCduit que P'= f> , 
oh pi:= P 1 n Z [ u [ Z l ,  ..., Z,] E S p e c ( Z [ q [ Z l ,  ..., Z,]) e t  f est un polyndme de  

( Z [ Y l [ Z l .  .... i;l /p')[W . 
D'autre part, d'aprks le Lemme 1.1, Q ' =  q ' +  X n Z I Y J I Z I ,  ..., Z,][X] oh q' := 

p l n Z I Z 1 ,  ..., 41 . D'aprks ce qui prCcbde, p' est nCcessairement maximal au d e w s  

de q' , done p' = ( q ' ,  h> est un supCrieur de q' dans Z  [ Z l ,  . . ., Z , ] [ u  ( h  est 

un polyname de ( Z I Z 1 ,  ..., Zr] lq f ) [YJ  ). De [ B D F ,  Lemma 4.41, il rCsulte que 

Z [ Z l ,  ..., Z r ] / q  '+Z [ Y ]  [ Z l ,  ..., Z r ] l p l  es t  algkbrique. D'ob,  

Z [ Z  . Z ]  [ Y [ Z 1  . Z ]  e s t  algkbrique modulo  
X " Z [ Y ] [ Z l ,  ..., &][XI . Puisque Z est un S-domaine fort universel, car nothCrien, 

alors du Theorkme 1.7, il s'ensuit que Rn est un S-domaine fort universel . 
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