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DE LA FORME D +I D'UN ANNEAU INTEGRE
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00146 Roma, Italy.

Lahoucine Izelgue Département de Mathématiques, Faculté des Sciences "Semlalia”,
Université de Marrakech, Marrakech, Marocco.

Salah-Eddine Kabbaj ** Département de Mathématiques et Informatique, Faculté
des Sciences "Dhar El-Mehraz", Université de Fés, Fés, Marocco.

0 - INTRODUCTION

Pour encadrer dans une théorie plus générale les différentes classes d'anneaux qui
généralisent les anneaux D + M , M. Fontana [F] a entrepris une étude systématique
des anncaux issus des produits fibrés. Par la suite, P.-J. Cahen a entamé 1'étude des
couples d'anneaux partageant un idéal [C1], puis il a introduit la notion de construction
B, I, D qu'il a longuement étudiée dans [C2]. L'étude de telles constructions s'avére
difficile dans le cas général, c'est pourquoi, dans [C2] on s'est limité aux constructions
dites presque-simples (o tout idéal de B contenant I est maximal). D'important
résultats ont alors été établis dans le cadre de la dimension valuative et des notions qui
lui sont liées. Notons aussi que S. Visweswaran [V] a indépendament étudié les sous-
anneaux de la forme D + I d'une K-algébre de type fini, avec D un sous-anneau d'un
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corps K. Son étude s'est limitée au transfert des notions d'anneau laskerien, d'anneau
noethérien, de N-anneau et de S-domaine fort.

Se basant sur les travaux de Cahen, de Visweswaran et sur les résultats déja établis
sur les produits fibrés, A. Ayache [Ayl et Ay2] a étudié les sous-anneaux de la forme
D +] d'une K-algebre int®gre quotient d'un anneaux de polyndmes, ou de séries
formelles sur un corps K, par un idéal premier.

Récemment, nous avons étudié les anneaux de la forme A + XB{X],o0 AC B
est une extension d'anneaux intégres et X une indéterminée sur B (cf. {FIK1 et FIK2]
et [I]). Cela nous a permis de généraliser quelques résultats déjd obtenus sur les
anncaux de type D + XD[X] [CMZ1} et [FK]. L'ensemble de ces travaux a donné lieu
A des exemples de constructions B, I, D non nécessairement presque-simples et a permis
de généraliser un grand nombre de résultats déji établis sur les anneaux de type D + M
[ABDFK], [CMZ1 et CMZ2}, [FK], [K1, K2 et K3]...

On commence par rappeler quelques définitions utiles pour la suite. Un anneau A
est dit caténaire s'il est localement de dimension finie et si pour tout couple P c Q
d'idéaux premiers de A, ht(Q/P) =1 entraine ht Q =1+ ht P. Cette notion n'est pas
stable, en général, par passage aux anneaux de polyndmes. Ainsi, on dit que A est
universellement caténaire, si l'anneau de polyndmes A[X{, ..., Xp] est caténaire pour
tout entier naturel n20. Un anneau A est dit un S(eidenberg)-domaine, si pour tout
idéal premier P de A de hauteur 1, l'idéal premier P[X] est de hauteur 1 dans
l'anneau de polyndmes A[X]. L'anneau A est appelé S-domaine fort (respectivement,
S-domaine forr universel) si pour tout idéal premier P de A, l'anneau quotient A/P
est un S-domaine (respectivement, l'anneau de polyndmes A{X,, ..., Xpy] estun S-
domaine fort, pour tout entier naturel n =0 ). Un anneau de Jaffard A est un anneau
de dimension finie tel que sa dimension de Krull coincide avec sa dimension valuative.

Soient T un anneau intégre, 7 unidéalnonnulde T et D un sous-anneaude T
tel que D N T=(0). Le présent papier traite de certaines propriétés liées au spectre de
l'anneau R =D +1 et, plus particulidrement, la S-propriété, la caténarité et la notion
d'anneau de Jaffard. Son originalité réside, entre autres, dans la mise au point d'une
nouvelle notion, celle de morphisme algébrique modulo un idéal. Cette notion, bien
qu'elle soit plus faible que celle de morphisme résiduellement algébrique [FIK2],
s'avere idéale pour garantir un transfert bilatéral, entre R etle couple (D, T), dela S-
propriété (cf. Théoreme 1.7). Nous avons, en outre, procédé a la généralisation
(quelquefois a la simplification) d'un certain nombre de résultats déja établis sur des
constructions de type D + I issues d'anneaux intégres particuliers. Soient A C B une
extension d'anneaux intégres, X une indéterminée sur B et n unentier 21,
plusieurs applications aux anneaux du type A + X"B[X] sont données dans le dernier
paragraphe.
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1 - LA S-PROPRIETE DANS LES ANNEAUX DE LA FORME D +1

Soient T un anneau intégre, / un idéal non nulde T et D un sous-anneau
integre de T tel que D N71=(0).

Dans ce qui suit, D sera identifié pour plus de simplicité avec son image dans
T/I. Aussi, on suppose de plus que hty 7 est fini, bien que cetie hypothése n'est pas
toujours indispensable.

On se propose d'étudier I'anneau R :=D + 1. C'est un produit fibré déterminé par

le diagramme suivant :

R:=D+I — D
{ 3
T — T/

Comme pour toute construction de produit fibré de ce genre, Spec(R) est la somme
topologique amalgamée de Spec(T) et de Spec(D) au dessus de Spec(7/7) [F,
Theorem 1.4].

Plus précisément, nous avons :

LEMME 1.1, Soient T un anneau intégre, I un idéal non nulde T, D un sous-
anneau intégre de T tel que DN I=(0) et R:=D +1. Posons % :={Qe Spec(R) :
IS Q) et B :={QeSpec(R): I ¢ Q). Alors I est un idéal premier de R,
Spec(R) =2 UB et les applications canoniques

Spec(D) - R , g g+l

{PeSpec(T): Ig P}~»8B, P - PNR

sont des isomorphismes d'ensembles ordonnés (pour l'inclusion ensembliste). B

En ce qui concerne la hauteur de 7/, dans [Cl, Proposition 5, Théoréme 1 et
Corollaire 1], il est établi que :

(a) htrl €htgl £dimT.
(b) dimD+htp ] <dimR<dimT+dimD.
©) Sup{htyP + dim R/(PNR): PeSpec(T), IS P} <dimR.

Le lemme suivant permet d'évaluer la hauteur de 7 en tant qu'idéal premier de R.

LEMME 1.2. Soient T un anneau intégre, I un idéal non nul de T, D un sous-
anneau de T tel que DN 1=(0) et R:=D +1. Posons % := {PeSpec(T):
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PNR=1} et Y:={PeSpec(T): I ¢ P etilexiste PPe%, O)cPcP'}.

(a) &% n'est pas vide.

(b) Y =D sietseulementsi higl=1.

(¢) htg =1+ Sup{hty P: PeY}.

(d) Soit Z une indéterminée sur T. Si higinllZ] =1 alors T/P estalgébrique
sur D, pour tout idéal premier P de T tel que POR=1I.

DEMONSTRATION.

(a) L'idéal 7 estunidéal premier non nul de R. Soit @ un idéal premier de R
contenu dans /. D'apres [Cl, Proposition 4] , il existe P C P’ dans Spec(T) tel que
PNR=Q et PPNR=1. Parconséquent, P'e% et L .

(b) Si htgI>1 alorsil existe Q unidéal premier de R telque () C QC I,
D'apres [C1, Proposition 4] , il existe (0)C P C P’ dans Spec(T) telque PR =@
et PPNR=1I. Nestalors clairque Y= .

Réciproquement, supposons que htp/=1. Si Y =, alorsils existent P un
idéal premierde T telque I ¢ P et P'e®% avec (0) C P C P'. Nous obtenons
dans R la chaine distincte (0) C PN R C P'MN R =1 (voir les isomorphismes du
Lemme 1.1). Absurde. -

(¢) Vule Lemme 1.1, il est clair que pour tout PeY ona l+htp P<htg].
Soit (0) € Q1 € ... € Qu.1 €I une chaine d'idéaux premiers de R réalisant htg /.
Par relevement dans T on obtient une chaine de premiers (0)C Py C ... C P C P,
avec PyMR =1 et pourtout i (1<i<n-1), P,NR =Q; [CI, Proposition 4]. Il en
résulte htg I=1+htg O, 1=1+htyP,; (Lemme 1.1). D'od le résultat.

(d) Par l'absurde, supposons qu'il existe un idéal premier P de T telque P MR
=] et T/P soit transcendant sur D . Soit x unélémentde T telque X :=x + P soit
transcendant sur D . Considérons dans T{Z] l'idéal premier # := (P, Z - x> .
Puisque x est transcendant sur D, alors Z - x ne divise (dans (T/P)[Z] ) aucun
polyndme non nul de D[Z] .

D'autre part, Z -xe (P \P[Z]]) alors, d'apres [DL, Corollary A.1 (a)], il existe
G un supérieur de (0) dans 7[Z] telque Z -xe€ G et § € ® . Comme
Z - x estun polyndme unitaire de degré 1, ilestclairque G =<Z - x> . Ainsi,
d'aprés le Lemme 1.1, dans Spec(R[{Z]) nous avons la chafne distincte (0) C
CQq NR[Z] € PNR[Z] =IR[Z] . Contradiction, car 1idéal IR[Z] est de hauteur 1 .l

Nous verrons plus loin (Lemme 1.12) que l'inégalit¢ htp 7 < hty ]

[C1, Proposition 5] devient une égalité si T est un anneau de valuation.

THEOREME 1.3. Scient T un anneau intégre, I un idéal non nulde T, D un
sous-anneau de T tel que DN I=(0) et R:=D+1. Supposons que T soitun §-
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domaine. Alors, R est un S-domaine si et seulement si htgl>1 ou T/P est
algébrique sur D, pour tout idéal premier P de T telque PR =1.
DEMONSTRATION.

Supposons que R soit un S-domaine et htp/ = 1, alors nécessairement
th[Z] I[Z] =1. Le Lemme 1.2 (d) permet de conclure.

Réciproquement, si htp/ > 1, dufait que T est un S-domaine, alors par le
Lemme 1.1 il est facile de voir qu'il en est de méme pour R.

Supposons maintenant que htg 7 =1. Soit @ un idéal premier de R de hauteur
1. Deux cas sont possibles.

Cas1:7¢gQ.

Le Lemme 1.1 permet de conclure.

Cas 2: 1< Q,donc 1= ({puisque 7 estun idéal premier non nul de R ).
Supposons que, pour tout idéal premier P de T telque PNR =1, T/P soit
algébrique sur D . Soit Y une indéterminée sur T (et R). Si htpry I(Y]>1,
alors il existe H € Spec(R(Y]) telque (0) € H C [[Y]. D'aprés [C1, Proposition 4],
on peut relever la chaine précédente en une chaine (0) € ¥ C ® dans Spec(T1Y]),
avec ¥ et ® ayantrespectivement H et I[Y] pour traces dans R[Y].

Deux cas sont alors possibles pour ® .

Soit ® =P[Y¥] avec P =P NT etdonc PNR=1. D'apres [FIK2, Lemme 1.6
(a)], on voitque P est minimal & vérifier P NR=7. Or htpI<htgl=1, donc htr]
=hty P =1 (Lemme 1.2). L'anneau T est un S-domaine, il s'ensuit que htyyy P[Y] =
1. Absurde.

1l reste alors le cas ® = <P, f> est un supérieur de P =® NT dans T(Y], od
fe(T/P)[Y] estirréductible dans Frac(7/P)[Y] . De plus, f ne divise aucun polyndme
de D[Y] [Mc, Theorem 2 (ii)], car ® NR[Y] =1[Y] et, par conséquent, ®# ND[Y] =
(0), ce qui contredit le fait que 7/P est algébrique sur D .

1l en résulte que htgy7[¥]=1. D'od, R estun S-domaine. |

Le Théoreme 1.3 généralise [FIK2, Théoréme 1.1], donc aussi [FK, Corollary 2.2}
et [AAZ, Corollary 3.3] (en effet, si A C B est une extension d'anneaux intégres, X
une indéterminée sur B et R:=A + XB[X], danscecas T =B[X] et I=XB[X],
alors il suffit de remarquer que XB[X] est le seul idéal premier P de B[X] a vérifier
P NR = XB[X] [FIKI, Lemma 1.1 et FIK2 Lemme 1.6] et que B[X] est un
S-domaine [FK, Proposition 2.1} ou [AAZ, Theorem 3.2}).

Dans la situation décrite au début du paragraphe, on dit que
- le morphisme D —— T/l est résiduellement algébrique si pour tout idéal
premier P de T contenant / alors D /(P ND)—— T/P est algébrique;
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- le morphisme D ——T est algébrique modulo I si, dans le cas ou I est
maximal dans T, alors D —— T/ est algébrique. Autrement (i.e. si [ n'est pas
maximal dans T') si pour tout couple (P, P') d'idéaux premiersde T telque/ ¢ P,
P+1C P et higgpnry P'ORY(PNRY =1 alors D /(P'ND )—— T/P" est
algébrique.

A la différence de la notion de morphisme résiduellement algébrique [FIK2, Lemme
1.4], celle de morphisme algébrique modulo un idéal n'est pas universelle (cf. Exemple
1.8). Ainsi, on dit que

- le morphisme D ——T est universellement algébrique modulo I sile
morphisme entre les anneaux de polyndmes D{Xi, ..., Xp] — T[X1, ..., Xn] est
algébrique modulo 7[X), ..., Xp}, pourtout n=0.

Cette notion, bien qu'elle soit plus faible que celle de morphisme résiduellement
algébrique, est suffisante pour garantir le ransfert entre R et T (dans les deux sens) de
la S-propriété (universelle).

Notons que si le morphisme D —— 7/ est résiduellement algébrique alors le
morphisme D —— 7T est algébrique modulo /. Cependant, la réciproque est en
général fausse, comme cela est illustré par 'Exemple 1.4. Nous verrons 2 la fin du
papier un exemple ou D —— 7T est universellement algébrique modulo 7 mais
D —— T/ n'est pas résiduellement algébrique.

EXEMPLE 1.4. Soient K uncorpset X,Y,Z des indéterminées sur K. Soient
T:=KX)Y,Z}, I .=YKX)[Y,Z] et D :=K[X]. Alors,

(a) D ——T estalgébrique modulo 1.

(b) D —— T/ n'est pas résiduellement algébrique.

Posons R:=D +1 =K[X] + YK(X)[Y,Z].

(a) Soit (P, P') uncouple d'idéaux premiersde T telque ] ¢ P, P +1C P’
et htgyp NR) (P'NRY(PNR))=1. Posons Q":=P'NR et @:=PNR. Tout
d'abord, notons que P' =(p',Y) ol p' estun idéal premier de K(X)[Z],car I =
YK(X)[Y,Z] < P'. Deplus, p’ ND = (0) (par conséquent, Q'=T), car D = K[X]
et /1 = K(X)[Z] .

Nous affirmons que p’# (0) . En effet, d'aprés le Lemme 1.2 (c) (voir aussi [FIK
1, Theorem 1.2]), htg/=2. Puisque htg/g(Q'/Q )=htgio(I/Q)=1 (car Q'=1),
alors nécessairement Q # (0) . Ainsi, dans Spec(R) nous avons la chaine distincte
d'idéaux premiers (0) C @ < I. D'aprés [CI, Proposition 4], cette derniére se reléve,
dans Spec(T), enlachaine (0) € P C P’'. Il en résulte que htr P'2 2 et, par
conséquent, p’# (0) .
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D'autre part, T/P'=KX)[Z, YV (p’', ¥) = K(X)[Z)/p’' qui est algébrique sur
K(X) = Frac(D) . Ayant P'(0 D =(0), ilen découle que D —— T est algébrique
modulo 1.

(b) Il est clair que le morphisme D = K[X]——=7/(YK(X)[Y, Z]) n'est pas
algébrique. W

Avant d'énoncer notre prochain théoréme, nous allons €tablir le lemme suivant utile

par la suite :

LEMME 1.5. Soit K un corps. Si

(@) T estune K-algébre intégre de type fini
ou

B) (T, M) estune K-algébre locale noethérienne de la forme T=K+ M,
et si I estunidéalnonnulde T, alors K ——T estalgébrique modulo 1.
DEMONSTRATION.

Soit T’ une K-algebre de type (&) ou (B). Si I est maximal dans T, il est clair
que K —— T/T est algébrique (de type fini, dans le cas (a), et l'identité dans le cas
(B) ). Supposons que I ne soit pas maximal dans T. Soit (P, P') un couple
d'idéaux premiersde T telque I ¢ P et P +I S P'. Posons R =K +1,
Q :=PNR et Q':=P'NR. Dufaitque I est maximal dans R, tout idéal premier de
T qui contient [ se contracte sur /; en particulier Q'=17. Supposons que
htgsp (I/Q ) = 1. Nous affirmons que dans une situation de ce type, htzp(P'/P)=1.
En effet, supposons que htyp (P'/P )2 2 . On peut toujours se réduire au cas
htgyp (P'/P)=2. Alors, T étant un anneau noethérien, d'aprés [K, Theorem 144]
l'ensemble {P*e Spec(T): P C P* C P' et htzjp (P*/P) =1} estinfini. Si
xel\P, alors les idéaux premiers minimaux de Tp-/PTp: qui contiennent 1'€lément
nonnul x :=x+ PTp forment un ensemble fini. Il s'ensuit qu'on peut trouver un
idéal premier P* dans T telque P C P* C P', htyyp(P*/P)=1 et x n'est pas
dans P* . D'od, I ¢ P*. On obtient donc dans R la chaine distincte d'idéaux
premiers 0 =P MR C P*NR € P'NR =1. llen résulte que htg/p (1/Q ) =2.
Absurde.

De ce qui précéde, on déduit que P’ est maximaldans 7. Donc, si T estde type
(), le morphisme K=R/[ ——T/P’ est algébrique (car P’ est un idéal maximal
dans une K-algebre affine). Si T estdetype (), ona P'=M et T/M =K. N

Notons que si X estun corpsetsi T est un anneau quotient d'un anneau de séries
formelles K[[Xy, ..., Xy]1 (avec n2=1) par un idéal premier, alors T est une K-
algébre de type (), qui n'est pas de type ().
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PROPOSITION 1.6. Sous les mémes hypothéses du Lemme 1.5, soit R:=K+1.
Supposons en plus  dim(T/A) =0, alors T est un R-module de type fini et, donc, R
est un domaine noethérien.
DEMONSTRATION.

Montrons tout d'abord que T est entier sur R, ce qui revient & montrer que
K —— T/ estentier [F, Corollary 1.5]. Du faitque dim(7/7) =0, alors T/rady{/)
est un produit fini d'extensions algébriques du corps K. Donc, T/rady(I) est entier
sur X . Par conséquent, T/ estentier sur K. Si T est detype (o), alors c'est
aussi une R-algébre de type fini. Donc, T étantentier sur R, c'est un R -module de
type fini. Si T estde type (B), T/I estun K-espace vectoriel de dimension finie, et

donc T estun R-module de type fini [F, Corollary 1.5]. H

THEOREME 1.7. Soient T un anneau intégre, I un idéalnonnulde T, D un
sous-anneau de T telque DNI=(0) et R:=D+1.

(a) Supposons que T soit un S-domaine fort. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

(1) R estun S-domaine fort;

(i) D estun S-domaine fort et D —— T est algébrique modulo I.

(b) Supposons que T soit un S-domaine fort universel. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(1) R estun S-domaine fort universel;

(i) D est un S-domaine fort universel et D —— T est universellement algébrique
modulo I .
DEMONSTRATION.

(a), (il) = (). Soient Q0 C Q' deux idéaux premiers consécutifs de R . Trois
cas sont possibles.

Cas 1:7 ¢ @', alorsle Lemme 1.1 permet de conclure par le fait que 7 est un S-
domaine fort.

Cas 2:]C (O, la conclusion s'ensuit du Lemme 1.1 et du fait que D estun S-
domaine fort, car D est isomorphe & R/7T .

Cas 3:7¢Q et IS Q' Si Q[Y]C Q'[Y] ne sont pas consécutifs dans
Spec(R[Y]), il existe H € Spec(R[Y]) tel que
© QIYIc Hc Q'[r].
Nécessairement, I ¢ H et par conséquent H :=<Q, f> est un supérieur de O dans
R[Y] avec f un élément de (R/Q)[Y] qui est irréductible dans Frac(R/Q)[Y] =
Frac(T/P)[Y], ot PR =Q . D'apres [Cl, Propositon 4], la chalne (©) se releve
dans T([Y] en une chaine
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P'CPC?®

avec P"NR[Y]=Q[Y], P NR[Y] =H et P NR[Y]=Q'[Y]. Comme l'idéal #
ne contient pas I [Y], alors le Lemme 1.1 permet de conclure que # = P{Y] et [Mc,
Theorem 2 ()] que ®=<P, f> ,avec f unélémentde (T/P)[Y], quiest associé A
f dans Frac(T/P)[Y]. Maintenant, si P':= ® (T, alors il n'est pas possible que
P'=P'[Y], car T estun S-domaine fortet P C P' sont consécutifs dans 7. (Cette
derni¢re affirmation découle aisément du fait que D —— T est algébrique modulo 7
et de [FIK2, Lemme 1.6 (a)].) Par conséquent P’ = {P’,g> est un supérieur de P’
avec P'NR =", ge(T/P)[Y] estirréductible dans Frac((T/P'){Y]) et ne divise
aucun polyndme de Frac(R/Q")[Y] [Mc, Theorem 2 (ii)]. Ce qui est absurde, puisque
T/P' est algébrique sur R/Q'. Ilen découle que ht Q'[Y)/Q[Y] = 1. Par conséquent,
R est un S-domaine fort.

(a), (i) = (ii). Si R estun S-domaine fort, il en est de méme de D = R/, car
cette notion est stable par passage au quotient [MM].

Si I est maximal dans T, il découle directement de [C2, Proposition 6] que
D —— T/ estalgébrique. Si I n'est pas maximal, supposons qu'il existe dans T un
couple (P, P') d'idéaux premiers tel que I ¢ P , P +1 € P',
htg p NRY (P'AR) /P NR ) =1 et D /(P'ND )——T/P' ne soit pas algébrique.
Posons @ :=P NR et Q':=P NR . Puisque R est un S-domaine fort, alors
htr(yy /0 Q' [YVQ[Y]1=1. Or, le morphisme D /(P' D) = R/Q' ——T /P' n'est
pas algébrique. Donc, pour un certain x :=x + P' dans T/P' (avec xeT), le
polyndme Y - x ne divise (dans (T/P)[¥] ) aucun polyndme non nul de
(R/Q")[Y]. De [Mc, Theorem 2}, il résulte que <P’,Y- x> est un supérieur de P’
dans T[Y] tel que, <P', Y - xDNR[Y]=Q'[Y]. D'ob la chaine distincte
PIY]C P'[Y]C <P', Y- x> dans Spec(T[¥]). Cette dernidre se contracte dans
R[Y] enlachaine Q[Y] C Q'[Y]. D'apres [DL, Corollary A.1.(a)}, il existe un idéal
<P, g> supérieur de P dans TIY] telque P[¥Y]C {P,g> < <P, Y- x> (donc,
1Y] ¢ <P,g> ). D'apres le Lemme 1.1 appliqué au diagramme

R[Y)]:=(D+D[Y] —>  D[Y]
l {
Y] — (T/D[Y]

nous obtenons, dans R[Y], la chaine distincte Q[Y] C <P,g> N R[Y] C Q'[Y].
Absurde, car ht Q'[Y)/Q[Y] =1 ;donc D ——T estalgébrique modulo 7.
(b) Découle aisément de (a). W
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Nous sommes enfin en mesure de fournir un exemple illustrant le fait que la notion
de morphisme algébrique modulo un idéal n'est pas universelle. Pour le voir, nous
allons reprendre une construction de {BHMR] (cf. aussi [ABDFK, Example 3.8]).

EXEMPLE 1.8. Soient X un corps, X1, X2 et X3 des indéterminées sur K.

Posons

V= K(X1, X2) + X3K(X1, X2)[X3](xy) = K(X1, X2) + Mg,

ol My = X3K(Xq, X2)[X3](X3) .

Soit f: V——V/Mp la surjection canonigue et soit V* = K + M* l'anneau de
valuation discréte de K(Xy, Xp) décrit dans [ABDFK, Example 3.8] et soit Vi =
f1(V*); Vq est un anneau de valuation de K(X1, X2, X3) de dimension 2 de la
forme Vi =K+ Mj. Soit Py son idéal premier de hauteur 1.

Posons

W= K(X1, X2) + (X3 + DK(X1, X2)[X3](x3 + 1) = K(X1, X2) + M2
ol My := (X3 + DK(X1, X)[X3](x;3 + 1), et

T:=ViNWw .

Alors, dans [BHMR] il est établi que 7T est un anneau de Priifer semi-local de
dimension 2 d'idéaux maximaux M :=MoNT et N:=MiNT etque htyM=1 et
hty N=2. Ainsi Spec(7) est formé des deux chaine distinctes

MCcM et (ODCPCN, ou P:=PINT.

Posons I:=MNN et R:=K +1I. Alors, nous affirmons que :

(a) K——T estalgébrique modulo [.

(b) K[Z}——T[Z] n'est pas algébrique modulo I{Z], ol Z est une
indéterminée sur T (donc aussi sur K ).

En effet, Spec(T) ={(0) € M, (0) C P C N} etnous avons,

MNOR=NNR=1 e (0O)CPNRCI.
Ainsi, hig (MNR) =htg I=2>1 et htgyp Nry N NR)/(P NR) = htgyp Ngy /(P NR)
=1. Comme T/N est canoniquement isomorphe & K , alors K——T/N est
algébrique. Il s'ensuit que K—— T est algébrique modulo .

D'autre part, R[Z] = K[Z]+1[Z] esttel que K[Z] et T1Z] sont des S-domaines
forts, car K estuncorpset T estun anneau de Priifer. Cependant, R[Z] n'est pas un
S-domaine fort [BHMR]. Alors, du Théoréme 1.7 (a) on déduit que K[Z]—T[Z]
n'est pas algébrique modulo /[Z] . M

Si I estun idéal maximal de T, le théoréme précédent concerne les constructions
classiques des D + M et il devient:




16: 37 7 January 2010

Downl oaded At:

DES SOUS-ANNEAUX D’UN ANNEAU INTEGRE 4199

COROLLAIRE 1.9. Soient T un anneau intégre, M un idéal maximal de hauteur
finiede T et D un sous-anneau intégre de T tel que D (WM =(0). Posons
K=T/M e R:=D+M. Ona:

(a) R estun S-domaine fort si et seulement si T et D sont des S-domaines forts
et K est algébrique sur D .

(b) Si T est un S-domaine fort universel, alors R est un S-domaine fort
universel si et seulement si D est un S-domaine fort universel et K est algébrique sur
D.

DEMONSTRATION.

Il faut seulement remarquer que, dans le cas présent, o M est un idéal maximal de
T, si R estun S-domaine fort, alors T est nécessairement un S-domaine fort (Lemme
1.1). &

Nous précisons, cependant, que la partie (a) du Corollaire résulte directement de
[C2, Proposition 6] (cf. aussi [Ayl, Proposition 2.10.(i1)]). Quant a la partie (b), elle
recouvre [K3, Théoréme 1.1].

Comme applications, Théoréme 1.7.(a) (respectivement, (b)) présente une version
achevée de [FIK2, Théoréme 1.7] (respectivement, [FIK2, Théoréme 1.3]). De plus, il
permet de retrouver comme corollaires quelques récents résultats de Ayache [Ayl]etde

Visweswaran [V] :

COROLLAIRE 1.10. [Ayl, Proposition 1.8). Soient K un corps et T une K-
algebre, quotient par un idéal premier d'un anneau de polyndémes K[Xy, ..., X,] oude
séries formelles K([Xy, ..., X1, @ coefficients dans K, avec n21. Soient I un
idéal propre nonnulde T et R:=K+1. Alors, R estun S-domaine fort.
DEMONSTRATION.

Lemme 1.5 et Théoreme 1.7 (a) permettent de conclure. W

COROLLAIRE 1.11. [V, Proposition 3.1]. Soient K un corps, T une K-algébre
de type fini intégre, I un idéal propre non nulde T et D un sous-anneau de K.
Alors, R:=D +1 estun S-domaine fort si et seulement si D est un S-domaine fort et
K estalgébrique sur D .
DEMONSTRATION.

Considérons le diagramme commutatif de morphismes canoniques
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R=D+I —— D

d d
R=K+I — K

{ d

T — T/I

D'aprés le Corollaire 1.10, R’ est un S-domaine fort. La conclusion découle du
Théoréme 1.7 (a). W

Nous allons clore ce paragraphe en examinant les D + /7 issus d'un anneau de

valuation.

LEMME 1.12. Soient V un domaine de valuation, I un idéal nonnulde V, D un
sous-anneaude V tel gue DN 1=(0) et R:=D+1I. Alors:

(a) Pour tout PeSpec(V) telque I ¢ P,ona PNRCI.

(b) htgl=htyl.

(¢c) dim R=dim D + hty [ .
DEMONSTRATION.

C'est une conséquence du Lemme 1.1 et du fait que, dans un anneau de valuation,

l'ensemble des idéaux est totalement ordonné. W

Le Lemme 1.12 (c¢) généralise [F, Proposition 2.1 (5)] (voir aussi {ABDFK,
Lemma 2.1.(d)]).

THEOREME 1.13. Soient V un domaine de valuation, I un idéal non nul de V,
D un sous-anneau de V telque DI =(0), Py l'idéal premier minimal & contenir 1
dans V. Posons R:=D +1 et Ky :=Frac(V/Py), alors:

(1) dimy R = dimy D +dim Vp,+deg.tr.p Ko .

(2) dim R[Z1,. .., Zy) = dim D{[Zy, .. ., Zy] + dim Vp, + inf(n, deg.tr.p Ko),
pour toute famille d'indéterminées {Z1, ..., Zy} et pour tout n21.

(3) R est un anneau de Jaffard si et seulement si D est un anneau de Jaffard et
Koy est algébrique sur D.

(4) Pour toute famille d'indéterminées {2y, ..., Zn}, R{Z1,..., 2y} est un
anneau de Jaffard si et seulement si D[Zy, ..., Zy] est un anneau de Jaffard et
n 2 deg.tr.p, Ko .

(5) R est un S-domaine si et seulement si htg I > 1 ou deg.tr.p Ko=0.
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(6) R est caténaire (respectivement, un S-domaine fort) si et seulement si D est
caténaire (respectivement, un S-domaine fort et Ko est algébrigue sur D ).

(7 R e;vt universellement caténaire (respectivement, un S-domaine fort universel)
si et seulement si D est universellement caténaire (respectivement, un S-domaine fort

universel ) et Ky est algébrique sur D .
La démonstration repose, en partie, sur le lemme suivant :

LEMME 1.14. Soient T un anneau intégre, I un idéal non nulde T et D un
sous-anneau de T tel gue D N 1=(0). Supposons que radp(l) =: Py soit un idéal
premier divisé de T. Posons R:=D+I et Ry:=D +Py.

(a) L'inclusion R - Ry estun homomorphisme entier.

(b) PoNR =1 (donc PN D=(0))

(¢) L'application continue Spec(Ro[Zy, ..., Zn)) = Spec(R[Z1, . .., Zn]l) estun

homéomorphisme, pour toute famille d'indéterminées {Zy, ..., Zy) et pour tout entier
naturel n.

(d) L'idéal Po=PoTp, est unidéal communda Ry et Tp,.
DEMONSTRATION.

(a) Résulte du fait que tout élément de Py est entier sur /.

(b) Dapres [C1, Proposition 4], il existe un idéal premier P de T telque PN R
=1. L'idéal Py=radp(J) étant divisé dans T, nécessairement ona PoC P [A,
Theorem 3] (ou [BS, Theorem 2.4]). Ilen résulte que PoMN R =1.

(c) L'idéal I étant aussi un idéal de Ry, on a le produit fibré suivant:

R(Z,,..2,] —> (RIDZ,,...2,)=DIZ,,....Z,)
\: !
R()[Zx,..‘,zn] -_— (RO/I)[Zlv""zn]’:RO[Zl""vZn]/I[Zl""'zn]

D'autre part, on a

(RVDIZ1. . . . Za))rea = RPOZ1, - . -, Zo) = DIZ1, . . ., Zn) -
Par conséquent, 1'application canonique

Spec((RyT(Z1, . - » Zal) > Spec(DIZy, . . ., Zp))
est un homéomorphisme. Du fait que Spec(R[Z1,... Zz]) est une somme
amalgamée [F, Theorem 1.4], on déduit que I'application canonique
Spec(RolZ1, . . ., Zn]) = Spec(R[Z1, . .., Zq])

est aussi un homéomorphisme.

(d) L'idéal Py étant un idéal premier divisé de T et PoN D = (0), il est aisé de
vérifier que Ry est un produit fibré déterminé par le diagramme suivant:
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Rg — R/Py=D
) {
— T/Py
! \:
Tp, — k(Pg) = Tpy / PoTp,

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.13.
Posons Ry := D + Py. Nous observons d'abord que dans un anneau de valuation,
tout idéal premier est divisé, donc en particulier pour Po=rady(/). Ainsi, nous avons

les produits fibrés suivants :

R — RII=D

l $

R, — Ro/1 — Ry/Py=D

! !

14 — v/ — V/P,

d !

Ve, — Vp, I 1Vp, — k(Poy)=Vp, I PoVp,

Il en résulte que Rp =D + Py est un anneau de type "D + M" issu de l'anneau de
valuation Vp,. Tandis que R satisfait aux hypothéses du Lemme 1.14.
(1) dimyR dimy Ry (Lemme 1.14 (a) et [G, Proposition 30. 13])
dimy D + dim Vp+deg.tr.p Ko [ABDFK, Theorem 2.6 (a)].
(2) dim R[Z1, ..., Zy) = dim Ro[Z1, ..., Zy] (Lemme 1.12 (c))
= dim D[Zy, ..., Zy] + dim Vp, + inf(n, deg.tr.p Ko)

[ABDFK, Corollary 2.8].

(3) découle aisément de [ABDFK, Proposition 1.1 et Theorem 2.6 (b)] et du
Lemme 1.14.(a).

(4) découle aisément de {ABDFK, Proposition 1.1], du Lemme 1.14.(a) et de
{Ayl, Proposition 2.9].

(5) découle du Théoréme 1.3. Eneffet, V est un S-domaine (car de valuation) et,
si Vp, estalgébrique sur D, Py est l'unique idéal premier de V tel que PoNR =1
[FIK2, Lemme 1.6 (a)].

(6) et (7). Notons que du Lemme 1.14.(c) découle immédiatement que R est un

S-domaine fort (respectivement: caténaire, S-domaine fort universel, universellement
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caténaire) si et seulement si Ry est un S-domaine fort (respectivement: caténaire, S-
domaine fort universel, universellement caténaire). Ainsi, le reste découle directement
du Corollaire 1.9 (a) (respectivement: de [Ay 1, Proposition 2.10 (i)], du Corollaire
1.9.(b), de [ADKM, Corollary 2.4]). W

2 - DIMENSION VALUATIVE D'UN ANNEAU D +1 ISSU D'UN
ANNEAU DE POLYNOMES B[X]

Dans ce paragraphe B désigne un anneau integre de corps des fractions K, X
une indéterminée sur K, D un sous-anneau de B et I un idéal non nul de B{X]
disjoint de B\ {0} . Les résultats principaux de ce paragraphe concernent la dimension
valuative et le transfert de 1a notion d'anneau de Jaffard pour R := D +1, sous-anneau
de B[X]. Soulignons ainsi que la situation examinée ici est différente de celle étudide
par Ayache [Ay1] qui a considéré des D + I issus d'une K-algebre, K étant un corps.
Le théoréme suivant donne la dimension valuative de 'anneau R= D +1 et généralise
[FIK1, Theorem 2.3].

THEOREME 2.1. Soient B un anneau intégre, X une indéterminée sur B, D un
sous-anneau de B et I un idéal non nul de B{X], avec INB = (0). Posons
R:=D+1I , donc

R=D+1 — D
d 4
B+1 B B
d d

B[X] —_ B[X]/1

Alors,

(a) dim, R =dim,D +degtrpB+1.

(b) Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) D estun anneau de Jaffard et B est algébrique sur D ;
(ii) R estun anneau de Jaffard et dimR=1+dim D

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant:

LEMME 2.2. Soient D un anneau intégre, K un corps contenant Frac(D) et J un
idéal propre non nul de K{X}. Posons R:=D +J, donc
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R=D+J — D
{ {
K+J — K
\ &

K[X] — K(X1/J

Nous avons:

(a) dimD +J)=1+dimD e dim,(D+J)=1+deg.tr.pK +dim, D.

(b) D +J estun anneau de Jaffard si et seulement si D est un anneau de Jaffard et
K estalgébrique sur D .
DEMONSTRATION.

Comme tout idéal de K[X]} contenant J est maximal, alors on a 2 faire & une
construction B, I, D simple [C2]. L'affirmation (a) est alors une conséquence de
[C2, Théoreme 1]; (b) résulte de (a) .1

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1.

(a) Elle se fait par récurrence sur d :=deg.tr.p B .

Etape 1: B est algébrique sur D, i.e. d=0.
Soit uel , u=#0, etsoit K le corps des fractions de R (et B ), alors
D[u] € RC B[X] € K(X). Or K(X) est algébrique sur D[u], alors dim, D[u] 2
dimy R c'est & dire dimy D + 1 2 dim, R car u est transcendant sur D . Soit
maintenant V un K-suranneav de valvation de D tel que dim, D =dim V. Alors
R=D+IC V+JC K(X), ol J:=51/. Dapres le Lemme 2.2, dim,(V+J) =
dim, V + 1. Puisque K(X) est le corps des fractions de R etde V+J, il en résulte
que dimy R 2 dimy (V+J)=dim V+ 1 =dim, D + 1. Par conséquent, dim, R =
dim,D+1.

Etape 2: d=degitrpB=1.
Soit y unélémentde B transcendant sur D, alors B est algébrique sur D[y] et sur
D[y1]. Considérons ensuite les anneaux A} :=R[y]=D[y1+1[y] et Ay:=R[y1]
=Dy 1) +1[y1). Alors I[y] (respectivement, I[y-1]) est unidéal de B[X]
(respectivement, B[y-1][X]) disjoint de B \{0} (respectivement, B{y-1]\{0}). De
plus B (respectivement, Bly'1]) estalgébrique sur D[y] (respectivement, D[y’1]).
Ainsi, nous sommes dans les conditions de I'Etape 1, et il s'ensuit que dim, R[y] =
dimy D[y] + 1 =dimy D +2 et dim, R[y"!]= dim, D[y-1] + 1 = dim, D + 2. D'autre
part, il est clair que dim,, R = Sup{dim, R[y], dim, R{y-1]}. Par conséquent, dim, R
=dim,D+2 =dim,D+d+1.

Etape 3: d = deg.tr.y B> 1.
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Hypothese de récurrence: Supposons que pour tout sous-anneau D de B tel que
r=degtrpB<d-1 onait dimyR=dimyD+r+1.

Soit y un élément de B transcendant sur D , alors degtrpy 8 =
deg.tr.DU-x] Bly-l]=d- 1. Comme dans I'Etape 2,si A; :=R[y] =Dl[yl +1[y] et
Ay =R{y'1]1=D{y1] +1[y1], alors dimyA;=dim,Dyj+(d-1)+1=dimyD+d+
1 et dimy Ay = dim, Dlyl]+ -1 +1=dim,D +d+1. I enrésulte que
dimy R = Sup{dim, A ,dim Ay} =dim, D +d +1 .

(b) (i) = (ii). Si B est algébrique sur D, alors d'aprés [FIK2, Lemme 1.6],
pour tout P idéal premierde B ona PMND #(0). Danscecasona htgl=1.
Sinon, par,le Lemme 1.2, il existerait dans B[X] une chaine d'idéaux premiers de type
(O)cPcP', avec I g P et PNR=1I, etparconséquent P'ND =(0). Absurde.
Il en résulte que,

dimy, R=dim,D + 1
=dimD+1
=dimD + htg ]
<dim R [C1, Théoréme 1]
<dimyR.
D'ot R estun anneau de Jaffardet dimR=1+dim D .
(i) = (i) dimy R=dim, D +d + 1
=dim R
=dimD+1.
Or dim, D 2dim D, parconséquent D est un anneau de Jaffard et B est algébrique
sur D. N

Comme application immédiate du Théoréme 2.1, nous avons :

REMARQUE 2.3. Dans [Ayl, Lemme 1.3], il est établi que si K est un corps, B
une K-algebre integre de type fini et I un idéal propre non nul de B, alors 'anneau
R:=K+1 estunanneau de Jaffard. On peut se demander si ce résultat reste valable
dans le cas général ob B estune K-algdbre qui n'est pas de type fini. La réponse est
négative si la dimension valuative de R n'est pas finie [Ayl, Exemple 1.6] . Si
dimy R <o, laréponse demeure encore négative, comme le justifie l'exemple suivant:

EXEMPLE 2.4.
Soient K un corps, X1, Xp, X3, X4 des indéterminées sur K, B :=
K(X1, Xo)[ X3, X4), 1:=X4B et R:=K+1.

L'anneau R est caténaire équicodimensionnel et I est un idéal maximal de R de
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hauteur 2 [Ayl, Proposition 1.2}, donc l'anneau R est un S-domaine (Théor¢me 1.3).
D’autre part, B n’est pas unc K-algdbre de type finie, et d'aprés [FIK1, Théoreme 2.1
et Théoreme 2.3], dim R =dim B =2 et dimyR =4 . Par conséquent, R n'est pas

un anneau de Jaffard.

3 . APPLICATIONS AUX ANNEAUX DE TYPE A+ ANB[X]

Soient A C B une extension d'anneaux intégres, X une indéterminée sur B et
n unentier > 1, ici les anneaux de type A + X"B[X] sont des cas particuliers des
anneaux D +1. Ainsi, comme application directe du Théoréme 2.1, nous avons :

PROPOSITION 3. 1. Soient A C B une extension d'anneaux intégres, X une
indéterminée sur B et n un entier 2 1. Posons Ry :=A + X"B[X], alors:
(a) dimy Ry =dimyA + degtr4 B+ 1.
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) A est un anneau de Jaffard et B est algébrique sur A ;
(i) Rp estun anneau de Jaffard et dim Rp=1+dimA. W

Dans la suite nous allons étudier le transfert aux anneaux A + XPB[X] de certaines
propriétés liées a la structure du spectre. Bien que certains énoncés peuvent &tre déduits
directement des résultats précédemment établis, nous allons les démontrer en utilisant le
lemme suivant, jettant la Jumiére sur la liaison étroite entre les spectres premiers -en tant
qu'ensembles ordonnés- des anneaux Rp=A + XBU[X], pour n2>1:

LEMME 3.2. Soient A C B une extension d'anneaux intégres, X une
indéterminée sur B. Pour tout entier n2 1 posons Ry:=A + X"B[X], alors:

(@) Pouriout mzn21, linclusion Ry — Ry est un homomorphisme entier.

(b) Pour tout m=nz1 etpourtout 120 et pour toute famille d'indéterminées
{Z1, ..., Z}, Uapplication naturelle

At Spec(RalZy, . . ., Zi]) = Spec(RmlZ1, ..., Z]), P— PNRp
est un isomorphisme d'ordre.
DEMONSTRATION.

(a) Soient Y une indéterminée sur Ry, et p(Y) := YM - XM e R,{Y], alors
p(X™) = 0. Par conséquent, X" est entier sur Ry . Il s'ensuit que R, est entier sur
Rm .

(b) Soit Z,:={Z,,---,Z,}, nous avons les produits fibrés suivants:
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RylZ,] > (R4[2,/X"BIX)Z.])

{ l
RilZ.] > RIZJ/X"BIXNZ.] — (Ry[Z.)/XBIX]Z.]
{ ) {

BIX)Z,] — BIX)IZ.]/X"BIXIZ.,] — BIX)Z.)/XB(X]Z.])

o (Ry[Z.1/X"BIXNZ.D=A[X] et (R{Z,)/XBIX]IZ,)) =A[X],
etod B[{XYZ,}/XB{X)Z.,) = B{X] .
Considérons
R = {Pe Spec(Rn[Z.] : X" e P} ,
B, = {Pe Spec(Ry[Z.] : Xne P} .
Soit §:= {X"K: k >0 }, c'est une partie multiplicative de Ry et de B[X] telle que
S-IRy[Z.] = $-1B[Z.](X] = B[Z.)[X, X-1] . On en déduit que l'application naturelle :
Spec(B(Z.[X, X-11) = Spec(S-1Ry[Z.]) —— Rn
est un isomorphisme d'ensembles ordonnés.
D'autre part nous avons déji observé que R1[Z.}/X®B[Z.][X] est isomorphe i
A[Z.], il en résulte que 'application naturelle :
Spec(AlZ.))— B,
est un isomorphisme d'ensembles ordonnés. La conclusion découle du fait que
Spec(RplZ.]) = Ry UB, (Lemme 1.1). W

COROLLAIRE 3.3. Soient A C B une extension d'anneaux intégres, X une
indéterminée sur B et n un entier 21 . Posons Ry :=A + X"B[X], alors:

(a) Ry est un S-domaine si et seulement si htg XB[X] > 1 ou B est algébrique
sur A.

(b) Ry est un S-domaine fort si et seulement si A et B[X] sont des S-domaines
forts et A—— B[X] est algébrigue modulo XB{X] .

(¢) Ry est un S-domaine fort universel si et seulement si A et B[X] sont des §-
domaines forts universels et A——B[X] est universellement algébrique modulo
XB[(X] .

DEMONSTRATION.

(a) C'est une conséquence du Théore¢me 1.3 , car B[X] est toujours un S-
domaine [FK, Proposition 2.1] ou [AAZ, Theorem 2.3] et, en plus, XB[X] est
l'unique idéal premier de B{X] 2 vérifier XB[X]NRy = X"B{X] .

(b) Supposons que R soit un S-domaine fort et considérons la partie
multiplicative S:={X™ m>0}. Ona SRy =S1B[X] = B[X, X'1]. La notion de
S-domaine fort est stable par localisation, donc B[X, X-11 est un S-domaine fort.
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D'autre part, B[X, X-11 est entier sur B{X+X"1] = B[X] . D'aprds {MM, Theorem
4.6], B[X+X‘1] (donc, aussi B[X] ) est un S-domaine fort. Le reste découle du
Théoreme 1.7. Quant au transfert entre Ry et Rn, ilest garanti par le Lemme 3.2 (b).
(c) Raisonnement analogue 2 celui du (b). W

Jusque 13, l'anneau R := Z + XZ(Y][X] est connu comme étant de dimension 3,
équicodimensionnel, caténaire et totalement de Jaffard [Ay 2, Ch. I, Lemme 2.15 -
2.17, Proposition 2.18 et 2.19]). L'exemple suivant, monire que R esten fait un
S-domaine fort universel. Il fournit en outre une meilleure illustration pour le Théor¢me
1.7, n'éant pas vérifiée I'hypothése d'incomparabilité suggérée par (FIKZ, Théoreme

1.3].

EXEMPLE 3.4.
Soint X et Y deux indéterminées sur l'anneau des entiers Z . Les anneaux Rp :=

Z + X" Z{Y][X], pour n 21, constituent une suite décroissante de S-domaines forts

universels.

It s'agit de montrer que pour tout entier naturel r et Z, ..., Zy des indéterminées
sur Ry, lYanneau Ry[Zy, ..., Z;) = 2Z(2;1, ..., Z;} + X0 Z {Y1[Zy, ..., Z)[X] est un
S-domaine fort. Pour ce faire, montrons d'abord que

Z(Zy, .. Zy) — ZIYN[Zy, ..., Z](X]
est algébrique modulo X82Z2(Y1{Zy, ..., Z)[X] .
Soient alors P C P' deux idéaux premiers de Z([Y][Z1, ..., Z;][X] tels que
Xve P'\P et htg pNR,) (PNRy)/(PNARy) = 1.
Posons @ := PMNRy et Q':= PNRy. Puisque ZI[Y][Z1, ..., Z{][X] est un anneau
noethérienet P C P' est unrelévementde Q C Q@ dans Z([Y}[Zy, ..., Z)[X], donc
d'aprés [Ay 1, Lemme 1.1} (voir aussi la démonstration du Lemme 1.5), ht P/P=1.
Tl en résulte que P’ est maximal au dessus de Q'. On en déduit que P'=<p’, f>,
ol p'==P NZ[YI[Z1, ..., Z € Spec(Z1Y][Z1, ..., Z¢]) et f estun polyndme de
(ZIY[Zy, ..., Z)Ip")X] .
D'autre part, d'aprés le Lemme 1.1, Q'=¢q'+ X"Z[Y}[Z;, ..., Z;][X] ob ¢’ :=
p'NZ[24, ..., Z) . D'aprés ce qui précéde, p' est nécessairement maximal au dessus
de ¢', donc p'=<q',h> estun supérieur de ¢’ dans Z[Zy, ..., Z][Y] (h est
un polyndme de (Z[Z, ..., ZJ/q"){Y] ). De [BDF, Lemma 4.4], il résulte que
22y, ..., Z:)lqg'—>Z [Y)[Zy, ..., Z:)/p' est algébrique. D'ob,
ZZ1, .... Z:) — Z{YUZy, ..., Z(}[X] est algébrique modulo
XnZ[Y)[Zy, ..., Z)[X]) . Puisque Z est un S-domaine fort universel, car nothérien,
alors du Theoréme 1.7, il s'ensuit que Ry est un S-domaine fort universel .
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