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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 22(1), 9-27 (1994) 

QUELQUES PROPRIETES DES CHAINES D'IDEAUX 
DANS LES ANNEAUX A + X B [ X ]  

Marco Fontana Lahoucine Izelgue et Salah Kabbaj 

Dipartimento di Matematica DCparternent de MathCmatiques et Informatique 
Universith di Rorna "La Sapienza" FacultC des Sciences, Univ. S. M. Ben Abdellah 
00185 Roma, Italia Fks, Maroc 

6 0. INTRODUCTION 

Soient A G B une extension d'anneaux cornrnutatifs intkgres et X une 
indCterminCe sur B . 

Ce papier traite de 1'Ctude de certaines propriCtCs relatives au spectre des 
constructions de la forrne R : = A  + X B [ a  . Les rksultats CnoncCs gCnCralisent (et 
mettent en evidence les limites de) ceux dCjh Ctablis sur les anneaux D + XK[X] et 
D(S)  := D + XDS[X] longuement CtudiCs dans [3] ,  [9] ,  [13], [14],  [IS], 1181 . I1 
consiste en trois paragraphes. Le premier est consacrC h l'examen du transfert de la 
notion de S-domaine fort (universel). On Ctablit, entre autre, le rksultat fondamental 
suivant : l'anneau R = A + XB[X]  est un S-domaine fort universel et 
l'homomor~hisme A + B est incomparable si et seukment si A et B sont des S- 
domainesforts universels et A + B est risiduellement algibrique. 

Le deuxikme paragraphe est consacrk h l'examen du transfert de la catCnaritC 
(universelle) de A et B[XI , l'anneau R = A  + xB[W . Le rksultat principal de ce 

Copyright 0 1994 by Marcel Dekker, Inc. 
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10 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

paragraphe est le suivant: l'anneau R est universellement cate'naire et l'homomor- 
phisme A + B est incomparable si et seulement si A et B sont universellement 
catLnaires, l'homomorphisme A  + B est re'siduellement alge'brique et htg $3 = 
htA ($3 n A )  pour tout $3 E Spec(B) . 

Comme application interessante, au troisikme paragraphe, nous sommes en 
mesure d'enrichir les classes d'anneaux, relatives aux notions prCcCdemment CtudiCes, 
par de nouveaux exemples qui h i e n t ,  jusque la, en dehors du champ des constructions 
CtudiCes. Nous fournirons ainsi des exemples d'illustration pour les rCsultats Ctablis 
aux Paragraphes 1 et 2  . Nous donnerons, de m$me, des contre-exemples montrant 
que, sous leurs formes classiques, certains des rCsultats Ctablis sur les anneaux 
D + X m X J  et D + XDS[XJ ne s'ktendent pas au cas plus g6nCral des constructions de 
la forme R = A  + XB[w . Les exemples fournis sont aussi des constructions B, I, D  
qui ne sont cependant ni simples ni presque simples dans la terminologie de [7]  et [8] ,  
ni issues d'algbbres de type fini [4] . 

$1. TRANSFERT DE LA NOTION Dl? S-DOMAINE FORT 

Un anneau A  est appelC S-domaine si pour tout idCal premier p de A de 
hauteur 1 , I'idCal premier p [ X ]  est de hauteur 1 dans A [ X ]  . L'anneau A est 
appelC S-domaine fort si pour tout ideal premier p de A , l'anneau quotient A / p  

est un S-domaine 116, p. 261. Enfin, A est dit S-doinaine fort universe1 si pour tout 
entier nature1 n 2 0 , l'anneau des polynames AIX1, . . ., X,] est un S-domaine fort 
[18] .  Parmi les exemples de S-domaines forts universels citons les anneaux 
noethCriens [16] ,  les anneaux de Priifer [18] et certains produits fibrCs particuliers [4], 
151, 171, P I ,  [I31 et 1151 . 

Ce paragraphe est consacrk A I'Ctude des notions prC-citCes dans les 
constructions de la forme R = A  + XB[X] . Quelques rCsultats de transfert sont 
CnoncCs, gCn6ralisant - et mettant en Cvidence les limites de - ceux dC.jA Ctablis sur les 
anneaux D + X K [ X ]  et D ( S )  = D  + XDS[X]  . A la suite de quoi, nous serons en 
mesure, au Paragraphe 3, de fournir des applications et des exemples originaux. 

THEOREME 1.1. Soient A G B une extension d'anneaux, X une 
inde'termine'e sur B et R = A  + X B [ v  . Les assertions suivantes sont e'quivalentes : 

(i) R est un S-domaine ; 
(ii) B est alge'brique sur A ou htRXB[X] > 1 . 
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LES CHAINES D'IDEAUX DANS A + XB [a 11 

DEMONSTRATION. (i) (ii) Supposons que B ne soit pas algebrique 
sur A . Soient z un element de B transcendant sur A et Y une autre indkterminee 
sur B . L'idkal premier < Y + z > est un suptrieur de (0) dans B[YI et il rencontre 
A [ Y ]  en (0) (autrernent, z serait algkbrique sur A ). Nous avons alors, dans 
R[YJ =A[YJ + XB[w[Yj  , la chaine distincte d'idbaux premiers : 
(0) c < Y + z>B[YI[XI n R[YJ c XB[YI[XI [12, Dkrnonstration du Lemme 1.31 . 
D'oh, htRrrl X B [ X ] [ Y ]  = htRcy1 X B [ Y ] [ X ]  > 1 . Or R est un S-dornaine, par 
conskquent, htR XB[XI > 1 . 

(ii) =, (i) I1 s'agit de montrer que pour tout p E Spec(R) , htR p = I entraine 
que h t ~ [ ~  p [ Y J  = 1 . Deux (:as sont possibles : 

Cas 1 : X E p . Alors X B [ X ]  G p et nkcessairement p = X B [ X ]  . Par 
consequent, htR XB[X] = 1 . Donc, B est algkbrique sur A . De m&me que B[YJ 
est algkbrique sur A[YJ . I1 en resulte que htRfyl XB[Y][XI = 1 [12, Corollaire 1.4 
(bl)]. D ' o ~ ,  htRrul p[n = htRrrl X B [ q [ W  = 1 . 

Cas 2 : X t p . Posons S := ( X n  : n 2 0 )  . Nous avons 1 = htR p = 
hts-lR P 1 p  = hts-lBrX1 S-'p [12, Lemrne 1.1 (b)]. Or B[XI est un S-dornaine (voir 
[13, Proposition 2.11 ou [2, Proposition 3.11). La notion de S-domaine Ctant stable par 
localisation, il en rksulte que, htRLy) p [ Y J  = hts-lRLyl S-lp[YJ = htS-~BIXl[yl S-lp[YI = 
1 . Ce qui achkve la dCmonstration du ThCorbrne 1.1. I 

Cornme cons6quence immediate de ce thCorkme, nous avons 

COROLLAIRE 1.2. Soient D un anneau, S une partie multiplicative de D, 
K un corps contenant k :=Frsic(D) et X une inditermine'e sur K .  

(a) Les assertions suivtzntes sont iquivalentes : 
(i) D + XK[Y est un S-domaine ; 
(ii) K est une exte~tsion alge'brique de k . 

(b) D(S)= D + XDS[XJ est un S-domaine. I 

Remarquons que D.D. Anderson, D.F. Anderson et  M. Zafrullah dans [2] 
d'une part, et M. Fontana et  S. Kabbaj dans [13] d'autre part, ont dCjA Ctabli 
l'assertion (b) du Corollaire 1.2. 

Nous knon~ons tout de mite le thCor&me fondamental de ce paragraphe : 

THEOREME 1.3. Soit R = A + X B [ X ]  . Les assertions suivantes sont 
iquivalentes : 
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12 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

(i) R est un S-domine  fort universe1 et l'homomorphisme A 3 B est 
incomparable [16, p. 281; 

(ii) A et B sont des S-domaines forts universels et A 4 B est 
risiduellement algibrique [lo, p. 2921. 

Pour demontrer ce rksultat, nous allons Ctablir trois lemmes et un theorhne. 

LEMME 1.4. Les assertions suivantes sont hpivalentes : 
(i) L'homomorphisme A -+ B est re'siduelle~nent alge'brique ; 
(ii) L'homomorphis~ne AIX1, . .. , X,,] -+ BIX1, ... , X,] est re'siduellement 

alge'brique, pour tout entier nature1 n 2 O . 
DEMONSTRATION. En effet, il suffit de verifier que (i) =+ (ii) pour 

n = 1 . Soient a E Spec(B[Yl) et $3 := 0 n A[Y] . On a les homomol.phismes 
d'inclusion suivants: 

A[YIIP + B I Y l l 0  
T T 

A I ( @ n A )  4 B I ( 0 n B )  
Deux cas sont possibles. 

C a s  1 :  Xl = q [ Y J ,  oh q :=la n B .  Alors Ip =p[YJ avec p : = q  n A et 
on a deg.tr.Alp(A Ip)[YJ = deg.tr.Blq (B Iq)[U . Le diagramme ci-dessus permet alors 
de conclure. 

C a s  2 : EL est un supkrieur de q . Alors si A 4 B est rCsiduellement 
algkbrique, necessairement 8 est un superieur de p [17, Theorem 2.21. Dans ce cas, 
nous savons 16, Lemma 4.41 que B[Y]lD (respectivement, A[YJIP ) est algkbrique 
sur B /q (respectivernent, A / p  ) et le diagramme ci-dessus permet encore une fois de 
conclure. I 

LEMME 1.5. Soient A -+ B un hoinomorphisme inco~nparable, p c Ei. 

deux idiaux premiers de R = A + XB[Xj et p '  C 0 ' deux ide'aux prerniers de 
B[Xj tels que 8' n R = $3 et a' n R = . Alors, ht D l @  = 1 erztruirre que 
ht a * / p l  = 1, 

DEMONSTRATION. Posons p := p n A , q := EL n A , p '  := p'  fl 8 
et q':  = a' n B ; on a p = p' n A et q = q '  n A . Trois cas se prksentent. 

C a s  1 : X a: Xl : [12, Lemme 1.1 (b)] permet de conclure. 
C a s  2 : X E 0 et X a: Ip Supposons que ht a 1/8' > 1 et soit 

Q ' E  Spec(B[m) tel que 8 '  C 6' C Xl'  = (q' ,  X)  . Dans R , nous obtenons la 
chaine Ip C @ C 0 = q + X B [ X ]  , o t ~  Q := @ I n  R ,  avec ht a / @  = 1 . 
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LES CHAINES D'IDEAUX DANS A + XB [XI 13 

Cependant $3 c 4 , sinon on aurait @'= 4'  [12, Lernrne 1.1 (b)]. I1 en rCsulte que 
6 = a = q + XB[X] . Par consequent, X € 6 ' et 6 ' n B n A = q . 
L'homomorphisrne A 4 B est incomparable, donc 4'  Ti B = q'  . D'oh, 4 '  = 
q' + XB[X] = a' . Absurde. 

Cas 3 : X E 13 . Soit 4 '  E Spec(B[X]) tel que p'= (p', X) c 4' c 0'  = 
(q ' ,  X) . Dans R , nous obtenons la chaine p = p + XB[X] c 6 L 0 = 
q + XB[XJ , oh 6 = 4' n R , avec ht Dl13 = 1 . 11 en dkcoule, aisement, que 
6' = $3' ou 6' = 0 ' .  D'oh le lernme. 

LEMME 1.6 (a) Si A + B est alge'brique, alors pour tout ide'ul premier 
non nu1 p de B on a p Cl A # (0)  . 

(b) Si A + B est re'siduellement alge'brique, alors A 4 B est 
incomparable. 

DEMONSTRATION. (a) Soient p un ideal premier de B et z E p . 
L'ClCment z est algCbrique sur A , alors il existe s t 0 ,  ao# 0 ,  a , ,  ... , a,-, des 
ClCrnents de A tels que szn + ~ , , ~ z n - l +  ... + alz  + a. = 0 . On en dCduit que, 
O f a o = - ( s z n + u  n . l z n - l + . . . + a l z ) ~  p n A .  Ainsi p n A # ( O ) ,  d'ob (a). 

(b) C'est une consCquence de (a) . I 

La reciproque du Lemrne 1.6 (a) est en general fausse. Cela est illustri par 
1'Exemple 3.4 (a). Notons, de rn&me, que I'assertion (b) du Lemme 1.6 permet de se 
passer de l'hypothbse d'incornparabilite dans [lo, Theorem 2.2 (i) w (ii) w (viii)]. 

THEOREME 1.7. Soient A C B une extension d'anneaux. Les assertions 
suivantes sont e'quivalentes : 

(i) R =A + XB[q est un S-dornaine,fort et A + B est incomparable ; 
(ii) A et B[X] sont des S-domaines forts et A + B esr re'siduelernenr 

alg e'brique. 
DEMONSTRATION. (i) 3 (ii) Si R est un S-dornaine fort, il en est de 

m&rne de A = R/XB[X] et B[X, X-l] = S-lR , oh S := {X" I n 2 01, puisque la 
notion de S-domaine fort est stable par passage au quotient et par localisation (cf. [I61 
et [la]). D'autre part, B[X, X-11 est entier sur B[X + X-l] , il en resulte que 
B[X + X-l] est un S-domaine fort [18, Theorem 4.61. L'anneau B[X] est 
isornorphe B[X + X-11 , c'est donc un S-domaine fort. 

Soit maintenant q 6 Spec(B) . Alors, on peut aisernent verifier que l'anneau 
RI(q[XlnR) , qui est par hypothbe un S-dornaine, est canoniquement isomorphe B 
AI(q n A )  + X ( B I q ) [ X ]  . Comrne A 4 B est incomparable, alors 
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14 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

htR/(q[XlnR)X(B/q)[a = 1 [12, Lemme 1.31, et du Thkorkme 1.1 il rksulte que B/q 
est algkbrique sur AI(qnA). 

(ii) (i) D'aprks le  Lemme 1.6 (b), I'homomorphisme A -+ B est 
incomparable. 11 reste donc ii montrer que si '$3 C 0 sont deux idCaux premiers 
consCcutifs dans Spec(R) , il en est de m&me de '$3[Yj c a[rJ dans Spec(R[Yj) . 
Trois cas sont possibles : 

Cas 1 : X E $3 . Alors X E 0 et la conclusion rCsulte du fait que A est un 
S-domaine fort et de l'isomorphisme canonique d'ordre {$3  E Spec(R) : X E '$3 ] -+ 
Spec(A) (cf. par exemple [12, Lemme 1.1 (a)]. 

Cas 2 : X 6: 0 .  Alors X P p et la conclusion est une consCquence du fait que 
B[X] est un S-domaine fort e t  de l'isomorphisme canonique d'ordre 
{ p  E Spec(R) : X 6: D ) -+ (q E Spec(B[w) : X 6: q ]  (cf. par exemple [12, Lemme 
1.1 (b)]. 

Cas 3 : X a: $3 et X E 0 . Alors 0 = q + XB[w avec q E Spec(A) [12, 
Lemme 1.1 (a)] . Supposons que p [ r J c  a [Yj ne soient pas consCcutifs dans R[YJ 
et soit 4 E Spec(R[Yj) tel que p[YjC 6 C 0 [ Y ] .  

Si X E 4 , on obtient dans R la chaine distincte 73 C 4 n R C D . Ce qui 
est en contradiction avec ht 0173 = 1 . Nkcessairement, X O 8 et 8 = < '$3, g(Y) > 
est un supCrieur de '$3 dans R[Y] . D'autre part, a [ u  = q [Yl + XB[Yj[X] est 
minimal B contenir 4 et XB[Y][X] . D'aprbs [7,  Proposition 41, on peut 
relever $3 [Y] C 4 C 0 [Yl en une chaine $3 " C 4 "  c 0 ' dans B[X, Y] . 
De l'isomorphisme canonique d'ordre { p  E Spec(R[YI)  : X e P } -+ 
{ q  E Spec(B[X, Yj) : X e q ) [12, Lemme 1.1 (b)], on dCduit que '$3" = '$3'[q avec 
$3 ' := $3 " n B [ X ]  . En effet $3 ' [Y] n R [ Y ]  = ('$3 ' n R ) [ Y l  = 
(8" n ~ 1 x 1  n ~ ) [ q  = ('$3" n R)[YJ = ~ [ Y I  = '$3" n R ~ Y I .  

Posons maintenant D '  := "n B [ X ]  , on a de m&me D '  = (q ' ,  X) avec 
q ' : = ~ i l n  B ,  et ~ ' n ~ = a " r  ~ [ x ] n ~ = a " n ~ [ Y I n R = a [ y l n R =  
Z l  . Le Lemme 1.5 permet d'affirmer que h t  Q'/8' = 1 . 

Revenons maintenant B la chaine '$3" C 8" C a'' dans B[X, Y] . D'aprks [17, 
Theorem 21, deux cas sont possibles pour a" . 

Cas 1 : a " = < 0 ', f(Y) > , avec f E (B[X]Ia')[YJ = (Blq1)[Yj , f est 
irrkductible dans Frac( (B[vID')[Yj) et ne divise aucun polynbme de Frac(RlE~)[Yl 
= Frac(A/q)[Yj . Il est impossible, car le fait que l'homomorphisme A/q -+ Blq' 
soit algkbrique entraine qu'un tel f ne peut pas exister. 

Cas 2 : a"= 0 ' [ Y ]  . Dans B[X, Y] , nous avons la chaine distincte 
$3'[YI C @ "  C al[YJ . Absurde, car ht Qr/'$3' = 1 et B[XJ est par hypothbse un 
S-domaine fort. Par conskquent, ht Q [Y]l$3 [Y] = 1 . Ce qui achbve la 
dkmonstration. I 
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LES CHAINES D'IDEAUX DANS A + XB [ A  

Notons cependant que le Thkorkme 1.7 gCnCralise [13, Proposition 2.31. 

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3. 
(i) a (ii) Soit n 2 0 . Supposons que R I X 1 ,  ..., X,] = A [ X , ,  . .., X,] + 

X B I X l ,  . . ., X,] [W soit un S-domaine fort, donc par passage au quotient R est un 
S-domaine fort. Du ThCorkme 1.7, il rCsulte que A + B est rksiduellernent 
a l g C b r i q u e ,  e t  d u  L e m m e  1 . 4  q u e  l ' h o m o m o r p h i s r n e  
A I X l ,  . . . , X,] + B I X 1 ,  . . ., X,] est rCsiduellement algkbrique. D'aprks le Lemme 
1.6 (b), A I X 1 ,  ..., X,] -+ B I X 1 ,  ..., X,] est incomparable. Alors du Thkorkrne 1.7 
il dkcoule que A I X l ,  ..., XI,] et B [ X , ,  ..., X,][XJ sont des S-domaines forts. Par 
conskquent, A et B sont des S-domaines forts universels. 

(ii) 3 (i) dCcoule aiskrnent du Lemme 1.4 et du T h C o r b e  1.7. I 

Comme application directe des ThCorkmes 1.3 et 1.7, nous retrouvons comrne 
corollaires les rCsultats dkjii Ctablis sur les anneaux D + X K [ w  et D + XDS[XJ (cf. 
[131, [15] et 1181) : 

COROLLAIRE 1.8. Soient D un unneau, S une yclrtie n~~iltrylicnrive de 
D et K un corps contenant Frac(D). Alors : 

(a) D + X K [ W  est un S-dolornuine fort si et seulement si D est un S-domnmnr 
fort et K est une extension algibrique cie Frac(D) . 

(b) D -t X D S [ W  est un S-domaine ,fort si et seulement si D et DS sont cles 

S-domaines forts. 
DEMONSTRATION. I1 suffit simplement de remarquec que l'homo- 

rnorphisme canonique D -+ DS est incomparable. I 

COROLLAIRE 1.9. Soienr D L I I I  onneou, S unr portir ~m~lriplicor~vr. dr. 

D et K un corps contentrnt Frac(D) . A1or.s : 
(a) D + X K [ w  est un S-domai~wforr universe1 si et seule~nent si D est un S- 

domaine fort universe1 et K est une extension ul@'briyue de Frac(D) . 
(b) D + X D s [ X J  est un S-do~nuine ,fort universel si et seulernent si D est uiz 

S-domaine fort universel. I 

PROPOSITION 1.10. Soient A  c B une extension d'anneaux. Les 
assertions suivantes sont hquivalentes : 

(i) R = A  + X B [ W  est noethirien ; 
(ii) A et B sontnoethe'riens et A + B estjini. 
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16 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

DEMONSTRATION. (i) 3 (ii) I1 suffit de remarquer que si R est 
noelhenen alors A = R / X B [ W  el B [ X .  X-'1 = S - ' R  , oh S := ( X 1 ' I  n 2 0 ) .  aunt 
noetheriens et donc B est noethbrlen. La conclusion s'ensuit de [21, ThCor2me 2.11. 

(ii) * (i) dkcoule de 111, Proposition 1.81. 1 

Notons, cependant, que dans (ii) de la Proposition 1.10 il suffit de supposer I'un 
des anneaux A ou B  noethblien, i cause de la finitude de A -+ B [19, p. 161. 

COROLLAIRE 1.11. Sorelit D u11 unneali, S wir pclr r i p  tnultrplitatrve de 
D er K un corps contenant Flac(D) Alor r 

(a) D + X K [ q  est uiz aiineau noethe'rielz sl et se~~leinent rr D = Flac(D) et K 
est une extenslon finze de Frac(D) . 

(b) D + X D S [ q  est wn unizeal4 nnethe'rlen sl et seulernent sl D est noethirren 
et D = D S .  1 

$2. TRANSFERT DE LA LA CATENARITE. 

Un anneau A est dit cate'nuire s'il est localement de dimension h i e  et si pour 
tout couple p C q d'idkaux premiers de A , ht q/p = 1 entraine que ht q = 1 + 
ht p . Cette notion n'est pas, en gbnbral, stable par passage A l'anneau de polyn6mes i 
coefficient dans A . Ainsi, on dit que A est ~~niversellemelzt cate'nuire, si l'anneau 
AIX1, ..., X,] est catenaire pour tout entier nature1 n 1 0 . Parmi les exemples 
d'anneaux univessellement cathaires citons, dans le cas noethk~ien, les anncaux de 
Cohen-Macaulay et les domaines de dimension 1 (cf. pas exemple [19, Theorem 311 
et 122, (2.6)]) et, dans le cas non nkcessairement noethbrien, les anneaux de Priifer 
localement de dimension finie et certains produits fibrCs particuliers (cf. [4], [ 5 ] ,  [6], 
[71, P I  et [131). 

Ce paragraphe est consacrC j. l'examen du transfest de la catCnarit6 universelle, 
de A et B[X]  , j. l'anneau R = A  + X B [ X J  . A l'instar de l'btude prCcCdente, nous 
retrouvons et gbnCralisons les rCsultats dcji Ctablis sur les anneaux D + X K [ X ]  et 
D(S):= D + XDs[XI . 

Nous commenGons par rappeler que R = A  + X B [ X ]  est trks rarement 
noethbrien. En effet de [21, Theorem 2.11 et [11, Proposition 1.81 on deduit que, si 
A et B sont noethkriens, alors R est noethCrien si et seulement si A + B est fini. 

Nous 6non~ons tout de suite le thCorkme fondamental de ce paragraphe : 
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LES CHAINES D'IDEAUX DANS A + XB [XI 17 

THEOREME 2.1. Soit R = A + XB[X] . Les assertions suivantes sont 
iquivalentes : 

(i) R est universelle~nent cate'naire et I'hornornorphisme A + B est 
incomparable ; 

(ii) A et B sont universellernent catinaires, l'hornornorphisme A -+ B est 
re'siduellement ulgibrique et htg $3 = htA ($3 n A)  pour tour 8 E Spec(B) . 

Pour d6montrer ce thCorttme nous avons hesoin de la proposition suivante : 

PROPOSITION 2.2. Soient A 3 B un homomorphisme incornparable 
d'anneaux et R = A  + XB[w . Les assertions suivantes sont e'quivulentes : 

(i) R est catinaire ; 
(ii) A et B[X] sont cutinnires et htB $3 = htA ($3 n A) pour tout 

$3 E Spec(B) . 
DEMONSTRATION. On peut aisCment vCrifier que R est localement de 

dimension finie si et seulement si A et B le sont (cf. [ l l ,  Theorem 1.41 et [12, 
Lemme 1.11). 

(i) + (ii) La catCnaritC est stable par passage au quotient et par localisation. 
Donc, A - R/XB[X] et B[X, X-'1 = S-lR , oh S := (Xn : n 2 0 )  , sont 
catCnaires. Cependant, il a CtC Ctabli dans [ I ,  Proposition 1.81 qu'Ctant donnCs un 
anneau A et un groupe C sans torsion de rang n , alors A[C] est cathaire si et 
seulement si AIX1, . . ., X,,] est catknaire. Or B[X, X-I] = B [ Z ]  est cathaire, il en 
rksulte de mCme pour B[W . 

Soient 8 E Spec(B) \ ((0)) et p := $3 f7 A . L'homomorphisme A -+ B est 
incomparable, donc p # (0) . I1 en rCsulte que htR XB[q = 1 et les idkaux XB[Xj 
et %[XI fl R sont incomparables [12, Lemme 1.31. D'autre part, on peut aisCment 
vCrifier que R / ( 8  [XI fl R )  est isomorphe 3 A l p  + X(BIB )[XI et que 
(p  + XB [X]) I (B [XI n R )  est isomorphe ?I X ( B I 8  )[XI . Soit R ' := 
Alp + X(BIp)[X] , de [12, Lemme 1.31 dCcoule que htR,X(B/$3)[X] = 1 (car 
A + B &ant incomparable, il en est de m&me pour A l p  -+ BIB ). Donc, 
ht ( p  + XB[X])I(8 [XI n R) = 1 . Dans R nous avons alors les deux chaines 
saturges d'idCaux premiers : 

( O ) c X B [ X j c  ...c p+XB[XJ et ( 0 ) C  . . .  c $ 3 [ X J n R C p + X B [ m .  
Or R est cathaire alors les deux chaines sont de m&me longueur. I1 en rksulte que 
h t ~  P + 1 = h t ~  (P + XB[XI) = htR ($3 [XI f l  R )  + 1 = htgrx1 8 [XI + 1 . D ' o ~ ,  
h t ~  p = htgrx1 8 [Xj . Cependant, B[X] Ctant cathaire, l'anneau B est un S- 



D
ow

nl
oa

de
d 

B
y:

 [O
hi

o 
S

ta
te

 U
ni

ve
rs

ity
] A

t: 
15

:1
3 

13
 J

ul
y 

20
08

 

18 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

domaine fort [6, Lemma 2.31. I1 en rCsulte que, htn $3 = htnLxl @ [ X I  et, par 
conskquent, htA D = htB 8 . 

(ii) =$ (i) Soient 'p c a deux idkaux premiers constkutifs de R . Trois cas 
sont possibles : 

Cas 1: X E p . Alors X  E . L'anneau A Ctant catenaire, la conclusion 
dCcoule de [12, Lemme 1.1 (a)]. 

Cas 2 : X  sf EL . Alors X  6 '$3 . L'anneau B [ X ]  Ctant catenaire, la 
conclusion rbulte de [12, Lemme 1.1 (b)]. 

Cas 3 : X  E p et X  E 0 . Posons a = q + XB[X]  avec q := $1, n A . 
L'idCal a Ctant minimal i contenir 'p et X B [ a  , la chaine $3 c EL se releve en 
'p ' C Q ' dans B [ X ]  [7, Proposition 41. NCcessairement, X  s f  'p ' et a ' = 
(q ', X) , oil q '  := a ' (7 B  avec q '  n A = q . D'aprks Lemme 1.5, les idCaux 
p '  C n '  sont consCcutifs. Comme B [ X J  est par hypothese cathaire ,  alors 
htBIxl n' = 1 + htBrxl '$3'. Soit alors (0)  C p C ... C '$3, C p,+, = pr+, + X B [ w  
C ... c 'p, = EL = q + X B [ X ]  une chaine rkalisant htR , avec X e 8, , 
0 5 r 5 n - 1 , et p,+,  E Spec(A) . Ltid6al p,+,  = p,+ ,  + X B [ X ]  est minimal h 
contenir 8, et X B [ X ]  , alors d'apres [7, Proposition 41, on peut relever 
(0) c $3, C . . . C pr+, en une chaine (0) C $3 ', C ... C 'p',+l d'idCaux premiers de 
B[XJ de m&me longueur avec '$3',+1 = (p' , .+) .  X) et X  E p', . Comme q = q '  fl A 
et P , + ~  = P ' , + ~  fl A , alors par hypothbe htA q = htB q '  et htA p,,, = htg p' ,+l  . 
Nous avons alors : 

h t ~  a = htBLxl ( P ' ~ + , ,  X )  + ht B A + ~  
= htB[Xj (P',+,* X) + ht ~ / P , + I  
= h t ~ [ a  p',+l[Xl + 1 + ht ~ / P s + I  
= htBLxl p',+,[Xj + 1 + htA q - htA pr+, (car A est catknaire) 
= htg pIr+, + 1  + htA q - htA pr+, (car B est un S-domaine fort) 
= h t ~  PI+, + 1 + h t ~  q - h t ~  Pr+l 
= htg q '  + 1 
= htBLW q ' [ w  + 1 (B est un S-domaine fort) 
= htB[X) EL' . 

D'ok htR 0 = htBLW 9.' = htBrxl '$3' + I =  htR $3 + 1 (car X e 8' [12, Lemme 1.1 
(b)]) .  Par consequent, R est cathaire. 

Notons que la Proposition 2.2 gCnCralise [13, Proposition 2.31 : 

COROLLAIRE 2.3. Soient D u r z  unneuu, S une partie rnultiplicutive de D et 
K un corps contenant D . Alors, 
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LES CHAINES D'IDEAUX DANS A + XB [Xj 

(a) D + XK[w est cate'nuire si et seulement si D est catinaire. 
(b) D + XDS[XJ est cate'nuire si et seulernent si D et DS[w sont cuthuires. 
DEMONSTRATION. I1 suffit de remarquer que les homomorphismes 

D + K et D + DS sont incomparables et que h t ~  ( p  n D) = h t ~ ,  13 pour tout 
idCal premier $3 de DS . I 

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. 
(i) j (ii) L'anneau R est universellement catenaire, donc c'est un S-domaine 

fort universe1 [6, Theorem 2.41. Or A + B Ctant incomparable, il dCcoule du 
ThCorkme 1.3 que A + B est residuellement algkbrique. D'apr2s Lemme 1.4, 
AIXl, ..., X,,] + BIX1, ..., X,] est rksiduellement algCbrique pour tout n 2 0 , donc 
incomparable (Lemme 1.6 (b)). De la Proposition 2.2 il rksulte alors que 
AIXl, ..., X,] et BIXl, ..., X,] sont cathaires pour tout n 2 0 , et que htB '$3 = 
htA ($3 fl A) pour tout idCal premier $3 de B . 

(ii) * (i) Soit n 1 0  . Supposons que AIXI, ..., X,] et BIXI, ..., X,] soient 
catknaires, que htB B = htA ($3 n A) pour tout idCal premier $3 de B et que A + B 
soit rksiduellement algCbrique. D'aprks le Lemme 1.4, AIXl, ..., X,] -+ BIXI, ..., XJ 
est rksiduellement algCbrique et, dlapr&s le Lemme 1.6 (b), A -+ B est incomparable. 
Nous affirmons en plus que htg[xl, ..., x,] $3 = h t ~ [ ~ ~ ,  ..., XJ ($3 fl AW1, ..., X,I) 
pour tout idCal premier $3 de BIX1, ... , X,] . En effet, il suffit de le montrer pour 
une seule indCterminCe. Soit alors B E Spec(B[n) , deux cas sont possibles : 

Cas 1 : $3 = p [ q  , ob p := $3 fl B . Alors $3 fl A[YI = (p fl A)[YI . Comme 
par hypothbe htB p = htA (p n A) et comme A et B sont des S-domaines forts [6, 
Theorem 2.41, on en dCduit que $3 = htACyl ($3 n A [ q )  . 

Cas 2 : $3 est un supCrieur de p . Et comme en plus A + B est residuellement 
algkbrique, on a les homomorphismes algebriques d'inclusion suivants : 

A[Yl l(73 n A[U) -+ BIYl 113 
7' t 

A 1 ( P  n A) -+ B l p  
Mcessairement $3 fl A[Y] est un sup6rieur de p n A . Ainsi, htncr1 p = 
htg[yl P[YJ + 1 = h t ~ [ y l  ( p  fi A)[Yl + 1 = htA[yl (73 n A [ r l ) .  De la Proposition 2.2, 
il en rCsulte que RIXI, ... , X,] est cathaire.  I 

COROLLAIRE 2.4. Soient D un anneau, S une partie multiplicative de D 
et K un corps contenant D . Alors, 

(a) D + XK[X] est universellement cate'naire si et seulement si D est 
universellement catinaire et K est une extension alge'brique de Frac(D). 
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FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

(b) D  + X D S [ X ]  est universellement cute'naire si et seulernent sl D  est 

universellement cute'naire. a 

Dans [12, Exemple 3.1 (d)] nous avons illustrC le fait que R = A  + X B [ w  peut 
gtre localement de Jaffard sans que A le soit. (Un unneau A est dit rle Juffard si sa 
dimension de Krull est finie et si elle coi'ncide avec sa dimension valuative, il est 
localement de Jaffard si Ap est de Jaffard pour tout idkal premier p de A [3]  et il 
est totalenrent de Jaffard si Alp est localement de Jaffard pour tout ideal premier p de 
A [8].) Cependant, si R est catCnaire nous avons : 

THEOREME 2.5. Soient A c B une extension d'anneaux, X  une 
inde'termine'e sur B et R = A + X B [ w  . Supposons que R soit cate'naire, alors les 
assertions suivantes sont e'quivalentes : 

(i) R est localement de Jaffard ; 
(ii) R est totalement de Jaffard ; 
(iii) A et B[XJ sont localement de Jaffard et htRXB[XJ = d e g . t ~ . ~  B + 1 . 
DEMONSTRATION. (i) et  (ii) sont Cquivalentes d'aprks [8, Corollaire 

I .(ii)]. 
(i) (iii) I1 suffit de montrer que A est localement de Jaffard. Le reste dCcoule 

de [12,  Theoreme 2.81. Soit p un idCal premier de A . L'anneau Rp+xD[xl &ant un 
anneau de  Jaffard, d'aprbs [12 ,  Thkorkme 2.3 (a) et  ThCorkme 2. 81, on a 
htR p + X B [ X ]  = dim Rp+xs[xl = dim, Rp+XBIXl = dimv A p  + deg.tr.A B  + 1 = 
d i m v A p  + htR X B [ X ]  . L'anneau R est ca thai re ,  alors htR p+XB[X] = htA p + 
htR X B [ X ]  = dim Ap  + htR X B [ X ]  . I1 en dtcoule que dim A p  = dimvAp e t  par 
consCquent Ap est un anneau de Jaffard. Cela &ant pour tout idCal premier p de A , 
il en rksulte que A est localement de Jaffard. 

(iii) 3 (i) dicoule de [12,  ThCorbme 2.81, sans l'hypothkse de ca thar i te  sur R . 
m 

COROLLAIRE 2.6. Soient D un arzneau, S une partie multiplicative de D 
et K un corps contenant D . 

(a) Si D est cate'naire, les assertions suivurztes sont e'quivalentes : 
(i) D + X K [ w  est locule~izent de Juffurd ; 
(ii) D + XK[X] est totulernerzt de Jufurd ; 
(iii) D  est localemenr de Juffard et K est une extension ulge'briqlie de 

Frac(D) . 
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LES CHAINES D'IDEAUX DANS A -t XB [XI 21 

(b) Si en plus DS[X] est cate'izuire (ou, plus purticulidrement, si D [ X ]  est 
catLnaire), les assertions suivantes sont e'quivalentes : 

(i) ~ ( 3  = D + XDS[X] est localeinent de Jalffard ; 
(jj) D(S) est totaleinent de Jaffard ; 
(ijj) D est localernent de Jaffurd 

DEMONSTRATION. (a) I1 suffit de remarquer que si D est cathaire,  il en 
est de m&me pour D + XK[X]  (Corollaire 2.3 (a)); le ThCorkme 2.5 permet de 
conclure. 

(b) Si D et DS[W sont cathaires,  d'aprks Corollaire 2.3 (b), D(S)  est aussi 
cathaire.  Le ThCorkme 2.5 permet de conclure. Si D[X] est cathaire ,  il en est de 
m&me pour D et DS[W . I 

5 3. EXEMPLES ET APPLICATIONS. 

Comme application int6ressante, nous sommes en mesure d'enrichir les classes 
d'anneaux, relatives aux notions pr6cCdemment Ctudikes, par de nouveaux exemples 
- tels que Z + XOK[X] (Exemple 3.5) ou Z+ XQ [ X ,  Y1 (Exemple 3.6) - qui 
ktaient, jusque la, en dehors du champ des constructions ktudikes, Nous fournirons 
ainsi des exemples d'illustration pour les rksultats Ctablis aux Paragraphes 1 et 2. 

Nous donnerons, de m&me,.des contre-exemples montrant que, sous leurs formes 
classiques, certains des rksultats Ctablis sur les anneaux D + XK[W et D + XDS[W 
ne stetendent pas, tels quels, au cas plus gCnCral des constructions de la forme 
R = A  + XB[W . Les exemples fournis sont aussi des constructions B, I, D qui ne 
sont cependant ni simples ni presque simples (cf. [7]  et [El) ,  ni issues d'algkbres de 
type fini [4]. 

Tout d'abord, nous enonqons un lemme utile par la suite : 

LEMME 3.1. Soient A C B une extension d'anneaux et R = A  + X B [ X ]  . Si 
R est un S-domaine fort, alors Al(q n A) -+ Blq est alge'briqlre, pour tout ide'al 
premier q de B maximal au-dessus de q n A . 

DEMONSTRATION. Soient q un ideal premier de B maximal au- 
dessus de q n A et R' := A/(q n A) + X(BIq)[X] . D'aprks [12, Lemme 1.31, 
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22 FONTANA, IZELGUE, AND KABBAJ 

htR,X(B/q)[X] = 1 (car q maximal au-dessus de q n A ) . Or, I? &ant un S- 
domaine fort et R' = R/(q[XJ fl R) , l'anneau R' est un S-domaine. Donc d'aprbs 
le ThCorbme 1.1, l'homomorphisme A/(q n A) -+ B/q est algkbrique. D'ou le 
lemme. I 

EXEMPLE 3.2. Soient K un corps, X1, XZ, X3, X4, X, Y et Z des 
ind6terminCes sur K . Posons : 

A := K[Xll(x,) + X2K(X,)[X21(x2) , 
B := K(X,, X2, X3) + YK(XI, X2, X3)[Y](n = L + "I , 

oh L := K(Xl, X2, X3) et := YK(X,, X2, X3)[Y](u) 
L'anneau R = A + X B [ a  fournit : 
(a) un exemple de S-domaine qui n'est pas un S-domaine fort (donc, il n'est pas 

noethklien) ; 
(b) un contre-exemple montrant que [13, Proposition 2.31, [13, Corollary 2.41 et 

[13, Theorem 2.51 ne peuvent pas s'ktendre au cas gCnCral des constructions 
A + XB[X] . 

En effet, des resultats Ctablis sur les anneaux de type D + m [ l l ,  Theorem 2.4 
(I)] dkcoule que A et B sont des anneaux de valuation donc universellement 
catenaires (et a fortiori des S-domaines forts universels) [6, Theorem 2.41. De plus 
l'anneau B est noethkrien. Nous avons : 

Spec(B)= { (0) ; m~ 1, 
Spec(A) = {(O) ; !n = X2K(X,)[X21(x2) ; n = ~JI + X,K[XlI(x,) I , 
m n A = (O), deg.tr.A B = 2 et htR XB[w = 2 > 1, [12, Lemme 1.31 , 
deg.tr.* Blm = 1 et htR,(mIxlnR)X(B/"I)[a = 1, [12, Lemme 1.31. 
(a) Notons que htR XB[a  = 2 > 1 (et que I'anneau B est transcendant sur A ) 

dtapr&s le Thkorkme 1.1, il rksulte que R est un S-domaine. On a deg.tr.A Blm = 
1, avec "I maximal au dessus de (0) E Spec(A), alors d'aprbs le Lemme 3.1, 
l'anneau R n'est pas un S-domaine fort. 

(b) A[Z] et B[ZJ[X] sont des S-domaines forts et catCnaires. Cependant, 
l'anneau R [ a  = A [ q  + X B [ q [ w  n'est ni catenaire ni un S-dornaine fort car n'est 
pas un S-domaine fort [6, Lemma 2.31. Contrairement i ce qu'affirme [13,  
Proposition 2.31 pour les constructions de type D + XD,[w . 

Nous avons dCjh not6 que R [ q  = A [ q  + XB[q[XI n'est ni catenaire ni un S- 
domaine fort, alors que A[a[w est S-domaine fort cathaire. Ainsi, sous sa forme 
classique, [13, Corollary 2.41 ne peut pas s'Ctendre au cas gCnCral des constructions 
R = A  +XB[XJ.  
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LES CHAINES D'IDEAUX DANS A + XB [XI 23 

L'anneau A est universellement cathaire (donc un S-domaine fort universel [6, 
Theorem 2.41). alors que R n'est pas un S-domaine fort universel (donc non 
universellement catenaire). Contrairement ce qu'affirme [13, Theorem 2.51 pour les 
constructions de type D + XD,[q. I 

EXEMPLE 3.3. Soient K un corps, XI, X2 et X des indCterminCes sur 
K . Posons A := K , S := KIXI, X2] \ ( (XI) U (XI + 1, X2) ) , B := S - ~ K [ X ~ ,  X2] 
et R := A + XB[XJ . Alors, 

(a) R est un anneau localement de Jaffard de dimension 3 . 
(b) R n'est pas cathaire. 
(c) R n'est pas un S-domaine fort (donc, il n'est pas noethkrien). 
(d) R n'est pas totalement de Jaffard. 
En effet, on a : 

Spec(4 = ((0) 1 
Spec@) coiztieizt ((0) ; p l=  S - ~ X ~ K [ X ~ , X ~ ]  ; $32 = S-1X2K[X1, X2] ; 

8 3  = S- ' (X~ + 1, X2)K[Xl, X21 ). 
(a) I1 est clair que Frac(A) = A  c B et deg.tr.A B = 2 . On a donc, dim R = 

dim A + dim B[X] = 3 = dim B[XI [12, ThCorbme 2.1 (b)] et dim, R = dim,A + 
deg.tr.A B + 1 = 3, [12, ThCorkme 2.3 (a)]. Donc R est un anneau de Jaffard (cf. 
aussi [12, Corollaire 2.71). De plus, de [12, Corollaire 1.4 (a)] dkcoule htR XB[XJ = 
dim B[X] = 3 = 1 + d e g . t ~ . ~  B . I1 est clair que A et B[X] sont localement de 
Jaffard (car noethkriens). I1 en dCcoule que R est localement de Jaffard [12, 
ThCorkme 2.81. 

(b) L'anneau R n'est pas ca tha i re .  En effet, les deux chaines 
(0) c $3,lXl n R c XBIXI et (0) c p2[X1 n R c z 3 [ m  n R c XB[X] sont 
saturCes et de longueurs differentes dans R . 

(c) L'anneau Blp est transcendant sur Al(0) et $3 est maximal au dessus de 
(0) E Spec(A) . D'aprks le Lemme 3.1, R n'est pas un S-domaine fort. 

(d) R n'est pas totalement de Jaffard car ce n'est pas un S-domaine fort [8]. 1 

EXEMPLE 3.4. Soient K un corps, XI, X2 et X des indCterminCes sur K. 
Posons A := KIXl](xl), B := K(X2) + XIK(X2)[Xl](x,) et R: = A  + XB[X] . 

(a) A -+ B fournit un contre-exemple pour la rkciproque du Lemme 1.6 (a). 
(b) R n'est pas un S-domaine, donc R fournit un contre-exemple montrant que 

113, Corollary 2.21 ne peut pas s'etendre au cas gCnCral des constructions 
A + XB[X] . 
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(c) R est catenaire, mais non universellement catenaire. 
En effet, A et B sont des anneaux de valuation de dimension 1 donc 

universellement catenaires (et, a fortiori, des S-domaines forts universels) [6, Theorem 
2.41. 

(a) L'homomorphisme A -+ B est transcendant et, pour tout 
$3 E Spec(B) \ ((0)),  $3 n A * (0) , car B domine A . Donc la reciproque du 
Lemme 1.6 (a) est, en general, fausse. 

(b) L'anneau R n'est pas un S-domaine, car B est transcendant sur A et 
htR X B [ q  = 1 (ThCorkme 1.1). 

Dans [2, Corollary 3.31 il est Ctabli que D + XDS[q est un S-domaine, pour 
tout anneau D et toute partie multiplicative S de D . L'anneau R fournit donc un 
contre-exemple montrant que ce resultat ne peut pas slitendre au cas gCnCral des 
constructions A + XB[a  . 

(c) I1 est clair que, pour tout $3 E Spec(B) , h t ~  ($3 n A) = h t ~  8 . De la 
Proposition 2.2 il rCsulte que R est cathaire. D'autre part, R n'est pas 
universellement catknaire, car A + B est incomparable, mais non rCsiduellement 
algCbrique (ThCo&me 2.1). 1 

Dans ce qui suit, nous fournissons deux exemples qui, jusque lh, sortaient du 
champ des produits fibres antClieurement CtudiCs : 

EXEMPLE 3.5. Soit A un anneau de Prufer localement de dimension h i e  et 
soit B la fermeture intCgrale de A dans une extension algkbrique du corps des 
fractions de A . L'anneau R =A + XB[w est un anneau universellement catenaire 
(cf. ThCorBme 2.1, [6, Corollary 3.41 et 116, Theorem 44 and Theorem 1011). donc il 
est un S-domaine fort universe1 [6, Theorem 2.41, avec dim R = dim A + 1 (cf. [12, 
ThCorBme 2.3 (b)] et [6, Corollary 3.31). De plus, dans ce cas, R est noethkrien si et 
seulement si A et B sont de Dedekind et A + B est fini (Proposition 1.10). 

ExplicitCment, Z + xZ[~,.\/~][X] est un anneau noethCrien universellemet 
catenaire de dimension 2 , ainsi que Z + XZ[wd][X] , oh Z[od]  est la fermeture 
intCgrale de Z dans une extension quadratique ~ ( d d )  de . 

Soit O K  l'anneau des entiers algebriques dans le corps K:= (<2,.<3,.<5,. ..., 
cp, ...) , oij Cp est une p-racine primitive de l'unitk et p varie dans l'ensemble des 
entiers premiers. L'anneau Z + XOKIXI est un anneau universellement catenaire 
de dimension 2 non noetherien, car OK est un anneau presque-Dedekind qu'il 
n'est pas de Dedekind [20]. 1 
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EXEMPLE 3.6. LC anneaux R := Z + X Q [ Y I [ X ]  esl un nouvel exernple 
d'anneau cathaire totalement de Jaffard de dimension 3 non noethkrien. 

Pour le voir, en appliquant le ThCorbme 2.5, il suffit de montrer que R est un 
anneau cathaire localement de Jaffard. Tout d'abord, il est clair que A := Z , B := 
Q [Yl et B[W sont catknaires et que A -+ B n'est pas incomparable. Soient alors 
$3 C deux idCaux premiers consCcutifs de R . Trois cas sont possibles : 

Cas 1 : X E 8 , alors htR EL = 1 + htR p (voir la dkmonstration de la 
Proposition 2.2 (ii) 3 (i) , Cas 1). 

Cas 2 : X c la , alors htR a = 1 + htR 8 (voir la demonstration de la 
Proposition 2.2 (ii) ==+ (i) , Cas 2). 

Cas 3 : X E 8 et X E 52 . Montrons d'abord que a = XQ [YJ[X] . Sinon, 
on aura EL = q + XQ[YJ[XI avec q ideal premier non nu1 de Z . L'idCal premier 
a Ctant minimal B contenir 8 et XQ[YJ[m , alors [7, Proposition 41 permet de 
relever la chaine 13 C 52 en une chaine d'idkaux premiers 8' C EL' dans Q [U[Xj , 
avec X P $'  et 52' = (q' ,  X) , oh q l ~  Spec(Q[U) et q '  n Z = q . Ce qui n'est 
pas possible, car q ' ~  Spec(Q [a) se contracte dans Z sur (0) . Le cas 8 = (0) 
n'est pas possible car htR X B [ m  = 2 [12, ThCoreme 1.2 (a)]. Donc 8 est non nu1 
avec 1 5 htR 8 < htR a = 2 , il en rCsulte que htR la = 1 + htR $3 . Donc R est 
catCnaire. D'autre part, il est clair que Z et Q [ q [ N  sont localement de Jaffard (car 
noetheriens) et on a htR XQ[YJ[XI = 2 = 1 + deg.tr.z Q [ Y ]  . De [12, ThCorkme 
2.81, il dCcoule que R est localement de Jaffard et de [12, ThCorkme 2.1 (b)] dim R 
= dim A + dim B[XI = 3 . Finalement, R n'est pas noethCrien car Z -+ Q[U n'est 
pas fini. I 
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