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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 22(1), 9-27 (1994)

QUELQUES PROPRIETES DES CHAINES D'IDEAUX
DANS LES ANNEAUX A + XB[X]

Marco Fontana Lahoucine Izelgue et Salah Kabbaj
Dipartimento di Matematica Département de Mathématiques et Informatique
Universitd di Roma "La Sapienza" Faculté des Sciences, Univ. S. M. Ben Abdellah
00185 Roma, Italia Fes, Maroc

§ 0. INTRODUCTION

Soient A € B une extension d'anneaux commutatifs intégres et X une
indéterminée sur B .

Ce papier traite de 1'étude de certaines propriétés relatives au spectre des
constructions de la forme R :=A + XB[X] . Les résultats énoncés généralisent (et
mettent en evidence les limites de) ceux déja établis sur les anneaux D + XK[X] et
D) :=p + XDg[X] longuement étudiés dans [31, [9], [13], [14], (15}, [18] . 11
consiste en trois paragraphes. Le premier est consacré A 'examen du transfert de la
notion de S-domaine fort (universel). On établit, entre autre, le résultat fondamental
suivant : [l'anneau R = A + XB[X] est un S-domaine fort universel et
U'homomorphisme A — B est incomparable si et seulement si A et B sont des §-
domaines forts universels et A —> B est résiduellement algébrique.

Le deuxi¢me paragraphe est consacré 2 'examen du transfert de la caténarité
(universelle) de A et B[X], & l'anneau R=A + XB[X] . Le résultat principal de ce
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10 FONTANA, 1ZELGUE, AND KABBAJ

paragraphe est le suivant: l'anneau R est universellement caténaire et I'homomor-
phisme A — B est incomparable si et seulement si A et B sont universellement
caténaires, I'homomorphisme A —> B est résiduellement algébrique et hig B =
hty (B 11 A) pour tour B € Spec(B) .

Comme application intéressante, au troisiéme paragraphe, nous sommes en
mesure d'enrichir les classes d'anneaux, relatives aux notions précédemment étudiées,
par de nouveaux exemples qui éiaient, jusque 13, en dehors du champ des constructions
étudiées. Nous fournirons ainsi des exemples d'illustration pour les résultats établis
aux Paragraphes 1 et 2. Nous donnerons, de méme, des contre-exemples montrant
que, sous leurs formes classigues, certains des résultats établis sur les anneaux
D + XK[X] et D+ XDs{X] ne s'étendent pas au cas plus général des constructions de
la forme R =A + XB[X] . Les exemples fournis sont aussi des constructions B, I, D
qui ne sont cependant ni simples ni presque simples dans la terminologie de [7] et [8],
ni issues d'algebres de type fini [4].

§1. TRANSFERT DE LA NOTION DE S-DOMAINE FORT

Un anneau A est appelé S-domaine sipour tout idéal premier p de A de
hauteur 1, Iidéal premier p[X] est de hauteur 1 dans A[X]. L'anneau A est
appelé S-domaine fort si pour tout idéal premier p de A, I'anneau quotient Alp
est un S-domaine (16, p. 26]. Enfin, A estdit S-domaine fort universel si pour tout
entier naturel n =0, l'anneau des polyndmes A[X;, ..., X;] est un S-domaine fort
[18). Parmi les exemples de S-domaines forts universels citons les anncaux
noethériens {16], les anneaux de Priifer [18] et certains produits fibrés particuliers [4],
[5), [71, (8], [13] et [15] .

Ce paragraphe est consacré 3 l'étude des notions pré-citées dans les
constructions de la forme R =A + XB[X] . Quelques résultats de transfert sont
énoncés, généralisant - et mettant en évidence les limites de - ceux déja établis sur les
anneaux D + XK[X] et D(S)=D + XDg[X] . A la suite de quoi, nous serons en

mesure, au Paragraphe 3, de fournir des applications et des exemples originaux.

THEOREME 1.1. Soient A C B une extension d'anneaux, X une
indéterminée sur B et R=A + XB[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) R estun S-domaine ;
(i) B estalgébrique sur A ou htg XB[X]>1.
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DEMONSTRATION. (i) = (ii) Supposons que B ne soit pas algébrique
sur A. Soient z un élémentde B transcendant sur A et Y une autre indéterminée
sur B. L'idéal premier <Y +z> est un supérieur de (0) dans B[Y] etil rencontre
A[Y] en (0) (autrement, z serait algébrique sur A ). Nous avons alors, dans
R[Y1=A[Y] + XB(X][Y], lachaine distincte d'idéaux premiers :

(0) € <Y +z>B[Y)[X] N R[Y) C XB[Y)[X] [12, Démonstration du Lemme 1.3] .
D'ol, htgry; XBIX][Y] = htpy) XBIY][X] > 1. Or R est un S-domaine, par
conséquent, htg XB[X]>1.

(if) = (i) 1l s'agit de montrer que pour tout p € Spec(R), hiz p = 1 entraine
que htgry) p[¥) = 1. Deux cas sont possibles :

Cas1:Xep. Alors XB[X] € p et nécessairement p = XB[X]. Par
conséquent, htg XB{X] =1. Donc, B est algébrique sur A . De méme que B[Y)
est algébrique sur A[Y]. II en résulte que htgryy XBIY)[X] = 1 [12, Corollaire 1.4
(b1)]. D'ox, htR[y] plY} = htp XB[Y1[X] = 1.

Cas2:Xep. Posons S:={X0:n20}. Nousavons 1 =htpp =
htg-1p S-1p = htg-1px S-1p {12, Lemme 1.1 (b)]. Or B[X] est un S-domaine (voir
[13, Proposition 2.1] ou {2, Proposition 3.11). La notion de S-domaine étant stable par
localisation, il en résulte que, htg(y) p{Y] = higip(yy S-1p[Y] = htg1pxp; S'0[Y] =
1. Ce qui acheve la démonstration du Théoréme 1.1. 1

Comme conséquence immédiate de ce théoréme, nous avons :

COROLLAIRE 1.2. Soient D un anneau, § une partie multiplicative de D,
K un corps contenant k :=Frac(D) et X une indéterminée sur K.
(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) D+ XK[X] estun S-domaine ;
(ii) K est une extension algébrique de k.
(b) DS)= D + XDg[X] est un S-domaine. 1

Remarquons que D.D. Anderson, D.F. Anderson et M. Zafrullah dans [2]
d'une part, et M. Fontana et S. Kabbaj dans [13] d'autre part, ont déja établi
l'assertion (b) du Corollaire 1.2.

Nous énongons tout de suite le théordme fondamental de ce paragraphe :

THEOREME 1.3. Soit R=A + XB[X]. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
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(i) R estun S-domaine fort universel et I'nomomorphisme A — B est
incomparable {16, p. 28],
(i) A et B sont des S-domaines forts universels et A — B est

résiduellement algébrique [10, p. 292].
Pour démontrer ce résultat, nous allons établir trois lemmes et un théoréme.

LEMME 1.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :

() L'homomorphisme A —> B est résiduellement algébrique ;

(i) L'homomorphisme A[X,, ..., Xy) = B[Xy, ..., Xyl est résiduellement
algébrique, pour tout entier naturel n20.

DEMONSTRATION. En effet, il suffit de vérifier que (1) = (ii) pour
n=1. Soient £ e Spec(B[Y]) et B:=D MNA[Y]. On ales homomorphismes
d'inclusion suivants:

AlYYBR — B[Yl/D
T T
ANBNA) — BI/(2NB)
Deux cas sont possibles.

Cas1l: D =q(¥], od q:=2 NB. Alors B=p[Y] avec p:=qNA et
ona deg.tram(A /p)[Y] = deg.tr.py (B /9)[Y]. Le diagramme ci-dessus permet alors
de conclure.

Cas 2 : £ est un supéricur de g . Alorssi A — B est résiduellement
algébrique, nécessairement B est un supérieur de p [17, Theorem 2.2]. Dans ce cas,
nous savons [6, Lemma 4.4] que B[Y)/Dy (respectivement, A[Y)/B ) est algébrique
sur B /g (respectivement, A /p) etle diagramme ci-dessus permet encore une fois de

conclure. B

LEMME 1.5. Soient A — B un homomorphisme incomparable, B & 2
deux idéaux premiers de R =A + XB[X] et B'C 2" deux idéaux premiers de
B(X] telsque BN R=B er Q' N R=x . Alors, tD/B =1 entraine que
htDYB =1,

DEMONSTRATION, Posons p:=BNA,g:=22NA,p:=B 08
et g:=90'NB;onap =p NA et qg=q MA. Trois cas se présentent.

Casl: Xe 2 : [12, Lemme 1.1 (b)] permet de conclure.

Cas2: Xe 0 e X¢é& B . Supposons que ht 2 /B > 1 et soit
$'e Spec(B[X]) telque B'C 9'C £2'=(g, X). Dans R, nous obtenons la
chaine B C & € 2 =g +XB[X], ot $ =% N R, avec t /B =1.
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Cependant B C $ , sinon on aurait B'= 9' [12, Lemme 1.1 (b)]. Il en résulte que
$ =0 =q + XB[X] . Par conséquent, X e ' et ' N BN A =gq .
L'homomorphisme A — B est incomparable, donc ' B=g'. Doy, ' =
q'+XB[X]=2'. Absurde.

Cas3: Xe B. Soit '€ Spec(B[X]) telque B'=(p, X)) C ' CQ'=
(g, X). Dans R, nous obtenons la chaine B =p +XB[X]C & € 0 =
g+XB[X), ot =91 R, avec ht /B = 1. Il en découle, aisément, que
$'=B ou ' =2". D'od le lemme, I

LEMME 1.6 (a) Si A — B est algébrique, alors pour tout idéal premier
nonnul p de Bona pNA=(0).

(b) Si A — B est résiduellement algébrique, alors A — B est
incomparable.

DEMONSTRATION. (a) Soient p un idéal premier de B et z € p.
L'élément z est algébrique sur A, alorsil existe s#0, ag#0, a;,..., a, des
éléments de A tels que sz0 + a2+ ... + ajz +ag = 0. On en déduit que,
O#ag=-(s"+a, 12l +...+a120)e pNA. Ainsi pNA#(@0), dob (a).

(b) C'est une conséquence de (a) .

La réciproque du Lemme 1.6 (a) est en général fausse. Cela est illustré par
I'Exemple 3.4 (a). Notons, de méme, que l'assertion (b) du Lemme 1.6 permet de se
passer de I'hypothese d'incomparabilité dans [10, Theorem 2.2 (i) & (ii) & (viii)].

THEOREME 1.7. Soient A C B une extension d'anneaux. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) R=A + XB[X] estun S-domaine fort e¢ A — B estincomparable ;

(ii) A et B[X] sont des S-domaines forts et A —> B est résiduelement
algébrique.

DEMONSTRATION. (i) = (ii) Si R est un S-domaine fort, il en est de
méme de A = R/XB[X] et B[X,X1]=51R, o0 §:={X"|n>0}, puisque la
notion de S-domaine fort est stable par passage au quotient et par localisation (cf. [16]
et [18]). D'autre part, B[X, X-!] est entier sur B[X + X'!7, il en résulte que
B[X + X-1] est un S-domaine fort (18, Theorem 4.6]. L'anneau B[X] est
isomorphe & B[X + X-1], c'est donc un S-domaine fort.

Soit maintenant q & Spec(B) . Alors, on peut aisément vérifier que 'anneau
R/(q[XINR) , qui est par hypothese un S-domaine, est canoniquement isomorphe 2
Al(qOA) + X(B/g)[X]. Comme A — B est incomparable, alors
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higs(qx1NR) X(B/g)[X] =1 [12, Lemme 1.3}, et du Théoréme 1.1 il résulte que Blq

est algébrique sur A/(gNA).

(ii) => (i) D'aprés le Lemme 1.6 (b), 'homomorphisme A — B est
incomparable. Il reste donc & montrer que si B C 0 sont deux idéaux premiers
consécutifs dans Spec(R), il en est de méme de B{Y] € D[¥] dans Spec(R(Y]).
Trois cas sont possibles :

Cas1:Xe B. Alors Xe 2. et la conclusion résulte du fait que A estun
S-domaine fort et de l'isomorphisme canonique d'ordre {B € Spec(R) : X e B } —
Spec(A) (cf. par exemple [12, Lemme 1.1 (a)].

Cas2:Xe¢ 0. Alors X¢ B et la conclusion est une conséquence du fait que
B{X] est un S-domaine fort et de lisomorphisme canonique d'ordre
{pe Spec(R) : X & p } > {q eSpec(B[X]) : X & q] (cf. par exemple [12, Lemme
L1 (&)

Cas3:Xe B et Xe D.. Alors 2 =q + XB[X] avec g € Spec(A4) [12,
Lemme 1.1 (a)] . Supposons que B{Y]C (Y] ne soient pas consécutifs dans R[Y]
et soit § € Spec(R[Y]) tel que B[Y]C § C A[Y].

Si Xe », onobtient dans R la chaine distincte B € $ N RC O . Cequi
est en contradiction avec ht /B = 1. Nécessairement, X & $ et D =< B, g(¥) >
est un supéricur de B dans R[Y]. D'autre part, D.{Y]=g(¥]+XB[Y][X] est
minimal & contenir % et XB(Y][X] . D'aprés [7, Proposition 4], on peut
relever B[Y1 < © € 2 [Y] en une chaine B" C $" C 0" dans B{X, f].
De lisomorphisme canonique d'ordre {p € Spec(R[Y]):X ¢ p } -
{q €Spec(BIX, Y]) : X & q} [12, Lemme 1.1 (b)], on déduit que B" =R'[Y] avec
B':=B"N B[X]. Eneffet B'[Y]N R[Y]=(@® "N R)Y] =
(®"NBIX]N B[] =(®"N R[] =B[Y1=8"0N R{Y].

Posons maintenant £':= 0N B[X], onade méme O'= (g, X) avec
¢:=R'NB,et 2 NR=A"NBXINR=D"NRYINR=A[Y]NR=
9. . Le Lemme 1.5 permet d'affirmer que ht 0Y/B'= 1.

Revenons maintenant i la chaine B" € 9" C 2. dans B[X, Y]. D'aprés {17,
Theorem 2}, deux cas sont possibles pour 2" .

Cas1: 2"=<2,AY)>, avec fe (BIXV/AQ)[Y] = (B/a)[Y], f est
irréductible dans Frac( (BIX}/Q.H[Y]) et ne divise aucun polyndme de Frac(R/9.)[Y]
= Frac(A/q)[¥] . 1I est impossible, car le fait que 'homomorphisme A/q — B/g’
soit algébrique entraine qu'un tel f ne peut pas exister.

Cas 2 : 2" =2'[{Y]. Dans B[X, Y], nous avons la chaine distincte
B'[Y]C " C 2'[Y}. Absurde, car ht /B’ =1 et B[X] est par hypothése un
S-domaine fort. Par conséquent, ht D [YI/B[Y] =1. Ce qui acheve la

démonstration, #l
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Notons cependant que le Théoreme 1.7 généralise [13, Proposition 2.3].

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3,

(i) = (i) Soit n 20 . Supposons que R[X|, ..., X;]=A4[X,, ..., Xp] +
XB[X,, ..., Xy[X] soit un S-domaine fort, donc par passage au quotient R est un
S-domaine fort. Du Théoréme 1.7, il résulte que A — B est résiduellement
algébrique, et du Lemme 1.4 que I'homomorphisme
AlXy, ..., Xy] = B{X|, ..., X;) est résiduellement algébrique. D'aprés le Lemme
1.6 (b), A[X,, ..., X;] = B[Xy, ..., X,;] estincomparable. Alors du Théoréme 1.7
il découle que A[X), ..., X,] et B[X|, ..., Xpl[X] sont des S-domaines forts. Par
conséquent, A et B sont des S-domaines forts universels.

(i1) = (i) découle aisément du Lemme 1.4 et du Théoréme 1.7. |

Comme application directe des Théorémes 1.3 et 1.7, nous retrouvons comme
corollaires les résultats déja établis sur les anneaux D + XK[X] et D + XDg[X] (cf.
[13], [15] et [18)) :

COROLLAIRE 1.8. Soient D un anneau, § une partie multiplicarive de
D et K un corps contenant Frac(D). Alors :

(a) D+ XK[X] est un S-domaine fort si et seulement si D est un S-domaine
fortet K estune extension algébrigue de Frac(D).

(b) D+ XDg[X] est un S-domaine fort si et seulement si D et Dg sont des
S-domaines forts.

DEMONSTRATION. I suffit simplement de remarquer que I'homo-
morphisme canonique D — Dy est incomparable. §

COROLLAIRE 1.9. Soient D un anneau, S une partie multiplicarive de
D er K uncorps contenant Frac(D). Alors :

(a) D+ XK[X]) est un S-domaine forr universel si et seulement si D est un S-
domaine fort universel et K est une extension algébrique de Frac(D) .

{b) D+ XDg[X] est un S-domaine fort universel si et seulement si D est un
S-domaine fort universel. B

PROPOSITION 1.10. Soient A © B une extension d'anneaux. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) R=A + XB[X] est noethérien ;

(ii) A et B sont noethériens et A — B est fini.
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DEMONSTRATION. (i) = (ii) Il suffit de remarquer que si R est
nocthérien alors A = R/XB[X] et B[X, X' =S5TR, ot §:={X"] n 20}, sont
noethériens et donc B est noethérien. La conclusion s'ensuit de {21, Théoreme 2.1].

(ii) = (1) déconle de [11, Proposition [.8]. 1

Notons, cependant, que dans (ii) de la Proposition 1.10 il suffit de supposer I'un
des anneaux A ou B noethérien, & cause de la finitude de A — B (19, p. 16].

COROLLAIRE 1.11. Soient D un anneau, S une partie multiplicative de
D er K uncorps contenant Frac(D). Alors :

(a) D+ XK[X] est un anneau noethérien si et seulement si D = Frac(D) et K
est une extension finie de Frac(D).

(b) D+ XDg[X] est un anneau noethérien si et seulement si D est noethérien
et D=Dg. 1

§2. TRANSFERT DE LA LA CATENARITE.

Un anneau A est dit carénaire s'il est localement de dimension finie et si pour
tout couple p C g d'idéaux premiers de A, htg/p =1 entraine que htg=1+
htp . Cette notion n'est pas, en général, stable par passage & I'anneaun de polyn6mes 4
coefficient dans A . Ainsi, on dit que A est universellement caténaire, si l'anneau
A[X,. ..., Xy) est caténaire pour tout entier naturel n 2 0. Parmi les exemples
d'anneaux universellement caténaires citons, dans le cas noethérien, les anncaux de
Cohen-Macaulay et les domaines de dimension 1 (cf. par exemple [19, Theorem 31]
et [22, (2.6)]) et, dans le cas non nécessairement noethérien, les anneaux de Priifer
localement de dimension finie et certains produits fibrés particuliers (cf. [4], {5], [6],
{73, {81 et (13D.

Ce paragraphe est consacré 2 l'examen du transfert de la caténarité universelle,
de A et B[X], alanneau R=A + XB[X] . A l'instar de 1'étude précédente, nous
retrouvons et généralisons les résultats déja établis sur les anneaux D + XK[X] et
D(S):= D + XDg[X] .

Nous commengons par rappeler que R = A + XB[X] est wes rarement
noethérien. En effet de (21, Theorem 2.1] et [11, Proposition 1.8] on déduit que, si
A et B sont noethériens, alors R est noethérien si et seulementsi A — B est fini.

Nous énongons tout de suite le théoréme fondamental de ce paragraphe :
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THEOREME 2.1, Soit R=A + XB[X}. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) R est universellement caténaire et 'homomorphisme A —> B est
incomparable ;

(i) A et B sont universellement caténaires, l'homomorphisme A ~—> B est

résiduellement algébrique er htg B =hiy (B N A) pourrour B € Spec(B) .

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. Soient A — B un homomorphisme incomparable
d'anneaux et R=A + XB[X] . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) R est caténaire ;

(i) A et B[X] sont caténaires et hip B = hty (B N A) pour tout
B € Spec(B) .

DEMONSTRATION. On peut aisément vérifier que R est localement de
dimension finie si et seulement si A et B le sont (cf. [11, Theorem 1.4] et [12,
Lemme 1.1)).

(i) = (ii) La caténarité est stable par passage au quotient et par localisation.
Donc, A = R/XB[X] et B[X, X '1=S1R, ot §:={X": n2>0), sont
caténaires. Cependant, il a €t€ établi dans [1, Proposition 1.8] qu'étant donnés un
anneau A etun groupe G sans torsion de rang n, alors A(G] est caténaire si et
seulement si A[X], ..., X;] estcaténaite. Or B{X, X-1] = B[Z] est caténaire, il en
résulte de méme pour B{X].

Soient B € Spec(B)\ {(0)} et p:=B NA. L'homomorphisme A — B est
incomparable, donc p # (0) . Ilen résulte que hig XB{X] =1 et les idéaux XB[X]
et B[X]N R sont incomparables [12, Lemme 1.3]. D'autre part, on peut aisément
vérifier que R/(B([X] N R) est isomorphe 3 A/p + X(B/B)[X] et que
(p +XB[XD/(B[X] N R) est isomorphe & X(B/B)[X]. Soit R' :=
Alp + X(B/B)[X], de [12, Lemme 1.3] découle que htp- X(B/B)[X] =1 (car
A — B étant incomparable, il en est de méme pour A/p — B/B). Donc,
ht (p + XB[X])/(B[X] OV R)=1. Dans R nous avons alors les deux chaines
saturées d'idéaux premiers :

(0) CXB[X]C...Cp+XB[X] et ()< LLCCRBIXINRC p+XBIX].
Or R estcaténaire alors les deux chaines sont de méme longueur. Il en résulte que
htgp+1=htg (p + XB[XD = htg (BX] N R)+ | = htgrxy R[X1+ 1. Doy,
hty p = htg(xy B(X] . Cependant, B{X] étant caténaire, l'anneau B est un S-
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domaine fort [6, Lemma 2.3). Il en résulte que, hig B = higrx) BIX] et, par
conséquent, hty p=hiz B .

(ii) = (i) Soient B C £ deux idéaux premiers consécutifs de R . Trois cas
sont possibles :

Cas 1: Xe B. Alors Xe 1. Lanneau A étant caténaire, la conclusion
découle de [12, Lemme 1.1 (a)].

Cas2: Xe 2o . Alors X ¢ B . Lanneau B[X] étant caténaire, la
conclusion résulte de [12, Lemme 1.1 (b)].

Cas3: Xe B et Xe D.. Posons O =g +XB[X] avec g :=Q NA.
L'idéal £ étant minimal A contenir B et XB[X], lachaine B C 2 sereleéve en
B'C D' dans B[X] [7, Proposition 4]. Nécessairement, X ¢ B' et ' =
(q',X), ot g :=2'N B avec q'NA=q . Dapres Lemme 1.5, les idéaux
B'C D' sont consécutifs. Comme B(X] est par hypothése caténaire, alors
hippyy 2= 1 +higxy B'. Soitalors (0) © B S ... © B, C Bryy = Pryy + XB[X]
C ..CB,=40D =g +XB[X] une chaine réalisant htg 2L , avec X & B,
0<r<n-1, et p,, e Specd). L'idéal B, =p,; + XB[X] est minimal &
contenir B, et XB[X], alors d'aprés [7, Proposition 4], on peut relever
(0 CB,C...C By, enunechaine (0) C B'| < ... C By, didéaux premiers de
B[X] de méme longueur avec B, =(p'y;. X) et X¢ B',. Comme g =¢' (A
et p.; =Py (A, alors par hypothése hty g =htgq' et htg pryy =htg pryy .
Nous avons alors :

htzg D =htgyy (Prar, X) + Nt B YRy

= higixy (P X) + HLQ/PLyg

= higr Pra(X] + 1+ hta/mpy

=htgxy P'ra[X] + 1+ htg g -htg py (car A est caténaire)

=htgp',  +1+hty q-htypy; (car B estun S-domaine fort)

=htg pr + 1 +htg0-htg Py

=htgq'+ 1

=hipa'lX]+1 (B estun S-domaine fort)

= htgp 2
D'oll htg @ =higy) 0’ =htpxy B'+ I=hig B + 1 (car Xe B' [12,Lemme 1.1
(b)]). Par conséquent, R est caténaire. U

Notons que la Proposition 2.2 généralise [13, Proposition 2.3] :

COROLLAIRE 2.3. Soient D un anneau, S une partie multiplicative de D et

K un corps contenant D . Alors,
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(a) D+ XK[X] est caténaire si et seulement si D est caténaire.

(b) D+ XDg[X] est caténaire si et seulement si D et Dg[X] sont caténaires.

DEMONSTRATION. I suffit de remarquer que les homomorphismes
D — K et D — Dy sont incomparables et que htp (B N D) = htpg B pour tout
idéal premier B de Dg. N

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1.

(1) = (i) L'anneau R est universellement caténaire, donc c'est un S-domaine
fort universel [6, Theorem 2.4]. Or A — B étant incomparable, il découle du
Théoréme 1.3 que A — B est résiduellement algébrique. D'apres Lemme 1.4,
AlXq, ... Xp) = BIXj, ..., Xy] est résiduellement algébrique pour tout n >0, donc
incomparable (Lemme 1.6 (b)). De la Proposition 2.2 il résulte alors que
AlXq, ..., Xy) et B[Xy, ..., Xp] sont caténaires pour tout n =0, etque hig B =
hty (B N A) pour tout idéal premier B de B.

(i) = (i) Soit n>0. Supposons que A[Xj, ..., X,] et B[Xj, ..., X,] soient
caténaires, que htp B =ht4 (B N A) pour tout idéal premier B de B etque A —> B
soit résiduellement algébrique. D'aprés le Lemme 1.4, A[Xy, ..., Xp] = B[X}, ... X,]
est résiduellement algébrique et, d'aprés le Lemme 1.6 (b), A — B est incomparable.
Nous affirmons en plus que htprx, . x,1B =htarx, . x7(® O AXy, .., XD
pour tout id€al premier B de B{Xj, .., X;]. En effet, il suffit de le montrer pour
une seule indéterminée. Soitalors B € Spec(B[Y]), deux cas sont possibles :

Casl: B=p[Y], o p:=B N B. Alors B NA[Y]=(p NA)[Y]. Comme
par hypothése htgp=hty (p N A) etcomme A et B sont des S-domaines forts (6,
Theorem 2.4], on en déduit que htgry) B = higyy (B NAYD) .

Cas2: B estunsupérieur de p. Etcomme en plus A — B est résiduellement
algébrique, on a les homomorphismes algébriques d'inclusion suivants :

A[Y}/ (B N A[Y]) — BIY)/B
T T
Al(pnA) — Bl/p
Nécessairement B N A[Y] est un supérieur de p N A . Ainsi, htpiy1 B =
higryy p[F1+1 = hiyin (@ N AT+ 1 = htyry) (B8 M A[Y]). De la Proposition 2.2,
il en résulte que R[X, ..., X,] est caténaire. 1

COROLLAIRE 2.4. Soient D un anneau, S une partie multiplicative de D
et K un corps contenant D . Alors,

(a) D + XK[X] est universellement caténaire si et seulement si D est
universellement caténaire et K est une extension algébrique de Frac(D).
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(b) D + XDg[X] est universellement caténaire si et seulement si D est

universellement caténaire.

Dans [12, Exemple 3.1 (d)] nous avons illustré le fait que R =A + XB{X] peut
8tre localement de Jaffard sans que A le soit. (Un anneau A est dit de Jaffard si sa
dimension de Krull est finie et si elle coincide avec sa dimension valuative, il est
localement de Jaffard si Ap est de Jaffard pour tout idéal premier p de A [3] etil
est totalement de Jaffard si Alp estlocalement de Jaffard pour tout idéal premier p de

A [8].) Cependant, si R estcaténaire nous avons :

THEOREME 2.5, Soient A S B une extension d'anneaux, X une
indéterminée sur B et R=A + XB[X]). Supposons que R soit caténaire, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) R estlocalement de Jaffard ;

(ii)y R est totalement de Jaffard ;

(ili) A er B[X] sont localement de Jaffard et hig XB[X] = degtr s B+ 1.

DEMONSTRATION. (i) et (ii) sont équivalentes d'apres [8, Corollaire
1.4,

(i) => (iii) 1l suftit de montrer que A est localement de Jaffard. Le reste découle
de [12, Théoréme 2.8]. Soit p unidéal premier de A . L'anneau Rp,yppy) €lantun
anneau de Jaffard, d'aprés [12, Théoréme 2.3 (a) et Théoreme 2. 8], on a
htR p+XB[X] = dim RD+XB[X] = divap+XB[X] = divap + deg.tr.A B+1=
dim, 4y + htg XB{X] . L'anneau R est caténaire, alors htg p+XB[X] =hyy p +
htg XB[X] = dim Ay + htg XB[X] . Il en découle que dim Ap = dim, Ap et par
conséquent Ay est un anneau de Jaffard. Cela €tant pour tout idéal premier p de A,
il en résulte que A est localement de Jaffard.

(iii) = (i) découle de {12, Théorgme 2.8], sans I'hypotheése de caténarité sur R .

|

COROLLAIRE 2.6. Soient D unanneau, S une partie multiplicative de D
et K un corps contenant D .
(a) Si D est caténaire, les ussertions suivantes sont équivalentes :
(1) D+ XK[X] estlocalement de Jaffard ;
(i) D + XK[X] est totalement de Jaffard ;
(i) D est localement de Jaffard et K est une extension algébrigue de
Frac(D).
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(b) Sien plus Dg[X] est caténaire (ou, plus particuliérement, si D[X] est
caténaire), les assertions suivantes sont équivalentes :

G D) =D+XDyX] estlocalement de Jaffard ;
Gy D) est totalement de Jaffard ;
Giy D estlocalement de Jaffard.

DEMONSTRATION. (a) Il suffit de remarquer que si D est caténaire, il en
est de méme pour D + XK[X] (Corollaire 2.3 (a)); le Théorgme 2.5 permet de
conclure.

(b) Si D et Dg[X] sont caténaires, d'aprés Corollaire 2.3 (b), D(S) est aussi
caténaire. Le Théoréme 2.5 permet de conclure. Si D[X] est caténaire, il en est de
méme pour D et Dg(X]. Ul

§ 3. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Comme application intéressante, nous sommes en mesure d'enrichir les classes
d'anneaux, relatives aux notions précédemment étudiées, par de nouveaux exemples
—tels que Z+ XOk[X] (Exemple 3.5) ou Z+ XQ(X, ¥] (Exemple 3.6) — qui
étaient, jusque 13, en dehors du champ des constructions étudiées. Nous fournirons
ainsi des exemples d'illustration pour les résultats établis aux Paragraphes 1 et 2.

Nous donnerons, de méme, des contre-exemples montrant que, sous leurs formes
classiques, certains des résultats établis sur les anneaux D + XK[X] et D + XDg[X]
ne s'étendent pas, tels quels, au cas plus général des constructions de la forme
R=A+XB[X] . Les exemples fournis sont aussi des constructions B, I, D qui ne
sont cependant ni simples ni presque simples (cf. [7] et [&]), ni issues d'algébres de
type fini [4].

Tout d'abord, nous énongons un lemme utile par la suite :

LEMME 3.1. Soient A € B une extension d'anneaux et R =A + XB[X}. Si
R est un S-domaine fort, alors Al(q N A) — Blq est algébrique, pour tout idéal
premier o de B maximal au-dessus de q N A .

DEMONSTRATION. Soient g un idéal premier de B maximal au-
dessusde g A et R :=A/q N A) + X(B/q)[X] . D'apres [12, Lemme 1.3],
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hig' X(B/q)[X]1 =1 (car g maximal au-dessus de g 1 A). Or, R étant un S-
domaine fort et R’ = R/(q{X] N R), l'anneau R’ est un S-domaine. Donc d'apreés
le Théoreme 1.1, 'homomorphisme A/(g N A) = B/q est algébrique. D'ob le

lemme. #

EXEMPLE 3.2. Soient K uncorps, X,, X5, X3, X4, X, ¥ et Z des

indéterminées sur K. Posons:

A =KX )ix) + X.KXDXa)(xy) »

B = K(X{, X, X3) + YK(X,), X5, X))[Y}iy=L + M,
o L :=K(X;, X5, X3) et M = YK(X, X;, X3)(Y](y).

L'anneau R =A + XB[X] fournit :

(a) un exemple de S-domaine qui n'est pas un S-domaine fort (donc, il n'est pas
noethérien);

(b) un contre-exemple montrant que [13, Proposition 2.3), [13, Carollary 2.4]) et
[13, Theorem 2.5] ne peuvent pas s'étendre au cas général des constructions
A+ XB[X] .

En effet, des résultats établis sur les anneaux de type D + "M (11, Theorem 2.4
(1)] découle que A et B sont des anneaux de valuation donc universellement
caténaires (et a fortiori des S-domaines forts universels) [6, Theorem 2.4}. De plus
l'anneau B est noethérien. Nous avons :

Spec(B) = {(0); M },

Spec(4) = {(0); M =XLK(XD[X,)xy s & =R+ X K{X\]ix) ),

M NA=(0), degtrg B=2 et hixg XB(X] =2 > 1, {12, Lemme 1.3],

deg.tr.g B/M =1 et higympng X(B/MX] =1, (12, Lemme 1.3].

(a) Notons que hig XB[X] =2>1 (etque l'annecau B est transcendant sur A )
d'aprés le Théoréme 1.1, il résulte que R est un S-domaine. Ona deg.ir.4 B/ =
1, avec M maximal au dessus de (0) € Spec(4), alors d'aprés le Lemme 3.1,
I'anneau R n'est pas un S-domaine fort.

(b) A[Z] et B[Z][{X] sont des S-domaines forts et caténaires. Cependant,
l'anneav R[Z) = A[Z] + XB[Z][X] n'est ni caténaire ni un S-domaine fort car n'est
pas un S-domaine fort [6, Lemma 2.3]. Conurairement & ce qu'affirme [13,
Proposition 2.3] pour les constructions de type D + XDg[X] .

Nous avons déja noté que R[Z] = A[Z] + XB[Z]{X] n'est ni cat€naire ni un S-
domaine fort, alors que A[Z][X] est S-domaine fort caténaire. Ainsi, sous sa forme
classique, [13, Corollary 2.4] ne peut pas s'étendre au cas général des constructions
R=A + XB[X].
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L'anneau A est universellement caténaire (donc un S-domaine fort universel [6,
Theorem 2.4]), alors que R n'est pas un S-domaine fort universel (donc non
universellement caténaire). Contrairement a ce qu'affirme [13, Theorem 2.5} pour les
constructions de type D + XD[X]. I

EXEMPLE 3.3. Soient K un corps, X;, X, et X des indéterminées sur
K. Posons A:=K, S:=K[X X\ { X)U X+ 1, X)), B:=51KIX,, X,)
et R:=A+ XB[X]. Alors,

(a) R estun anneau localement de Jaffard de dimension 3 .

(b) R n'est pas caténaire.

(c) R n'est pas un S-domaine fort (donc, il n'est pas noethérien).

(d) R n'est pas totalement de Jaffard.

Eneffet,ona:

Spec(4) = {(0)}
Spec(B) contient {(0); B 1= S1XK[X;, X,]; Bo=S1X,K[X,, X,) 5
Bi=S1X, + 1, X))K[X(. X1 }.

(a) Ilestclair que Frac(A)=A C B et deg.tr.y B=2. Onadong, dimR =
dim A + dim B[X] =3 = dim B{X] [12, Théoréme 2.1 (b)] et dim, R = dim, A +
deg.ti.g B + 1 =3, {12, Théoréme 2.3 (a)). Donc R est un anneau de Jaffard (cf.
aussi [12, Corollaire 2.7]). De plus, de [12, Corollaire 1.4 (a)] découle htg XB[X] =
dim B[X] =3 = 1+deg.tr.4 B. Il estclairque A et B{X] sont localement de
Jaffard (car noethériens). Il en découle que R est localement de Jaffard [12,
Théoréme 2.8].

(b) L'anneau R n'est pas caténaire, En effet, les deux chaines
(0) € B [X]N R C XB[X] et (0) C B,{X]N RC Bs[X]1 N R C XB[X] sont
saturées et de longueurs différentes dans R .

{c) L'anneau B/B, est transcendant sur A/(0) et B, est maximal au dessus de
(0) € Spec(A4) . D'apres le Lemme 3.1, R n'est pas un S-domaine fort.

(d) R n'est pas totalement de Jaffard car ce n'est pas un S-domaine fort [8].

EXEMPLE 3.4. Soient K uncorps, X;, X, et X des indéterminées sur K.
Posons A := K[Xl](xl), B =KX, + XIK(XZ)[XIJ(XI) et R:=A + XB[X].

(a) A — B fournit un contre-exemple pour la réciproque du Lemme 1.6 (a).

(b} R n'est pas un S-domaine, donc R fournit un contre-exemple montrant que

[13, Corollary 2.2] ne peut pas s'etendre au cas général des constructions
A + XB[X] .
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(¢) R est caténaire, mais non universellement caténaire.

En effet, A et B sont des anneaux de valvation de dimension 1 donc
universellement caténaires (et, a fortiori, des S-domaines forts universels) {6, Theorem
2.4].

(a) L'homomorphisme A — B est transcendant et, pour tout
B & Spec(B)\ {(0)}, BN A=(0), car B domine A. Donc la réciproque du
Lemme 1.6 (a) est, en général, fausse.

(b) L'anneau R n'est pas un S-domaine, car B est transcendant sur A et
hig XB[X] =1 (Théoréme 1.1).

Dans {2, Carollary 3.3] il est établi que D + XDg[X] est un S-domaine, pour
tout anneau D et toute partie multiplicative § de D . L'anneau R fournit donc un
contre-exemple montrant que ce résultat ne peut pas s'étendre au cas général des
constructions A + XB{X] .

{c) 1 est clair que, pour tout B e Spec(B), hta (B N A)=htg B . De la
Proposition 2.2 il résulte que R est caténaire. D'autre part, R n'est pas
universellement caténaire, car A — B est incomparable, mais non résiduellement
algébrique (Théoreme 2.1). B

Dans ce qui suit, nous fournissons deux exemples qui, jusque 13, sortaient du

champ des produits fibrés antéricurement étudiés :

EXEMPLE 3.5, Soit A un anneau de Priifer localement de dimension finie et
soit B la fermeture intégrale de A dans une extension algébrique du corps des
fractions de A . L'anneau R =A + XB[X] est un anneau universellement caténaire
(cf. Théoréme 2.1, [6, Corollary 3.4] et [16, Theorem 44 and Theorem 101]), donc il
est un S-domaine fort universel {6, Theorem 2.4}, avec dim R =dim A + 1 (cf. [12,
Théoréme 2.3 (b)] et {6, Corollary 3.3]). De plus, dans ce cas, R est noethérien si et
seulement siA et B sont de Dedekind et A — B est fini (Proposition 1.10).

Explicitément, Z + XZ[i,¥2][X] est un anneau noethérien universellemet
caténaire de dimension 2, ainsi que Z + XZ[wgl[X], ot Z{wg] est la fermeture
intégrale de Z dans une extension quadratique Q(Vd) de Q.

Soit Ok l'anneau des entiers algébriques dans le corps K:= 0(£2,.83,.8s,. ...y
Cp» ) » ot §p est une p-racine primitive de l'unité et p varie dans I'ensemble des
entiers premiers. L'anneau Z + XOg[X] est un anneau universellement catenaire
de dimension 2 non noethérien, car Ok est un anneau presque-Dedekind qu'il
n'est pas de Dedekind [20]. R
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EXEMPLE 3.6. L' anneaux R:= Z + XQ[Y][X] est un nouvel exemple
d'anneau caténaire totalement de Jaffard de dimension 3 non noethérien.

Pour le voir, en appliquant le Théorgme 2.5, il suffit de montrer que R est un
anneau caténaire localement de Jaffard. Tout d'abord, il est clairque A:=2 , B :=
D[Y] et B[X] sont caténaires et que A — B n'est pas incomparable. Soient alors
B C O deux idéaux premiers consécutifs de R. Trois cas sont possibles :

Cas 1: Xe B, alors htg 2 =1+ htg B (voir la démonstration de la
Proposition 2.2 (ii) = (1), Cas 1).

Cas2: Xeg 9 ,alors hig O =1+ htg B (voir la démonstration de la
Proposition 2.2 (ii) = (i), Cas 2).

Cas3: Xe B et Xe 0. Monuons d'abord que £ = XQ[Y]{X]. Sinon,
onaura 2 =q + XO[Y][X] avec g idéal premier non nul de Z . L'idéal premier
£ étant minimal & contenir B et XQ[Y][X], alors [7, Proposition 4] permet de
relever la chaine B C £ en une chaine d'idéaux premiers B'C Q' dans Q[Y[X],
avec X¢ 13 et A'=(q,X), ot g'e Spec(Q{Y¥]) et ' N Z=q . Cequin'est
pas possible, car g'e Spec(QJ[¥]) se contracte dans Z sur (0). Lecas B = (0)
n'est pas possible car htg XB[X] =2 [12, Théorgme 1.2 (a)]. Donc B est non nul
avec 1 shtg B <htg D =2, ilenrésulte que hig L =1+ htg B . Donc R est
caténaire. D'autre part, il est clair que Z et Q[Y][X] sont localement de Jaffard (car
noethériens) et on a hiz XQ[{Y)[X]=2=1+ deg.tr. Q[Y) . De [12, Théoréme
2.8], il découle que R est localement de Jaffard et de [12, Théoréme 2.1 (b)] dim R
=dim A + dim B[X] =3 . Finalement, R n'est pas noethérien car Z — Q[Y] n'est
pas fini. W
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