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Arithmétique fonctorielle des topologies de Grothendieck.

MARCO FONTANA (*) - GUERINO MAZZOLA (**) (***)

Introduction.

Dans [AF], ont été introduits et étudiés les systémes relationnels (SR,
tout court), qui sont essentiellement des sous-bi-foncteurs du foncteur Hom,
plus une catégorie pour support. La puissance de la notion de «systéme
relationnel » est mise en évidence, par exemple, en notant que, soit la thé-
orie des relations [PM], étendue aux catégories (cf. par exemple [2]), soit
la théorie des cribles [SGA IV] de Verdier en sont des réalisations natu-
relles. En effet, un crible peut étre interprété — grosso modo -— comme
un SR dont on a fixé la seconde variable; en d’autres mots, un SR peut se
voir comme «famille de cribles paramétrisés par une catégorie», ce qui
revient & enlever Vasymétrie intrinséque de variance fonetorielle dans un
crible.

Or, vu que les topologies de Grothendieck-Verdier [SGA IV] sont
définies & travers le concept du crible, il a été facile de reformuler ees topo-
logies en termes de SR (II1.1). A ce niveau, on s’apercoit du germe d'une
théorie plus générale et telle que la limitation a priori aux topologies de
Grothendieck serait tout a fait artificielle. En effet, on construit des exem-
ples «raisonnables » (méme dans la catégorie des schémas (II.3)) sortant
du cadre des topologies de Grothendieck; en outre, de nouvelles structures
de type topologique a caractére «local », appelées Sites tangents (11.10),
s’introduisent, de fagon naturelle, & partir d’une topologie de Grothendieck.

Une des idées de base concernant les topologies de Grothendieck est
de remplacer les recouvrements d’espaces topologiques, déduits d’immersions
ouvertes, par des familles couvrantes de morphismes de type donné, ces
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derniers n’étant plus nécessairement injectifs. Or, dans la traduetion d’une
topologie de Grothendieck dans le langage des SR, intervient de facon
canonique un foncteur injectif (IT.1.1). La premiére généralisation qui
s’impose est de reprendre les propriétés essentielles de cette situation de
maniére axiomatique, en laissant tomber, entre autre, l'injectivité dudit
foncteur. Cela est le point de départ pour une théorie topologique sub-
stantiellement plus élastique.

Un deuxiéme passage est nécessité pour développer une théorie effi-
cace de faisceaux généraux. A cet effet, sont introduits des foncteurs en
ensembles de type pro-représentable (I1.4), fibrés sur des foneteurs fonda-
mentaux (ces derniers étant obtenus en utilisant un procédé & la Yoneda),
afin de remplacer les cribles qui sont fibrés intrinséquement & travers une
injection dans un foncteur représentable. Ainsi, une topologie généralisée,
appelée Topologie de Grothendieck-Yoneda, est construite, ayant entre
autre Pavantage de produire localement des Topologies tangentes (1I1.10).

Le langage des SR se montre définitivement indispensable pour une
étude arithmétique des Topologies dans le sens de l'arithmétique foncto-
rielle des SR [AF], théme qui sera esquissé au chapitre IIT du présent tra-
vail, et dont la motivation se fonde a priori sur 'intérét de produire de
nouvelles Topologies, soit globales, soit locales, voire tangentes, moyennant
des opérations de nature arithmétique.

Plus précisément, 3 tout endofoncteur v égal — en gros — & son carré,
on attache une classe v-Top de v-Topologies de Grothendieck-Yoneda. Dans
la théorie additive (II1.1), on montre que »-Top porte une structure de
semi-groupe abélien, ordonné, dans lequel la Topologie discréte dis est
absorbante. La Topologie chaotique ch y joue un rdle essentiel: d’abord,
la somme des Topologies est déterminée par translation avec la Topologie
ch (II1.1.3); en plus, si T est un espace topologique, et si t est la Topo-
logie qu’on lui associe canoniquement (I1.9.8 (i), alors T' est noethérien si, et

oo

seulement si, £t =Y ch (II1.1.11).
i=1

Quant & la théorie multiplicative (ITIL1.2), on voit que v-Top porte la strue-
ture d’un «band » [4], ou mieux, d’'un monoid abélien, idempotent. En plus,
ce produit coincide avec la borne supérieure de Topologies (1I1.2.3), d’oul
Pon tire que dis est absorbant et que ch est ’élément neutre.

D’ailleurs, en passant, on montrera que ’arithmétique des Cribles gé-
néraux (II1.1.1.1), (IT1.2.1.1), qui est & la base de celle des Topologies, re-
donne Darithmétique classique des structures relationnelles [11], et, en
particulier, celle des algébres universelles [6], (I1.2.3).

Pour des informations plus détaillées sur le contenu de ce travail, on
se reportera aux introductions de chaque chapitre.
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Dans un papier ultérieur, nous avons en vue de développer une théorie
fonctorielle des Topologies, & savoir I’étude du lien des Topologies tangentes
entre elles et le passage «local-global ». En effet, il est fort possible qu’une
étude locale des Topologies tangentes puisse donner des propriétés illumi-
natives ou méme caractéristiques de la Topologie dont elles sont déduites.

Remargue préliminaire.

Pour éviter des ennuis de nature logique, nous placerons toutes
les catégories intervenant dans cet article dans un Univers de Grothendieck
(I3GA IV, Exp. I]), que nous supposons «assez grand» pour pouvoir y
effectuer toutes les opérations nécessaires: nous laissons au lecteur soucieux
le soin de préciser «la taille » des catégories considérées; de toute facon
les informations mnécessaires découleront directement du contexte (*).
(I’omission de précautions du type précédent pourrait éventuellement
fournir de nouvelles antinomies, fait qui ne serait point inutile...).

CHAPITRE 1

QUELQUES CONSTRUCTIONS EN THEORIE
DES SYSTEMES RELATIONNELS

(1.0) Introduction au chapitre.

Dans ce chapitre préliminaire, on donne des constructions fondamen-
tales telles que la somme orientée des catégories (I.1.1) et les structures dé-
duites & partir d’un projecteur (1.1.4). A ce propos, un nouveau procédé
de plongement d’'une catégorie dans une catégorie de foncteurs est traité.

En outre, on démontre ’existence d’un isomorphisme de la catégorie
des cribles (dans une catégorie U fixée) sur la sous-catégorie de ‘I_J;‘C‘-SR
locaux, U-Us-orientés (1.3.8), fait qui permet d’utiliser indifféremment le
langage des SR on celui des cribles [SGA IV].

(I.1) La somme orientée.

(L.1.1) Soient W et U deux sous-catégories d’une catégorie C. La somme
orientée V) = ‘UJ[_IC U {ou WIJ U, si aucune confusion n’a lien) est la caté-

(*) Pour une autre fagon d’éviter les difficultés logiques, on pourra consulter [9].
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gorie suivante:
(i) Ob(W) = Ob(ALII V); nous écrivons V (resp. f: X —7Y) au lieude V
(resp. f: X — Y), pour tout objet V (resp. morphisme f) de U, quand il
est pensé dans W, aussi bien que U au lieu de U, pensé dans W.
(ii) On a quatre cas pour les morphismes:
a) X, Y e Ob(W): Homgy(X, ¥) = Homqy (X, ¥)
b) X, Y €Ob(V): Homqy(X, ¥) = Homqy(X, ¥)
) ), Y € Ob(V): Homqy(X, ¥) = Home(X, Y)
)

X € Ob(W),
d) X e0b(V), ¥ eO0b(W): Homqy(X, ¥) = 0.

[4

(I1.1.2) Exemples et notations.

(@) Soit C= U iet W une sous-catégorie de U. Alors (I.1.1) fournit
la méthode pour se débarasser d’une sous-classe de morphismes dans C, en
considérant W [T (UNW) (*), ou sont « oubliés » les morphismes de domaine
dans Ob(UN\ L) et de codomaine dans Ob(W).

() Soit C=W=U; WHW est noté ‘IL L’endofoncteur de ‘IL
défini par X — X et par (X)' =X est noté u.

(¢) Soit C=UW et U =UO° (**). On pose Cuﬁx W IT WO

(d) Si C=W et U= {X}°cU, alors on pose Wyz=WII {X}°, ca-
tégorie appelée localisée de W en X. Evidemment, si X, ¥ € Ob(W), alors
(Wyz)y =2 (W;)z. Done, pour toute sous-catégorie F cU°® finie, i.e.

= {X,, ..., X,)°% en posant Ug = (... (Wg )z, .. x,» Wg est bien définie
et égale & W1 F. Si §cF cU sont deux sous-categorles finies de WO,
alors on a un diagramme canonique commutatif:

‘ILJ-? [ G C1_>L23’

L 7
Wg

et on peut done dire que ‘Uﬁz s’identifie & I'ind-catégorie des Wg, F étant
finie dans U°P.

(*) U\ est la sous-catégorie pleine de U induite sur Ob (U)\Ob (W).
(**) Ob (WU%) = Ob (W) et les morphismes de U° sont seulement les mor-
phismes identiques de .
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(¢) Plus généralement, si U est une sous-catégorie quelconque de U°P,
on notera Wqy = WI V.

(f) Etant donnée une catégorie AU, posons C= U= [U° Ens].
Par le lemme de Yoneda, U s’identifie canoniquement & une sous-catégorie
de C. Notons alors W = WII[W®, Ens].

(L.1.3) Dans la situation de (I.1.1), on a un foncteur canonique y: U <>
<> > [C%, Ens] ™ [WU°%, Ens] qui donne, de facon évidente, un fonc-
teur H = 1q), I : ‘IL]_;I‘U—>°11.

On dit que le friple (W, U, C) (ou H si nulle confusion n’en résulte) est
de Yoneda si le foncteur H est pleinement fidéle; terminologie justifiée par
le fait que le triple (W, W, W) est toujours de Yoneda (lemme de Yoneda).

(L.1.4) (i) Soient U, une catégorie dans U et U une sous-catégorie pleine
de C. Si on note par W la catégorie %_IJ U, on a un endofoncteur de W

?: W—-W

défini par vlq(X) =X, o|y(Y) =Y.

Pour tout X € Ob(W), on a un morphisme canonique 7g: X — X dans W,
celui qui est associé & 1,.

Le fonecteur ® a done les deux propriétés suivantes:

(1.1.4.1) B tmoisy = dimos) (%)

(I.1.4.2.) il existe une transformation naturelle %: 1qy— .

Un endofoncteur d'une catégorie quelconque W ayant les propriétés
(L.1.4.1) et (1.1.4.2) est dit projecteur. Si, en outre, pour X € Ob(W), nx est
un épimorphisme de W, le projecteur est dit projecteur strict. Par exemple,
Pendofoncteur & défini dans (I.1.2 (b)) est un projecteur striet.

(ii) Dans la situation de (1.1.1), soit U une sous-catégorie pleine de C.
Supposons donné un foncteur f: C— C tel que Im(flq,) C VU et flqy C 1qy:
Alors, nous pouvons en dédunire un foneteur f: W — W défini par f g, = Pof
et fh';(Y) = o(f(Y)) = Y, YeOb(V). Si f est un projecteur (strict), il en

est de méme de f.

(ili) 8i v: C— Cestun projecteur (strict), notons par
U(v), ou simplement U, la catégorie Im. pl(v);
U(v), ou U, la catégorie C\ U;

(*) Pour tout foncteur ¢: £ B, nous notons par Im.pl(t) larestriction B|you):
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Ow), ou O, la catégorie ‘U,LI‘U appelée catégorie orientée par le pro-
jecteur v;

0%(w), ou 0%, la catégorie WII U;

U™ (v), ou W™, la catégorie [(U(v))°, Ens];

0~ (v), ou 07, la eatégorie W(v)I[(WU(v))°, Ens];
H(v), ou H, le foncteur O — 0~ défini dans (1.1.3);
H'(v) ou H',le foneteur H|qy: U —UW".

Du projecteur v, nous déduisons, comme dans (I.1.4) un projecteur
v: O(v) = O(v). _

Remarquons que O{d) = O{v) et que ('z})' = ». Nous noterons par w(v),
ou simplement b, le foncteur ®lq;: U(v) — (V(w))".

(iv) Un autre exemple fondamental de projecteur est traité dans (IL.4).

(I.1.5) PROPOSITION. Supposons donné un projecteur v: C— C. Awvec les
notations de (1.1.4 (iii)), $73l existe un foncteur T: V ~—>U tel que Tor ~ 1qy,
alors le foncieuwr H: O — O~ est de Yoneda (1.1.3).

Par définition, il faut voir que H est pleinement fidéle. Mais ceci est
trivial sauf pour les couples X, Y € Ob(V). Pour terminer, il suffit de
voir que:

H(X, Y): Homgy(X, ¥) > Homg-(hylqy,, hylay)

(hx étant le foncteur Home(—, X)) a une application inverse fonctorielle
en X et Y.

Soit ¢: hyglq,— hylq, une transformation naturelle; il suffit évidemment
de construire une transformation naturelle @: Homqy(—, X) - Homqy(—, Y)
pour déterminer un O-morphisme ¢': X — Y. Pour cela, soit Zec Ob(V)
et t: Z - X un “U-morphisme, Posons.

D,(t) = w(‘?’r(z)(’?T(x)"T(t))) .

On vérifie sans peine que @ est fonctoriel en Z. En outre, on voit que
@ +—>¢" est Dapplication inverse de H(X, Y), d’ou la proposition.

(I.1.5.1) REMARQUE. Dans la situation de (I.1.4 (i)), supposons U = V.
Alors, le projecteur @: U —U (I.1.2 (b)) vérifie trivialement 1’hypothése
de (L.1.5).

(1.1.6) LEMME. Awvec les notations de (I.1.4 (iii)), supposons que les produits
fibrés dans U existent. Alors, le foncteur H': U -0 commute aux pro-
duits fibrés.
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(1.2) Produits fibrés de systémes relationnels.

(1.2.0) Pour les définitions des systémes relationnels (= SR) et des mor-
phismes entre de tels objets, ainsi que pour des exemples, nous renvo-
yons a [AF].

(I.2.1) Soit

o

|

B—L—y

un diagramme de WU — SR, ol f et g sont des morphismes forts. On con-
struit le (W XW)-SR produit fibré 6 = ax,f en posant

(i) |0] = l“lxzyl 18] (*);
(i) 8((4, B), (4", B))) = &(4, A)X3500nun BB, B)).

(I.2.2) Si « et f sont deux sous-SR de y, on écrira aN § au lieu de ax,f.
Si y'—>y est un «changement de base», on a

(1.2.2.1) (N B,y 2 (X, y ) N (BX,y") .

(I.3) Systémes relationnels locaux, globaux et Cribles.

(I.3.1) Rappelons ([SGA IV, Exp. I], (4.1) et (4.2.1); [14], (20.1.2)) qu’un
crible R dans une catégorie U est un sous-foncteur d’un foncteur représen-
table ¥ = Homqp{—, X). 81 U est une sous-classe de Ob(W), alors une
U-famille de cribes est par définition une famille de sous-foncteurs Ry C
cHom(—, X), pour tout Xe9U. Un morphisme f: R—S8 de cribles
RcHom(—, X) et ScHom{—, Y) est une transformation naturelle induite
par un morphisme f: X — Y, i.e. le diagramme

Hom(— X) -Eom=, Hom(—, Y)
U U
R N

doit commuter,

(*) @) Ob (le] X |A]) = {(4, B)|4 € Ob (l«]), B Ob (f]) et f(4) = g(B)};
b) Homyy ., 5((4, B), (4’, B')) =Homg (4, 4") X gomyse), sy Homyg (B, BY).
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Notons par ¢b(W), ou simplement eb, la catégorie des cribles dans la
catégorie U, et par eb(W, X), ou ¢b(X), la sous-catégorie pleine de cb(UW,)
constituée par les sous-foncteurs de Hom(—, X).

(1.3.2) Soit « un U-SR, et soit VU une sous-catégorie de (|x[)°". On con-
struit un Weqy-SR oy en posant

(1) loiy| = I“[‘fj’
a(Z, W), si WeOb(V) et ZeOb(|«|)

(ii) d&ay(Z, W) :{ ¢ dans les autres cas.

aqy sera appelé le SR de « localisé en U. Evidemment, pour tout X € Ob(%V),
(1.3.2.1) oy |z = 0% (avec les notations de (I.1.2 (d))) .

(I.3.3) Si x est un SR, et si 4 et B sont des sous-catégories de U, on dit
que o est A-B-orienté si d(X, Y) = @, sauf — au plus — pour X € Ob(A),
Y € Ob($), Par exemple, aqy est [oc]-‘U-orienté.

(1.3.4) PrOPOSITION. Awvec les notations de (1.1.2 (c)), soit W une catégorie.
La donnée dune U-famille de cribles (1.3.1) est équivalente & la donnée d’un
UH-SR U-V-orienté.

(L.3.5) Cette proposition justifie la terminologie suivante. On dit qu’un
‘I-_l;{Z—SRa est un w-Orible, ou simplement Crible, de support A = Supp(«),
AU, si o« est

a) Us-U-orienté,
b) WC |al,
¢) Ob(la]) N Ob(W) = Ob(A).
Si W =A, a est dit Crible global; si 4 — {X}, « est dit local en X.

(I.3.5.1) EXEMPLES.

(a) En particulier, (I1.3.4) dit qu'on a une bijection entre les cribles
RcHom(—, X) et les Cribles locaux en X, définie par R — R, ot |B| =W et

RZ) siY=X, Z € Ob(W) ,
] autrement .

RZ,Y)= {

(b) Si « est un SR de W tel que |a| =W et si VU, alors aqy
est un Crible de support V.
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(¢) Pour o = (W, Homq(—,—)), on pose h=oaq, et hi=hlq., les
hy étant appelés Cribles locaus pleins en X.

(d) Soit « un AU-SR, supposons donné un sous-ensemble S(X, Y)c
ca(X, Y), pour tout X, Y €Ob(|x|). Ce qu'on entend par sous-U-SR de «
engendré par la famille des S(X, Y) est clair: ¢’est le plus petit sous-WU-SR
o de « tel que §(X, Y)> 8(X, ¥), pour tout X, ¥ c Ob(|x]). Si « est un
u-Crible, les mémes données permettent de définir de la méme fagon le
6-Crible engendré par les S(X, Y).

(1.3.6) Recollement de systémes relationnels.

Pour deux AU-SR «, B, on définit leur recollement p =ax U g le long de
leur intersection y =a N f. Pour le faire, supposons y plein dans « et f;
alors o est le plus petit W-SR contenant o et f. Plus précisément:

(1) Ob(lel) = Ob([«]) L Ob(|B]),
(ii) Hom,, |, = Hom,,; Hom,,|;= Hom,y;
Hom,,(4, B)= U Homy(X, BjoHom, (4, X)
XeOb(Iy))

pour 4 €Ob(|g)\Ob(|]) et BeOb(jo)\Ob(l));
Hom,, (B, A) est défini symétriquement.

(i) ¢ est défini analoguement & Hom, & partir de o et B

Clairement, cette construction se généralise au cas d’une classe quel-
conque non-vide de U-SR ayant une «bonne» intersection. Les détails
sont laissés au lecteur.

(1.3.6.1) EXEMPLES.
(@) Soit (e;),.; une famille de E‘X-SR U -orientés tels que

“il‘uJ: “k“u,
G(— X) =&(—, X)

pour tout couple 4, keI et X € Ob(|x.]) N Ob(lo,|). Alors, le recollement
U «, existe et il est un EQ-SR W-l,-orienté.
i€l

(b) Si a est un #i-crible, on a

= U alu;-
XeSupp(x)
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(I.3.7) Si « et g sont deux Cribles locaux, avee Supp(x) = X et Supp(f) = Y,
un morphisme de Cribles locaux @ = (F, ¢): a« - est un morphisme fort
de U-SR ([AF, 4,§1]) déduit d’un morphisme f: XY dans W de la
facon suivante:

1) Floy, = 1q, et F(X) =7,
2) F(g: U~ X) = fog;

@ en découle (loc. cit.).

Notons par Cb(iz), ou simplement Cb la catégorie des #-Cribles locaux,
et par Cb(i, X), ou Cb(X) la catégorie des @-Cribles locaux en X. Si
fe Homqy, (Y, X), &; est la notation pour le morphisme hy —hy associé  f.

(1.3.8) PROPOSITION. Les catégories des cribles et des Cribles locaux sont iso-
morphes, i.e. le foncteur

(—)3: eb(W, X) —Cb(a, X)

qui associe a tout sous-foncteur Rc Homq(—, X) le -Crible local en XR,
défini dans (1.3.5.1 (a)) est un isomorphisme de catégories . De (—)%, on
déduit immé dwtement un isomorphisme

(—)": eb(W) —Chb(ia) .

(I.3.8.1) REMARQUE. L’isomorphisme catégoriel de la proposition précé-
dente justifie les notations R, f (R, resp. f, étant un erible local, resp. un
morphisme des cribles locaux) que nous utiliserons dans la suite pour les
Cribles locaux et pour les morphismes de Cribles locaux. Remarquons que
(Homqy(—, X)) = ky.

(1.3.9) Pour tout R dans Cb(X) et pour tout morphisme f: ¥ — X, le
SR RJ: = Rx, . by 8’identifie canoniquement & un #-Crible local en X, appelé
extension de R par f. On voit immédiatement que cette construction donne
un foneteur

(—);: Cb(X) —Cb(Y)

appelé foncteur de changement de base.
Si RcSchy est une suite d’inclusions de Cribles, alors:

(1.3.9.1) Bxshy~R;.

HZ



ARITHMETIQUE FONCTORIELLE DES TOPOLOGIES DE GROTHENDIECK 59

(1.3.10) Soit fe Homqy (Y, X). Si i5: Rchy est uneinclusion de #-Cribles
locaux en X, on écrira

f<ip (ou by <ig, ou f<R)
pour indiguer Pexistence d’un diagramme commutatif:

hy —2> by
. - @\ik
P

(I.3.11) LEMME. Avec les notations de (L.1.2 (b)) et de (1.3.10), pour tout
f: Y —>X dans W, i(fy< R si et seulement si e R(Y) =]§>(Y, X).

(1.3.12) REMARQUE. Avec les notations de (I.1.4 (iii)), si »: H—~>K et
i: L — K sont deux “L-morphismes, nous écrirons % < 4, pour dire qu’il
existe un (U/K)-morphisme » — 4. En particulier, si fe Homqy(Y, X) et
si I: I — H(X) est un objet de AU /H(X), nous éerirons f <1, ou f< L, si

H(f) <l

CHAPITRE II

SYSTEMES RELATIONNELS ET TOPOLOGIES DE GROTHENDIECK

(1I1.0) Introduction au chapitre.

Tout d’abord, dans ce chapitre, on introduit les Topologies de Grothen-
dieck-Verdier (11.1), traduction dans le langage des SR des topologies de
Grothendieck, compte tenu du théoréme d’isomorphisme (I1.3.8).

En second lieu, étant donné un projecteur v (L.1.4), on définit les eribles
généralisés et on démontre un théoréme d’isomorphisme (I1.2.2.2) éten-
dant (I.3.8), duquel s’ensuit limportance d'une classe de SR, appelés
v-Cribles (I1.2.2). A ce point, on donne des exemples (I1.2.3) montrant, entre
autre, que la théorie des structures relationnelles [11] et, en particulier, celle
des algébres universelles [6] sont aisément insérées dans le cadre des v-Cribies.
D’ailleurs, cet exemple sera repris dans le chapitre III pour voir que arith-
métique fonctorielle [AF] des Cribles, dans ce cas, coincide avec 'arithmé-
tique classique des structures relationnelles [11].

Les v-Cribles, étant ainsi disponibles, permettent de batir de nouvelles
Topologies: les wv-Topologies (I11.2.4) et les Topologies de Grothendieck-
Yoneda (11.6). Une premiére raison d’étre en est montrée avec un exemple
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dans la catégorie des schémas (exemple qui se place au-deld de la théorie
« ancienne »), construit a partir du projecteur « enveloppe affine » (EGA 11,
(2.1.12)) qui sépare les schémas affines des autres. De l'analyse de cet
exemple, on tire un résultat (I1.3.2.2) «dual» au fait bien connu qu’un
schéma est un foncteur particulier en anneaux commutatifs [EGA I, 2.éd]
(ce dernier étantlabase du « probléme d’existence de Grothendieck » [2] [12]).

La recherche d’une théorie valable de faisceaux pour les v-Topologies
suggére Dintroduction des « morphismes imaginés » (I1.4) entre foncteurs
contravariants en ensembles, notion liée & celle des foncteurs pro-représen-
tables {3], [SGA IV]. Dans cet ordre d’idées, on montre lexistence d'un
foncteur, noté im, qui & tout morphisme ayant pour codomaine un «fone-
teur fondamental » (I1.2.2), associe un morphisme imaginé de méme codo-
maine. Les paragraphes (IL.4) et (IL.5) sont entiérement consacrés & une
étude technique des propriétés de ces morphismes et & la démonstration du
fait que im est un projecteur striet (IL.4.5).

Les morphismes imaginés permettent la construction des Topologies de
Grothendieck-Yoneda, a V’aide desquelles une théorie de faisceaux est déve-
loppée. Les théorémes-clés de la théorie ancienne des faisceaux [SGA IV,
Exp. 1I, §2] restent vrais.

En outre, la construction des Topologies & partir de prétopologies est
traitée en détail, permettant de nombreux exemples.

Dans le dernier paragraphe, on étudie des Topologies «locales », appelées
Topologies tangentes, déduites & partir d’une Topologie de Grothendieck-
Yoneda, en utilisant le projecteur strict im. Ces topologies ne sont pas, en
général, des Topologies de Grothendieck-Verdier, méme en partant dune telle
Topologie (!). La théorie généralisée trouve done, a posteriori, une moti-
vation intrinséque.

(IL1) Topologies de Grothendieck-Verdier en termes de Cribles locaux.

(II.1.1) Etant donnée une catégorie U, si & est le projecteur introduit
dans (I.1.2 (b)), une i-Topologie, ou Topologie de Grothendieck-Verdier sur U,
t consiste en une classe #(X) de ‘l_>1ﬁ3-0ribles locaux en X, pour tout XeOb(‘iL),
satisfaisant les axiomes suivants:

(21) (stabilité par changement de base). Pour tout X € Ob(W), B e ¢(X),
feHomq (Y, X), on a B;e ¢(Y);

(22) (caractére local). Soient R, R' deux Cribles locaux en X, dont R e t(X).
8t R';e ¢(Y), pour tout f <R, fe Homq (Y, X), alors Re ¢(X);

(23) Pour tout X e Ob(W), hie ¢(X) (1.3.5.1 (c)).
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(IL.1.2) Vu la Proposition (I.3.8), les axiomes précédents traduisent les axio-
mes d’une topologie sur la eatégorie U, donnés dans [SGA IV, Exp. IT. §1.1]
dans le langage des systémes relationnels.

Conformément & la théorie de Verdier (loc. cit), on appellera u-Site un
couple (‘1_)1)47‘, t).

(IL.2) v-Sites.
(I1.2.0) Supposons donné un projeetenr v: C— C (I.1.4). Dans tout ce
paragraphe, nous utiliserons les notations de (1.1.4 (iii)).
(IL.2.1) Dans la situation de (I1.2.0), un v-Crible ¢ de support £ — Supp(o),
.ftcilgm’, est un O%-SR tel que:

(a) 1l est ‘lL-‘U-orienté,

&) Wclel,

(¢) Ob(la]) N Ob(V) = Ob(A),

(d) pour tout f € 3(¥, X) et pour tout g € Homy(Z, ¥(Y)), on a (flog €
€8(Z, X) ie. v(f) <d(—, X) (1.3.10).

On dit encore que ¢ estlocal en X, X € Ob(V), si Supp(o) = {X}.

(I1.2.1.1) EXEMPLES.

(1) Soit C =W, v=1ir: Wo—>U (I.1.2 (b)) le projecteur canonique.
— —
Alors, tout i-Crible local est un »-Crible local.

(2) Boit 8(Y, X)CHOIIIO(Y, X) un ensemble de morphismes donné,
pour tout ¥ € Ob(U), X eOb(V). Par analogie avec Iexemple (d) de
(1.3.5.1), on peut construire un v-Crible o, appelé v-Crible engendré par la
famille {8(Y, X)|Y € Ob(W), X € Ob(V)}.

(3) Soit A(v), ou simplement h, le systéme relationnel (O(w),
Homg,)(—, —)). Pour 3 c VP, soit W; la sous-catégorie pleine de O, avee
Ob(Wb3) = Ob(W)uU J. 8i §={X}, XeOb(V), on note hy=h(v)lqy;, ce
dernier étant appelé v-Crible local plein en X.

(I1.2.2) La définition de morphisme de v-Cribles locaur s’obtient de celle
de morphisme de u-Cribles locaux, donnée dans (1.3.7), en remplagant
partout W par U.

Notons par

Cb(v, X) la catégorie des v-Cribles locaux en X, X e Ob(V),

Cb(v) la catégorie de tous les v-Cribles locaux.
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Si H: O — 0" est le foncteur introduit dans (I.1.4 (iii)), les foncteurs
H(X): U° —Ens associés aux objets X de U sont appelés foncteurs
fondamentaux.

Si RcH(X) et ScH(Y) sont des sous-foncteurs de deux foncteurs
fondamentaux, on considére comme morphismes de B a S seulement les
transformations naturelles induites par les morphismes fe Homqy(X, Y).

Notons par

cb(v, H(X)) la catégorie de tous les sous-foncteurs du foncteur fonda-
mental H(X),

cb(v) la catégorie de tous les sous-foncteurs des foncteurs fonda-
mentaux.

Analoguement & (1.3.8), les catégories cb(v, H(X)) et Cb(v, X) sont iso-
morphes & travers le foncteur

(I1.2.2.1) (—)%: eb(v, HX)) - Cb(v, X)

défini comme dans (1.3.8). Le foncteur inverse de tel foncteur est le fone-
teur d’oubli.
Plus généralement, comme dans (loc. cit.), on a un isomorphisme

(I1.2.2.2) (—): cb(v) —~ Cb(v) .

Done par la suite nous conserverons les notations R (resp. f, resp.
ip: R <> hx) pour les v-Cribles locaux (resp. morphismes de »-Cribles locaux,
resp. inclusions).

Si R est dans Cb(v, X) et feHomqy(V, X), par R; nous noterons le
v-Crible, local en Y, Rxh;(hi,; Dans ce contexte, la formule (1.3.9.1) reste
vraie. En outre, on a:

(IL.2.2.3) RyZ,Y) = {te Homy(Z, ¥)|fote B(Z, X)} .

Avec les notations précédentes et les identifications (I1.2.2.1) et (11.2.2.2),
il est clair que ce qu'on entend par f< R, RnS, RcS ete.

(IL.2.3) ExeMPLE: Les algébres universelles sont de v-Cribles locaux.

Soit g: T'— N une famille d’entiers non négatifs. En fixant un modéle
de N dans Ens, encore noté N, notons T (resp. o(T)) les eatégories qui ont
pour objets les éléments de T’ (resp. ceux de o(T)) et par morphismes seule-
ment les identités.
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Soit Ens, = g(T)_L)I(Ens\g(T)) et soit Ens(p) la catégorie suivante:
(1)  Ob(Ens(g)) = Ob(T) Il Ob(Ens,),
(2i)  Homy,, (') =Hom,( ), t,t' €T,
(2ii) Homg,,(f, A) = Homg, (o(t), 4), te T, A €Ob(Ens,),
(2iii)) Homyy,(4,t) =0, te T, AeOb(Ens,),

(2iv) Homg,y,(4, A') = Homy,, (4, A'), A, A’c Ob(Ens,).

En plus, 'application ¢«>g(t) détermine de fagon inmédiate un pro-
jecteur strict v(g): Ens(g) — Ens(p).

Ceci étant, un v(g)-Crible local en B € (Ens(g))° n’est autre qu’une «strue-
ture relationnelle » de support B et de type ¢o: T —N, dans le sens de [11).
En plus, un morphisme de v(g)-Cribles locaux (I1.2.2) correspond biunivo-
quement aux homomorphismes des structures relationnelles associées. En
particulier, ce qui précéde se spécialise facilement aux algébres universelles
et 4 leurs homomorphismes.

Cet exemple sgera repris au chapitre III, pour illustrer 'arithmétique
des v-Cribles.

(IL.2.4) Dans la situation de (I1.2.0), une v-Topologie t est la donnée, pour
tout X € Ob(?U), d’une classe #(X) de v-Cribles locaux en X, appelés Cribles
t-couvrants, soumis aux axiomes (¢1), (£2) et (£3) de (I1.1.1), oi1 'on remplace
U, per U. On appellera v-Site le couple (0¥(v), t).

(I1.2.5) ProposITION. Soient R, B’ deuw v-Cribles locaux de support, respecti-
vement, X et Y. Soit fe Homqy(Y, X) tel que f< R, alors

(1) sz v
(2) si RcR', alors R;:R’;,
8) B;=(RnRY;.

Dans tous les cas, 1'égalité des catégories est triviale. (2) est conséquence
de (1). D’aprés (IL.2.2), (1) est conséquence des définitions. Pour avoir

Bc (B By, soit te B2, ¥), done fote B'(Z, X) (I1.2.2.3). Par choix
de f, on a aussi fot EE(Z, X), done teﬁ}(z, Y), et finalement ¢ € By(Z, ¥) N
NR}Z, Y)= (RN R");(Z,Y) (IL.2.2). L'inclusion inverse suit de la méme
facon. QE.D.



64 MARCO FONTANA -« GUERINO MAZZOLA

(IL.2.6) PROPOSITION. Soit t une v-Topologie. Soient R, R' deux v-Cribles
locaux en X.

(@) 8i RcR' et Re ¢(X), alors R'e t(X),

() si R, R'e t(X), alors RN R'e ¢(X).

(a) découle du fait que B;= R';=h;, pour tout f: ¥ —X tel que
j <R, compte tenu de (£2) et (£3). (b): par (IL2.5 (3)), (RN R';;=R";, si
i< R. D’autre part, R’ e t(X) implique R} € t(Y) par (1), et on conclut

BRn R et(X) par (22).

(IL.2.7) COROLLAIRE. L’axiome (12) est équivalent & la conjonction des deux
axiomes SULVANLS:

(t21) (2) vaut pour R'cR;
(t2ii) si Ret(X) et RcR', alors R'e t(X).

11 suffit de voir que (t21i) et (#21ii) impliquent (£2). Supposons donnés
R’y R deux v-Cribles locaux en X et Re ¢(X). Si R;e ¢(¥), pour tout
f<R, alors (RN R');= R'; et (221), appliqué & R N R’ c R, nous assure que
RN R e t(X), done par (£2ii), R'e ¢(X).

(I1.2.8) Topologies engendrées par des familles de morphismes. Fixons un
projecteur v: C— C. Boient ¢, et ¢, deux v-Topologies; on dit que &, est
plus fine que t,, en symboles & > t,, si, pour tout X eOb(‘fJ), la classe
t,(X) contient &,(X).

On appelle v-Topologie discréte, notée dis, (ou dis), la v-Topologie maxi-
male pour cet ordre, i.e. celle dont tous les »-Cribles locaux sont couvrants.
La v-Topologie minimale pour cet ordre est dite v-Topologie chaotique,
notée ch, (ou ch), i.e. celle ne contenant que les v-Cribles locaux pleins.

11 est évident que, pour toute classe (&), de v»-Topologies, il existe
soit la v-Topologie ifelzf(t'i) soit la v-Topologie sup(t,), relativement & « > ».

Or donnons iel

(j) pour tout XeOb(‘U), une classe d’indices I(X),

(jj) pour tout X € Ob(V), pour tout ¢ e I(X), pour tout ¥ € Ob(W),
un sous-ensemble S,(Y, X)c Homg(Y, X).

Alors, ces données permettent de construire une v-Topologie s: ¢’est la
plus petite telle que, pour tout X € Ob(V), pour tout i I(X), le v-Crible
local engendré par §; (I1.2.1.1 (2)) soit un v-Crible couvrant (en X) de s.
On dit que s est la v-Topologie engendrée par les donndes (j) et (jj).
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(IL3) Exemples de v-Sites.

(I1.3.1) Considérons le projecteur i: ‘1_)1;—»‘1_& (I.1.2 (b)). On a alors une
correspondance biunivoque entre les AU-sites de Grothendieck [SGA IV,
Exp. II, §1.1.5] et les &-Sites, (I1.1.1) et (I1.2.4), vu la Proposition (I1.3.8).

(I1.3.2) Soit k un corps et C= Sech/k la catégorie des k-schémas. Soit
v = SpecoH": X > Spec(H*(X, Ox)). Il est facile de voir que v est un pro-
jecteur strict [EGA I, (2.2.4), 1. 6d.]. U est done la catégorie des k-schémas
affines et U est la catégorie des k-schémas non-affines.

Les données (j) et (ij) de (I1.2.8) permettent de construire tous les v-Sites
quwon veut dans O(v) = (Sch/k\Sch.aff/k) Il Sch.aff/k. Remarquons que,
jusqu’iei, on aurait pu choisir un schéma de base quelconque, au lieu d’'un
corps. Par contre, cette hypothése interviendra dans ce qui suit.

Montrons qu’on peut construire un foncteur

T: Sch.aff/k — (Sch/k\Sch.aff]k)

ayant la propriété de la Proposition (1.1.5). Fixons pour cela une k-variété
P non affine, tel que HY(P, O,) =%, par exemple un espace projectif P, (k).
Posons T(Spec(4)) = Px,A. La formule de Kiinneth:

H(Px A, 0p,,) =@ (H(P, 9,) @, H(Spec(4), 4))

i+i=1

[EGA ITI, (6.7.8)] et le critere de Serre [EGA II, (5.2.1)] nous assurent que
T(Spec(4)) n’est pas affine et que H(Px, A4, 9,,,,) =~ A. Done, on a

(SpecoH®)o T ¢ s, appn -
(I1.3.2.1) COROLLAIRE. Le foncteur canonique
H: O(SpecoH®) > O~ (SpecoH®)  (I.1.4 (iii))

est de Yoneda.
Ceci est conséquence de ce qui précéde et de (I1.1.5).

(I1.3.2.2) REMARQUE. On sait [EGA I, (2.3.6)] que

X > Homsch(_y X) ISch.aff

est un foncteur pleinement fideéle. Le Corollaire (I1.3.2.1) fournit un résultat
« dual », dans le cas des k-schémas.
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(I1.4) Foncteurs et morphismes imaginés.

(11.4.0) Conservons les notations de (11.2.0). Dans ce paragraphe, on se pro-
pose d’étudier quelques notions utiles dans la suite, notamment celle de
« foncteur imaginé », liée & la notion de «foncteur pro-représentable » ([31,

ch. III, §5).
La partie centrale du présent numéro consiste en la démonstration de
Pexistence d'un projecteur strict de UW/H(X) (I.1.4 (iii)), noté imy:

(I1.4.1) Avec les notations de (I.1.4 (iii)), supposons H: O(v) > O0"(v) de
Yoneda. Fixons, pour un moment, X € Ob()). Soit Diagr(U/X) la caté-
gorie des diagrammes & valeurs dans U/X. Définissons un foncteur

(I1.4.1.1) coy: Diagr(V/X) > /H(X)
noté aussi co, si ancune confusion ne résulte, de la maniére suivante: si
D: D —>U/X est un objet de Diagr(V/X), on pose coy(D)=lim(HxoD),
ot Hy: U/X = 0/X -0~ [H(X) est déduit de facon évidente de H.

On notera aussi co(D) = D** — H(X). Egalement, si ¢: D —D’ est un

morphisme dans Diagr(U/X), on notera ° le H(X)-morphisme canonique
D — D'*°, déduit de ¢.

(I1.4.2) En conservant les notations de (IL.4.1), pour définir le foncteur
(11.4.2.1) D;: 0/H(X) — Diagr(U/X)

noté aussi D, considérons d’abord l’endofoncteur

(11.4.2.2) R;: U /HX) >0 /H(X)

noté aussi R, défini par

R;(l) = Im(l) c H(X)
si I: L H(X) est un objet de W/H(X). R(l) sera aussi noté R,, ou R,,
si possible. Il est évident que R est un projecteur strief.

Or, s0it iz: R <> H(X) un sous-foncteur du foncteur fondamental H(X).
Posons D(iz) égal au diagramme

{oeHomqy(V, X)|H(®) < iz (1.3.12).



ARITHMETIQUE FONCTORIELLE DES TOPOLOGIES DE GROTHENDIECK 67
Evidemment, si R’ <> R<> H(X), on a une inclusion
D(j): D(ig) > D(ig) .

Dans le cas général, si 1: L — H(X) est dans W/H(X), on pose

diagramme qu’on notera aussi D,, ou D,. 8i t:1—1 est un morphisme
dans U /H(X), on pose D(t) = D(R, <> R,).

(I1.4.3) Conservons les notations et hypotheses de (II.4.1) et (II.4.2). De
ce qui précéde, on déduit un endofoncteur de U/H(X):

(I1.4.3.1) imy = cojoDy: U /HX) ~W/H(X)

noté simplement im, si aucune confusion n’a lien. On posera I'™: L'™ - H(X)
a la place de imy(l: L — H(X)).

(I1.4.4) REMARQUE. Il est facile de vérifier que

RoimoR~R.

(I1.4.5) PROPOSITION. Conservons les notations de (11.4.3). L’endofoncteur
imy est un projecteur strict. Plus précisément,
(i) pour tout I: L - H(X), (I'™)™~1"™;
(ii) pour tout 1: L —H(X), il existe un seul H(X)-morphisme n,: | —I'™;
(iii) 7, définit une transformation naturelle 14, p %) —> imy ;

(iv) pour tout, 1,1 € Ob(W/H(X)), il existe au plus un morphisme
- (U')"™. Il existe si et seulement si R,cR,: )

(i) Soit k=1™: L'™->H(X). Montrons que k™ =% 11 suffit de
vérifier ’égalité R,= R,. Par définition de %, on a R, R,. Pour avoir
R, <> R,, soit ZeOb(W) et te R,(Z), alors

v(t)eDR,) (IL.2.1 ().

Soit 5;: Z —>(Z) le morphisme donné par hypothése sur v. Alors,
t = H(9(t)) 2(2) = D()on; est dans Ryim(Z), done k'™ =%.

(ii) Soit ZeOb(W), I: L > H(X) dans W/HX). Si teL(Z), on lui
associe, fonctoriellement en Z, un élément 7, 4(t) e L'™(Z) de la maniére
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suivante: c’est la classe de 7,: Z —#(Z) dans L'™(Z), ou ©(Z) est dans le
diagramme D(I'™) & travers le morphisme structural ¥(I,(t)): #(Z) — X, vu
que D(l) = D(I'™). La vérification de l'unicité de 7, est directe.
(iii) Soient I: L -~ H(X) et I': L' > H(X) deux objets de “(L/H(X) et
f: L > L' un H(X)-morphisme. Il s’agit de voir que, pour tout Z e Ob(W),
le diagramme
L(Z) 2> L'(Z)
ﬂL,z\L i'lt.',z

Lim(z) s [im(Z)
est commutatif. Mais cela est clair en utilisant les faits suivants:
fim — (Rf)im,
b(1(1)) = d(ls(/2(1)) pour tout te L(Z).
(iv) découle de (ii) et de ce que tout morphisme, 8’il existe, de '™
& (I')'™ provient de linclusion R;<>R,.. Q.E.D.

(IL5) Quelques propriétés des foncteurs D, R, co et im.

(ILI.5.0) Dans ce numéro, on donnera quelques résultats techniques néces-
saires pour la suite. On pourra les omettre en premiere lecture et 8’y reporter,
si nécessaire. Les notations sont toujours celles de (I.1.4 (iii)) et de (IL.4).

(I1.5.1) Soit »: H—>K un morphisme dans 0. Soit A(x) le diagramme
dans “0./K constitué des objets &: H(X,) —~K tels que Im(£,) c Im(x),
X, étant dans U (*).

On dira que:

1) » est un morphisme imaginé, si x = lg)nA(n),

2) un H(X)-objet L de W est imaginé, si le morphisme structural l'est,
X étant dans U,

3) un objet L de . est auto-imaginé, si le morphisme 1, est imaginé.

(I1.5.2) REMARQUE. Bi le foncteur H: O — O~ est de Yoneda (1.1.3), alors,
pour tout I dans 0,/H(X), on a

(IL.5.2.1) lim A(l) = .

(*) En ce qui concerne les morphismes des diagrammes gue nous construisons,
nous supposons, sauf indication eontraire, qu’ils sont tous les morphismes compatibles.
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En outre, sous la méme hypothése sur H, la Proposition (I1.4.5) peut
s'exprimer en disant que, pour tout I dans ‘U/H(X), I'™ est un H(X)-objet
imaginé.

(I1.3.5) Pour tout U-morphisme f: ¥ X, on a un foncteur de « change-
ment de base »:

(I1.5.3.1) W /H(f): W/ HX) >N HY)

défini par

W/H(H() = LX gz HY) > H(Y) ,

ol I: L~ H(X); W/H(f)()) sera aussi noté Ly —H(Y), ou lgg,.

(I1.5.4) Supposons que U admet les produits fibrés. Alors, pour tout
feHomqy(Y, X), on a un autre foncteur de « changement de base »:

(I1.5.4.1) Diagr(f): Diagr(?VU/X) — Diagr(V/Y).

En effet, si D est dans Diagr(‘U/X), on a un diagramme dans Diagr(VU/Y),
noté Dx ; Y, constitnédes g, x s ¥: ¥;x 3 ¥ - ¥, les 4,: ¥, — X étant dans D.
Le foncteur Diagr(f) est alors défini par Diagr(f)(D) = Dx ;Y.

En outre, si D et D’ sont dans Diagr(VU/X), on notera D x ;D' le dia-
gramme de Diagr(0/X) constitué des

?],IXXZ',, lekzp_>X7
les y, étant dans D, et les 2, étant dans D'.

(IL5.5) Si D est dans Diagr(U/Y) et si fe Homgq(Y, X), on notera par
foD le diagramme de Diagr(U/X) obtenu de D par composition avec le
foneteur

(IL5.5.1) fo—: V¥ >UV/X.

(11.5.6) Si fe Homgy(Y, X) et si Rc H(X), nous entendons par D(R, f) le
diagramme de Diagr(VU/X) constitué des 9,: Y2—X dans U/X tels qu’il
existe un diagramme commutatif:

Vi—o s X

hN

7
A
Y
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avec §; dans D(Ry;). On voit aussitot (IL5.5) que
(I1.5.6.1) D(R, ) = foD(Ry,) .

Si 8 est un autre sous-foncteur de H(X), nous désignerons par DR, 8)
le diagramme de Diagr(?0/X) «réunion » des D(R, f), pour f< §. Plus pré-
cisément, 72: Y, —~X est dans D(R, 8) 8l existe fe Homqy(Y, X), f< 8,
tel que 7, est dans D(R, f).

(I1.5.7) Plus généralement, si x: H - K et i: L — K sont deux morphismes
dans U, analoguement 3 (I1.5.4) et (IL.5.5), on peut définir un foncteur de
changement de base

(I1.5.7.1) — X xH : Diagr(U/K) — Diagr(0/H)
par A(u) — A(u) Xz H, et un foncteur composition
(I1.5.7.2) Ao —: Diagr(0/H) — Diagr(0 /K)

par A@)— loA(y).

Analoguement au diagramme DX 3D’ de (11.5.4), on peut construire le
diagramme A(x)x g A(4) dans Diagr(W/K).

Si ¢: H(X) — K est dans U/K, on notera A(x, @) le diagramme oA (o)
(#p étant le morphisme structural Hx (H(X) - H(X)).

(I1.5.8) PROPOSITION. Supposons que U admette les produits fibrés et que
le foncteur H: O — O~ soit de Yoneda (1.1.3). Soit f € Homqy(Y, X) et soient
R, 8 deux sous-foncteurs de H(X), alors:

(@) (D(R)X 1Y) == (D(R)* X pyzy H(Y) == (D(RX 3, H(Y)))*
(@) B™X g3y H(Y) 2 (RX gy 3, H(Y )™
®) (D(B)X 5 D(8))* = (D(R))** X nz) (D(8))** == (DB N 8));
(') B™X gz,8 == (RN 8™,

Si 1: L>HX) et I': L' > H(X) sont deux objeis de W/H(X), alors
(©) R(IX gz H(Y)) >~ R X g3 H(Y )
(@) R(x g3 !)=ROR,;
() (F™)mgiy 22 ()™

(f) r™x H(X) ™~ (I H(X) vy,

3
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(I1.5.9) REMARQUE. On notera que les affirmations (IL.5.8 (e)) et (11.5.8 (f))
disent que la fléche canonique

L™ X g HY) = L™ X gy (H(Y))™
est un isomorphisme, tenu compte de (IL.4.5 (iv)), sans que H(Y) soit né-
cessairement isomorphe & (H(Y))™ dans 0/H(X).

(I1.5.10) COROLLATRE. Sous les mémes hypothéses que (I1.5.8):

(1) si 4,4 sont deux objets imaginés dans ‘fL/H(X), il en est de méme
de iXH(i)j;

(2) st x: H—>K et i: LK sont deux W-morphismes, alors:

(2a) st » est imaginé, il en est de méme de Aox;

(2b) si Aox est imaginé et si A est un monomorphisme, alors x est imaginé;
(3) si @:l1—>1 est un morphisme dans ‘II/H(X), alors @™ est imagingé;

(4) les objets auto-imaginés avec les morphismes imaginés forment
. ~ oA
une sous-catégorie de U, notde U™,

(I1.5.11) Démonstration de la Proposition (IL.5.8).

(a) Du fait que le foncteur H' commute aux produits fibrés (I1.1.6)
et que les produits fibrés sont universels dans W, pour y:: Y2—X dans
D(R), on a

lim (H(Y1xxY)) =~ lim (H(Y:) X ngn H(Y)) (lin H(Y 1)) Xa H(Y) .

En outre, il est immédiat que D(R)x 3Y c D(RX g H(Y)). Si
Wu—Y est dans D(BX g H(Y)), alors w, = fow, est dans D(R), done
W, x ;Y est dans D(R)x ;Y. Cela nous permet de conclure que D(B)x 3 ¥
est cofinal dans D(RX g i H(Y)), @0l (a).

(a’) Découle trivialement de (a).
() Analoguement 3 la démonstration de (a), si ga: ¥2— X est dans

D(R) et si 4,: Zy— X est dans D(S), alors on a

1_121 (H(Y1X 324)) glil_n} (H(Y2) X ni H(Zy)) =

— \'
'3 A

Ap
lim ((lim H(Y2)) X g H(Zu)) 2= (lim H(Y3)) X mei(lim H(Zy) -
A |2
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En outre, en raisonnant comme ci-dessus, il est facile de voir que
D(R) x D(8) est cofinal dans D(RN 8);

(b') est trivial & partir de (b);
(¢) et (d) sont trés faciles & vérifier;
(e} découle de (¢) et (a');

(f) découle de (d) et (b').
(I1.5.12} Démonstration du Corollaire (11.5.10).

(1) Découle de (IL.5.2) et de (IL5.8 (f)).
(2) I est immédiat que AoA(x) = A(Aox). En outre,
lim Ao A(x) =2 Aolim A(x) .
— —>
En effet, si u: M —K =1im A(x), si v: N—L=1mloA(x) et si &:

H(Xa) — K est dans A(x), alors il existe un unique morphisme w: N — M dans
‘ﬁ)/l} qui commute le diagramme suivant

H(X,)
Séa'
Xo\
Vo M —-‘—‘u“—" K
~ v
N = 1,

Analoguement, il existe un unique morphisme w': M — N dans 0/K
qui commute le diagramme:

H(X,)

Uo

De ce qui précéde, on tire que M~ N.
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Pour démontrer (2a) et (2b), il suffit de regarder la suite d’isomorphismes:
lim A(Aox) = lim Ao A(») =~ Aolim A(x) .
—_— — —>
(3) Il est facile de vérifier que
l’imOA((pim) — D(Zlm) .
Done, en raisonnant comme ci-dessus, on a

l""gl}_r)lD(l"”) gl_lgll ""OA((p"”) ~ 1 'mOII_IgA((p"") .

Du fait que le morphisme I'™ 1™ est unique (IL.4.5(iv)), on conclut
que (pirn:h_l)n.A((pxm).

(4) est trivial & partir de (2a).

(I1.5.13) ProPOSITION. Sous les hypothéses de (I1.5.8), soient U: L — H(X)

et m: M—H(X) deux objets imaginés de W/H(X) et fe Homqy (Y, X),
() 8 f<l<m, alors Uy o2 Mgy -

(ii) 8 f<1, alors, pour tout m, on a
Uagy =2 (1X miy Mg -

(1) Du fait que Ry;cR,cR,,, on conclut par (IL.5.8 (b)) et (IL.5.9).
(ii) Vérification analogue & celle de (i).

(11.5.14) ProPOSITION, Sous les hypothéses de (I1.5.8), si R'c Rc H(X)
est une chaine d’inclusions dans ‘ﬂ;/H(X), alors

D(R',R) = D(R) (IL5.6).

Il est facile de s’assurer que D(R’, Ryc D(R). Si #1: Y2— X est dans
D(R'), du fait que R'c R, 4, est dans D(R). Alors, on voit aussitét que
U= 1y 0y est dans D(R', ya).

(I1.5.15) PROPOSITION. Supposons wvérifides les hypothéses de (I1.5.8), et
supposons en plus que w: U —V soit quasi-surjectif (i.e. pour tout objet X
de U, il existe un objet X' de W, tel que w(X') ~ X). Soit & = (@,: X, X),ey

une famille de O-morphismes. Notons par R;= (U Im H(a’ra)) > H(X) et
xcd
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par D(x) le diagramme dans Diagr(V|X) qui consiste des Z,, c€ A, les mor-
phismes de transition X, — X étant tous les U/X-morphismes de X, 4 Xg:
Alors on a

(i) lim D(x) >~ lim D(R;) ,
(ii) (D(x))*° = (Bz)'™ .
En effet, si ga: Y1—X est dans D(R,), considérons un objet ¥; de U
tel que w(Y;) = ¥a:
Soit #;: ¥; —~>w(Y;) =~ Y. Du fait que g est dans D(R,), il existe un
morphisme &, dans % et un C-morphisme f: ¥, — X, tels que

Mmooy
v, 5y, 5
PN
X,

commute. Donc ¥s X w(¥;) 282, X estle U/X-morphisme qui nous assure
que D(x) est cofinal dans D(R,).

(I1.5.16) PrOPOSITION. Sous les hypothéses de (11.5.8), soient »: H-—>K et
A1 L — K deux objets de U. Supposons de plus que K soit auto-imaginé et que,
pour tout ¢: H(X) - K, X dans U, on ait que Hy et L, sont imaginés dans
W/H(X); alors:
HxyL>K

est imaginé.

En effet, il est bien connu que (HX KL)ngqprH(X)L‘p, done, si on note
par o le morphisme structural Hx zL — K dans U,/K, alors on a:

%o X H(z) Ay == w;m = (D(a)q,))“’ .
Par P'universalité des produits fibrés, on a:

lim (D(w,))°x %Xkl .
eed(1g)

Le diagramme obtenu des diagrammes (I1.5.7) A(w, ¢) = poA(wy) en va-
riant ¢ dans A(1x), nous assure que w est imaginé dans ‘fL/K.

(IL.6) Topologies de Grothendieck-Yoneda.
(I1.6.0) Dans tout ce paragraphe, nous supposons donné un projecteur

v: C— C, tel que H(v): O(v) — 0" (v) soit de Yoneda. Les notations sont
toujours celles de (I.1.4 (iii)).
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~

(I1.6.1) Pour tout F € Ob(W), soit Wy la sous-catégorie pleine de O~, dont
les objets sont Ob(W) U {F}. Le SR F = (0", Homg(—,—)}lqy, sera ap-
pelé v-Criplein de F.

Pour tout X € Ob(<VU), on écrira X au lieu de (H(X))", et on dira que X
est le v-Criplein de X. On note que X est le « vieux » Crible by (I1.2.1.1 (3))
pensé dans 07, i.e. X|g >~ hi.

Si p: F—G est un 9.-morphisme, @: F @ sera le morphisme fort de
SR, associé naturellement 4 g.

Si e Homey(Y, X), on pose f & la place de (H(/)".

Par Cp(v) sera notée la catégorie des v-Cripleins, les morphismes étant
déduits des “W-morphismes.

Le foncteur

(I1.6.1.1) (=)~ : U —~Cp(v)

est par définition un isomorphisme. De ce foncteur on déduit de fagon
évidente

(11.6.1.2) (—)z: W/H(X) - Cp(v)jX

gui est un isomorphisme de catégories, pour tout X € Ob(V).

A travers le foneteur (I1.6.1.1) toutes les notations et définitions qu’on a
introduites dans ‘I'L, sont transportées dans Cp(v).

Par exemple, on a un endofoncteur de Cp(v)/X, noté encore im; Cp(v
est la sous-catégorie pleine de Cp(v), constituée des Cripleins imaginés (11.5.1).

Pour tout X € Ob(V), on a un diagramme commutatif de catégories et
foncteurs

)im

cb(v, HX)) -ij;% Cb(v, X)
(IL.6.1.3) N )
W/HX) —Cp)/X
(cf. (IL.2.2)).

(IL.6.2) REMARQUE. Les foncteurs (—)% (IL.2.2) et (—)y (I1.6.1) nesemblent
pas justifiés en ce moment, mais ils seront en effet indispensables, quand
on appliquera Parithmétique fonetorielle {dans le sens de [AF]) aux Topo-
logies de Grothendieck-Yoneda (cf. ch. III).

(11.6.3) Soit t une v-Topologie ed X € Ob(V). Notons par t™(X) la classe
{(B™)" > X|Re ¢(X)}

des v-Cripleing dans Cp(v)/X associés aux v-Cribles couvrants en X, dans
la Topologie ¢t
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(I1.6.4) THEORBME. Soit t une v-Topologie. Les classes t™(X), X € Ob(V),
vérifient les conditions suivantes:

(£™1) (Stabilité par changement de base). Si i: L — X est dans t™(X)
et si f: ¥ —X est un Cp(v)-morphisme, alors

a

: ;=L><2Y—>Y

hatl

est dans £™(7);

(£72) (Caractére local). Soitle ¢™(X) et soit (')~ : (L) — X un v-Criplein
imaginé tel que, pour tout f: ¥ — X dans Cp(v), X, YeOb(V), f<i, on ait
(l’)feti"‘(f’). Alors:

(" e t™X).

(t™3) Pour tout X € Ob(V), X e t'™(X).

(t™"1). Soit L=R™, alors on sait que I3 (Rx, hy)'™ (IL5.8 (a'))
et (I1.6.1.3). Par (tl1), Bx,;k; est dans &¥), ot la conclusion.

(£™2). Soit I'= (R')'™. Comme (I')" x 3¥= ((R"))" Xazh 7)™ (IL5.8) et
que (R'X gzHY))™= 8", ot S t(Y), on a R' X g3 H(Y) =8 (IL4.4) et
on peut coneclure par (t2).

(¢™3). Comme X|y= kg, on conclut par (&3). Q.E.D.

(I11.6.5) THEOREME. Awec les notations de (11.6.0) et (11.6.1), soit, pour tout
X eV, s(X) une classe de v-Cripleins dans Cp(v)|X vérifiant les conditions
(s1), (s2) et (s3) déduites de (£'™1), (£'™2) et (£™3) de (11.6.4) en remplagant
partout les £™(X) par s(X). Alors, il existe une unique v-Topologie t, telle que
t™(X) = s(X), pour tout X € Ob(V).

En effet, posons £(X)= {(R)"~ = h|l: L > X est dans s(X)}. Voyons
que les ¢(X) définissent une v-Topologie. Conservons les notations usuelles
(I1.1.1), (I1.2.4).

(21). (R)" X p3hy o (R X iy H(Y)) "2z (R(lgi))) ™. O, si [ est dans s(X),
on conclut par (sl).

(22) et (&3) s’ensuivent par un raisonnement analogue & partir de (s2)
et (s3). L’assertion d’unicité provient des formules (I1.4.5).

(I1.6.6) Dans les hypothéses générales de (I1.6.0), on dira que la donnée,
pour tout X, d'une classe s(X) dans Cp(v)/X, vérifiant (s1), (s2) et (s3) de
(11.6.5) définit une O~ (v)-Topologic s, ou une v-Topologic de Grothendieck-
Yoneda. Les éléments de s(X) sont appelés Cripleins s-cowvrants en X.
Le couple (07, s) sera appelé v-Siplein.
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(I1.6.7) COROLLAIRE. Il existe une correspondance biunivoque entre les O~ (v)-
Topologies et les v-Topologies.

(I1.6.8) PROPOSITION. Soit s une O~ (v)-Topologie et soient I, (I')~ deux Cri-
pleins imaginés de Cp)v)/X.

) 8 < @)~ alors
1) les(X) entraine (I')" € s(X);
(i) I, (1")~e s(X) implique [x 3(1')"e s(X).
(2) L’axiome (s2) équivaut a la conjonction des axiomes
(s2i) (s2) vaut pour (I')~ <I;
(s2ii) les(X) et [< ()~ impliquent (I')" € s(X).

Tenu compte de (11.6.1.3) et (I1.6.7), (1i) découle de (II.2.6 (@)) et de
(IL.4.5 (iv)). (1ii) découle de (IL.2.6 (b)) et de (IL5.8(f)); (2) s’ensuit de
(IL.2.7) et de (11.4.5 (iv)).

(IL.7) Morphismes couvrants,

(I1.7.0) En conservant les notations et les hypothéses générales de (I1.6.0),
fixons un »-Siplein (07, s).

(IL.7.1) Soit #: A -> K un morphisme dans Cp(v). On dit que % est cou-
vrant, si

(i) 1z est imaginé (I1.5.1),

(ii) pour tout Cp(v)-morphisme ¢: XK, #: Ax ;X - X est dans
s(X).

(11.7.1.1) LEMME. Si #: H->RK est couvrant, alors 1z est imaginé.

En effet, 1; étant imaginé et les limites inductives étant universelles
dans ‘fL, on conclut par la condition (ii), les éléments de s(X) étant eux-
mémes imaginés.

(IL1.7.1.2) REMARQUE. Dans l’exemple des Topologies de Grothendieck-
Verdier (I1.1.1), & partir du projecteur u: E»ll) (L.1.2 (b)) 1a condition
(IL.7.1 (i) est automatiquement vérifiée ([14], (10.2.1)) et on retrouve
— dans ce cas — la définition classique de « morphisme couvrant » ([SGA IV,
Exp. II, 5.2 (1)]).
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(I1.7.1.3) Avec les notations de (I1.7.1), % est dit bicouvrant s’il est couvrant
et si, en plus,

~

(iii) le morphisme canonique 2: (Ker(m,, 7,))" > HAx ;(ﬁ, associé aux
projections #;, #,: Hx2H — H, est couvrant.

(I1.7.2) PROPOSITION. Awec les notations et hypothéses de (11.7.0), on a:
(i) tout [es(X) est un morphisme bicouvrant,
(i) tout monomorphisme %: H —>If, qui est couvrant, est bicouvrant,
(iii) tout morphisme de W couvrant et imaginé est bicowvrant,

(iv) si Jos: B~ K L est couvrant, il en est de méme de ).

(i) est la conséquence de (s1), (IL.5.5 (b)) et (IL.6.7). (ii) est trivial.
(iii) s’ensuit de (I1.5.16), compte tenu de (I1.7.1.1). (iv) découle de (IL.6.8 (1i))
et de (IL.7.1 (ii)).

(I1.8) Faisceaux.

(IL.8.0) Conservons les notations et les hypothéses de (I1.7.0).

(IL.8.1) Un v-Criplein F est un s-Faisceau (vesp. un s-Préfaisceau séparé)
si, pour tout [: L - X e s(X), Iapplication canonique (IL.6.1)

t, F1: (X, F1-(L, F

est bijective (resp. injective).

(I1.8.2) THEOREME. Soit (0°,s) un v-Siplein et F un v-Criplein. Les
énoncés suivants sont équivalents:

(i) F est un s-Faisceau (resp. un s-Préfaisceau séparé);

(ii) pour tout morphisme %: H — K bicouvrant (resp. couvrant), Uappli-
cation déduite [#, F1: [K, F1—[H, F] est bijective (resp. injective).

(ii) implique trivialement (i), compte tenu de (IL7.2 (i)).
D’autre part, pour tout H(X,) - K € A(1;), le diagramme cartésien

A5k

.4
EX&X;:]?@ ﬂZvXA
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donne le diagramme commutatif
(A, F1-%5, [k, F]
Voo
[, F]1 =205 [X;, F)

et comme lim % #y = # par universalité des limites inductives, on déduit
(IL.6.1) lim [x,l,F] [%, F] ce qui entraine (ii) en vertu des hypothéses.

(I1.8.3) PROPOSITION. Dans la situation de (I1.8.0), soit F un v-Criplein.
Posons, pom’ tout X € Ob(D),
s3(X) = {l i—»X[leCp '"‘/X tq. pour tout f: ¥ —X dans DU,
ls: F1: (7, F1—[L;, F] est bijective (resp. injective)} .
Alors, les classes s;,(X) forment une O~ (v)-Topologie, notée sz; c'est la plus
fine O~ (v)-Topologie telle que F soit un Faisceau (resp. un Préfaisceau séparé).

En effet, (s1) et (s3) sont triviaux. Démontrons (s2i) et (s2ii). Pour
cela, soit §: 1’ —I un morphisme de Cripleins imaginés fibrés sur X. Con-
sidérons les deux implications suivantes:

(a) lesp(X) et (I');€s3(Y), pour tout f e Homqy(Y, X) tel que f<1,
impliquent ' s3(X).
() i'e s3(X) implique [e s3(X).

Pour les démontrer, considérons le diagramme commutatif

(£, P12, £, B
05 AN 18
[X, F]
On conclut si Pon démontre que [, F'] est bijectif (resp. injectif). Soit
4,: Z,—~X dans D(R,). Observons le diagramme commutatif:

a~

i'—a>ﬁ—>X

T

i'Xle

De (I1.5.16), on déduit que § = lim §,. Alors, sous nos hypothéses, les
morphismes [§,, F] sont bijectifs (resp injectifs) et il en est de méme done
pour [§, F1. Q.E.D.

(IL.8.4) COROLLAIRE. Soit F = (F,),., une famille de Cripleins. Alors il
existe une O™-Topologie sp canonique associée o F; c'est la plus fine, pour
laquelle tout F, est un Faisceau (resp. un Préfaisceau séparé).

Np—>

ZA
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(I1.8.5) COROLLAIRE. Pour tout X € Ob(U°), soit s(X) une classe de Cri-
pleins de Cp(v) vérifiant Paxiome (s1). Alors, un Criplein F est un Faisceau
(resp. un Préfaisceau séparé) pour la O~ (v)- Topologze engendré par les classes
s(X) si et seulement si, pour tout I: L X dans s(X),

[, F1: 1X, 1~ [L, ]
est bijectif (resp. injectif).

(I1.8.6) On appelle O~ (v)-Topologie canonigque la O~ (v)-Topologie, faisant
de chaque X un faisceau dans le sens de (I1.8.4). Notons la can(v), ou sim-
plement can.

(I1.8.7) PrOPOSITION. FEn conservant les notations précédentes, supposons
que dans U c O(v), les limites inductives et les produits fibrés existent. Alors,
un X-Criplein imaginé i: L X est couvrant pour la Topologie canonique
(I1.8.6) si et seulement si, pour tout fe Homqy(Y, X),

lim (D(R,) xzY)>=Y.
dana‘iy
Si lecan(R), alors [I;,2]: [¥,2]>[L;,2] est Dbijectif, pour tout
Z € Ob(V). Par suite,
== [Ly, H(Z)] = [H(Y), H(Z)]) =~ Homyy(Y, Z)

et le lemme de Yoneda dit que

lim (D(R) x 3Y) =Y
—_—
pour tout f: ¥ — X.
La réciproque est aussitot vue en faisant le méme raisonnement dans
la direction opposée, compte tenu de (I11.8.3).

(I1.8.8) COROLLAIRE. Dans la situation de (I1.8.7), si de plus les limites
inductives sont universelles dans <V, alors [ecan(X) si e seulement si
Lim D(R)

dans‘U

(I1.9) Préropologies.

(I1.9.0) Quant & la définition et les notations classiques de prétopologie,
nous renvoyons & [SGA IV, Exp. II, 1.3].
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(I1.9.1) Soit f: C—D un foncteur entre deux catégories C et D admet-
tant les produits fibrés.

(i} Pour toute prétopologie Q sur D, on a une C-prétopologie, notée
7*(Q), qui est par définition la plus petite prétopologie qui contient toutes
les familles (u,: X, — X),., telles que (f(%,)),c4 € Covg(f(X)).

(ii) Pour toute C-prétopologie P, soit f.(P) la plus petite D-prétopo-
logie contenant les familles (f(#,))gcsy (Ua)ees € Covp(X), X € Ob(C).

(I1.9.2) REMARQUES.

(a) Si f permute aux produits fibrés, alors f*(Q) est constitué des
familles (u,),c, telles que (f(u,))qcq € Covg(f(X)).

(b) Pour toute D-prétopologie Q, on a
Q) =Q.

(¢) Soit P une C-prétopologie, alors la C-prétopologie f*f,(P) est
appelée la C-prétopologie f-saturée de P.

(I1.9.3) Avec les notations et hypothéses de (I1.8.0), supposons donnée une

U-prétopologie P. Pour toute famille £ = (&,),.,, #,: X,— X, %€ Covp (X),

on considére le X-Criplein (R;)~ = ((( U Im(H(aaa)))""')* >X (IL5.15).
acd

Soit alors Covp(X) = {(R,)"|xeCov(X)}. On dira que les Covp(X) ainsi

définis forment une O ~(v)-Prétopologie, notée P, associée a la “U-prétopologie P.

(I1.9.4) PROPOSITION. Soit P une O~ (v)-Prétopologie, déduite dune V-
prétopologie P (11.9.3).

(a) Pour tout X €U, soit sp(f() la classe des X-Cripleins [ tels que
[> (R,)~ pour quelque (R~ € Covp(X). Alors, les sP(X) forment une O (v)-
Topologie; c'est la plus petite contenant les Covp(X’).

(b) Si w est quasi-surjectif (11.5.15), alors un Criplein F est un Fai-

sceau (resp. un Préfaisceau séparé) pour la O~ (v)-Topologie sp si et seule-
ment si, pour tout (2,),., € Covp(X), le diagramme

(X, F12 1%, 1 _'iz TIX,x3X;, F]
aed a,fed

est exact (resp. @ est injectif).

(@) (spl) est la conséquence directe de (PT 1) [SGA IV, Exp. II, 1.3].
(sp2): soit I'< et supposons que (R~ <l, &= (%,: X,~>X),ey. Si
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(L)~ —> X, est dans sp(X,), on a I > (R;)", o0 ¥ = (4, g)gep, € Covp(X,).
Alors, R 3 U Im(H(y,z) et done Ry >U Im(H(Z,07,,)) et, finale-

aed
ﬁmEBa

ment, [: E’—>Xesp( ) par (PT2) (loc. cit). (sp2ii) et (sp3) sont triviaux.

L' Hiz,)

(b) Soit (R;)~ dans sp(X), pour & = (#,: X, > X),.,: Considérons le
diagramme:

(X, 12 [(R:)", F] _g_liLn[Xu,F]cH[‘

a€Ad

H fxﬁaﬁ]-

a,fed

"H‘g

Vu (I1.5.15) et compte tenu de (IL.8.5), on trouve que @D est bijectif (resp.
injectif) si et seulement si [X, F'] est isomorphe & Ker(y, y) (resp. [X, F]—
TT[X., ] est injectif.) Q.E.D.
xeAd

(I1.9.5) LeMME. Conservons toujours les notations générales de (I1.8.0).
8i 1 est pleinement fidéle, si F € Ob(AL) et si X € Ob(W), on a un isomorphisme
fonctoriel en X et en F:

F(X) 3 [Homqy(—, X), F] 3 [H(9(X)), F] .
En effef, on a toujours une application canonique fonetorielle en X et ¥':
o: [H(v(X)), F] - F(X) .

D’autre part, si ¢: Homq,(—, X) - F est une transformation naturelle,
on a une application 7, définie par

t(g): H(b(X)) - Homay(b(—), (X)) 5 Homqy(—, X) &> F
qu’on vérifie étre Pinverse de o.

(I1.9.6) Avec les notations de (I.1.4 (iii)), soit W c O(v) et soit P une
‘U-prétopologie. On dira qu’un o-Criplein F est un Faisceau (resp. un
Préfaisceau séparé) pour P, si F 'est pour la O~ (v)-Topologie définie & partir
de w,(P) ((11.9.3) et (IL.9.4a)).

(I1.9.7) PROPOSITION. Dans la situation de (I1.9.6), soit F un wv-Criplein
et Q une V-prétopologie. Supposons que w soit pleinement fidéle, quasi-surjectif
et qu'il commute aux produits fibrés.

Alors, F est un Faiscean (resp. Préfaisceau séparé) pour la W-prétopologie
w*(Q) si et seulement si, pour toute famille (u,)ye 4 € Covuq)(X), le diagramme

X —>HFX) HFX XXXﬁ)
aed a,fed
est exact.
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En effet, on a toujours le diagramme commutatif canonique

F(X) ]_—_[F(Xa) HF(Xa X xXp)
acd ]« a,fed T
[(3x F]—>E[ )", F] —+a1;IA[” )™ X @y~ (8(Xp) ", F)

Mais, par (I1.9.5), les fleches verticales sont des isomorphismes.
D’autre part, wy w*(Q) = Q (IL.9.2 (b)); laffirmation découle alors de
(I1.9.4 (b)) et de (IL9.2 (a)).

(I1.9.8) EXEMPLES.

(i) Boit T un espace topologique et U = Ouv(Z) la catégorie des
ouverts de 7. Soit u: ‘1L—>‘1L le projecteur de (I.1.2 (b)).
Pour tout X e Ob(U ) posons Cov(X) = {(X,c X,.)|U X,=X}. Ces
clagses donnent une AU-prétopologie; c’est ici Pexemple qui donne la théorie
classique des faisceaux et des espaces topologiques.

(ii) Soit U la catégorie:
Cat} des X-schémas séparés, étales et de présentation finie;
ou
Cat} des X-schémas séparés et étales;
ou

Cat} des X-schémas étales
(resp. Catl, des X-schémas séparés, étales et de présentation finie).

Soit ie: ‘11>-—>‘1L le projecteur de (I.1.2 (b)). On obtient des U-prétopo-
logies bien connues en prenant, pour tout X e Op(l), Cov(X) constitué
par toutes les familles de -morphismes (X, & X),., qui sont finies et
surjectives (i.e. Uz X)) = X) (resp. surjectives) [1].

x€A
(iii) Reprenons Pexemple (I1.3.2) des k-schémas. Q) est alors la caté-
gorie des k-schémas affines.

Soit P(f) une propriété de morphismes dans Y, stables par changement
de base affine et telle que P(1;), pour tout X e Ob(V). Alors on a la préto-
pologie suivante déterminée par

Covp(X) = {(2,: X, > X)oes[P(&,) et UIm(i,) =X} .

aed
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(IL10) im-Topologies.

(I1.10.0) Conservons les notations de (I.1.4 (iii)) et de (IL.4.3). Dans cette
situation, étant donné un v-Siplein (0~ s), soit im3z: Cp(v)/X —Cp(v)/X
le projecteur strict défini dans (I1.4.3) (cf. aussi (11.4.5) et (IL.6. 1)). Notons
pour simplifier O(imyg) par O, Wflimys) par O;}, U(imys) par (‘);'3:
Si
i— %
\
N /!
N T

L!

est un triangle commutatif dans o’,i(, nous poserons

I —?> X (Fy G (X)
AN .
2\ o/? an lleu de (\A)\\ //(‘;,)

Aussi bien, nous noterons O 4 la place de (9%)°. Comme d’habitude, kg est
le symbole pour le img-Crible local plein en le@)g:

(I1.10.1) Avec les notations de (I1.10.0), soient [: L —>X et £: K -X
deux objets de 0% et m: M — X e Ob(0%). Définissons un sous-Crible [ x £
de kg par

Homgj(m, ) si R,cRNR,,

T
Py
=

] autrement .
Pour tout {: Lo—>2?f, on pose

(I1.10.1.1) dxs(i) = {Rch|R est un sous-Crible local en [ tel qu’il existe
un ke s(X) de fagon telle que Roixk} .

(11.10.2) TuEORBEME. Conservons les notations de (11.10.0) et (11.10.1). Pour
tout v-Siplein (07, 8) et pour tout X € Ob(V), les classes dys( i), {eob @X),
forment une ims-Topologie.

En effet, si ¢: 11 est un 63-morphisme, pour tout i*l@edxs(i), on a

(I1.10.2.1) (Ckyxpghy = (T )y > I/ % k

ce qui suffit pour démontrer (dysl). Pour (dxs2), soit i*l&cRch” et s01t
R’ kg tels que, pour tout §: I' 1, § <R, R"pedxs(l ). Prenons I =1Ix gk



ARITHMETIQUE FONCTORIELLE DES TOPOLOGIES DE GROTHENDIECK 85

et ¢ =m: ix jxfc»l la premiére projection. Vu que 7z < R, on sait qu’il
existe un fe s(X) tel que Roc(lx by )*f. Alors, on voit que
Ix(kxgficR .
En effet,

o >,

T‘—>,- fo) Py " Q
Fo[(Ix 3 k) % fi, Ix g k)] = % (Ex 3 (R, 1);

en outre, £x 3fes(X) (IL.6.8 (1ii)). Alors, le diagramme commutatif

R <>k
Pt

Ro <> b g%

termine la démonstration de (drzs2). Pour (dgs3), il suffit de vérifier que

(1I1.10.3) Le couple (O3 dxs) sera appelé le v-Site tangent au point X du
Siplein (07, s).

(I1.10.4) REMARQUE. (IL.9.2) permet de passer d'un Siplein quelconque
donné & la classe des Sites tangents aux points de U c ©. Dans un travail
ultérieur, on montrera comment passer d’un Site & un autre de maniére &
pouvoir définir la catégorie des Sites. Dans ce contexte, on verra que, 4 tout
morphisme f: ¥ — X, on peut associer un morphisme de Sites

df: (0%, dxs) > (03, dys).

CHAPITRE II1

ESQUISSE D'UNE ARITHMETIQUE DES TOPOLOGIES

(II1.0) Introduction au chapitre.

Conservons les notations de (IL.2) et (I1.6). Le fait que les v-topologies
et les O~ (v)-Topologies soient définies & P’aide de certains systémes rela-
tionnels, les v-Cribles et les v-Cripleins, suggére de maniére naturelle une
étude arithmétique, dans le sens de [AF], de ces Topologies.

Nous nous bornons ici, pour la simplicité, & une esquisse d’une théorie
qui sera reprise dans un travail ultérieur.
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(I11.1) Théorie additive.

(I11.1.0) Dans ce numéro, on se donne un projecteur v: C— C tel que la
catégorie U dans O(v) (notations de (I1.4 (iii))) admette un objet initial i.
C’est le cas, notamment, dans la situation (I1.10) des Topologies tangentes.

(II1.1.1) Soient R c by, Sc h; deux v-Cribles locaux en X, Y. Rappelons
que R et S sont des O%(»)-8R et a fortiori des O(v)-SR, contenant le O(v)-SR
cu)g - (%’ Q) . o . . .

Si le coproduit X [1,Y de X et Y existe dans U, on peut former la somme
R+W93 [AF, (3.2)]. Avec les notations de (loc. eit., (3.1) (¥)) R+W9S
est un (O(v))T— SR. Or, le foncteur canonique d’oubli (O(v))"— O(v) permet
de déduire de RS un v-Crible local en X1 Y (=X [1,Y) que nous
noterons B+ S par la suite.

\

(I1.1.1.1) ExeEmMpiLE. Nous nous bornons, ici, & un exemple pour illustrer
la théorie additive des v-Cribles. Reprenons la situation de exemple (I1.2.3)
des structures relationnelles de type T. Alors, on voit aussitét qu’ici, la
somme générale de »-Cribles locaux se particularise 4 la somme directe habi-
tuelle [11] de structures relationnelles.

(IT1.1.2) Ceci dit, soient s et t deux v-Topologies. Pour tout Z € Ob(V),
considérons la classe suivante de v-Cribles locaux en Z:

r(Z) = {R<>hy| il existe X,Y e Ob(V) et Ses(X) et Tet(¥) tels que
Z=XUY et R=S+1T}.

La v»-Topologie engendrée par les classes r(Z) sera appelée somme de s
et ¢l de t et sera notée s | t.

(II1.1.3) ProrosiTioN. Dans les hypotheéses de (111.1.0) et avec les notations
de (I11.1.2), soient r, s, t, u des v-Topologies. Alors:

i s+t=1t+ s;
@) r+(s+ 0 =(r+s+t;
(iii) s¢ r>1t, s>u, alors r -+ s>t -+ u;

(*) Si dans la catégorie U, les coproduits n’existent pas, en général, on formera
encore une catégorie ALL (notation de [AF, (3.1)]) en ajoutant & U les coproduits
qui existent, et le reste de la construction sera égal & ce quon a fait dans (loc. cit.).
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(iv) s+ t =sup(s + ch, t + ch)>sup(s, t);
(v) s+ dis = dis;

(vi) pour tout n=1, en notant ms=s-+..+s (n fois) on a:
(n+ 1)s =ns 4 ch = s -+ nch.

(i) découle immédiatement de [AF, (3.3)] et des axiomes des v-Topologies.
(ii) s’ensuit de ce que, pour tous v-Cribles R,S,T locaux en X, 7Y, Z,
ol on suppose exister X11Y, Y114, XY Z, on a R4+ S +7T)=
(R+8) + T [AF, (3.4)]. (iii) est immédiat. (v) découle de (iv). (vi): La pre-
miére égalité est un cas particulier de (iv); la seconde suit de (iv) par récur-
rence sur n==1. Reste & démontrer (iv): s+ t>>sup(s, £) est la consé-
quence de Dlexistence de I’objet initial i e U, vu la définition de somme
(II1.1.2). En outre, s+ t>-sup(s + ch, t + ch) s’ensuit de (iil) et de (i).
D’autre part, soit R <>hy dans r(Z) (I11.1.2), i.e. R =8 4+ T pour Ses(X)
et Tet(Y) et pour une décomposition Z=XIIY. Alors, S+ 7T =
=+ k)N (hyx+T), ot S+hyes+ch(Z) et hy+ Tech+ ¢(Z). Mais
les r(Z) engendrent s+ t par définition, donc on a s t< sup(s -+ ch,
ch + t) = sup(s + ch, t 4 ch). Q.ED.

(II1.1.4) De ce qui précede, on a par conséquent sur »-Top (cf. Introduction)
une structure de semigroupe abélien (v-Top, +), ordonné par >, dont dis
joue le role de I’élément «infini », en absorbant toutes les autres v-Topolo-
gies (II1.1.3 (v)). L’existence de cet élément ne permet done aucun homo-
morphisme non trivial de semigroupes (v-Top, +) — G, o G est un groupe.

Par (III.1.3 (iv)), la v-Topologie chaotique ch joue également un réle
important dans (v-Top, +): en effet, on connait ce semigroupe, si on con-
nait les sommes s+ ch. Des autres propriétés « étranges » de ch seront
données par la suite.

(IT1.1.5) A Daide des sommes finies, on peut définir des « sommes infinies ».

o n
Pour toute suite (s;),_, ,, de v-Topologies, soit > s, = sup >'s;. En par-
o =1 i=1
ticulier, si tout s;=s, on pose > s = cos. Ona alors les sorites suivants
i=1
(I11.1.6) ProOPOSITION. Dans les hypothéses générales de (I11.1.0) et (I11.1.2),
s0ient (8));.103 .1 (Li10s.., deux suites de v-Topologies, alors

m o [oe)
(i) pour tout m=1, ¥ s,+ > s,= s,
i=1 i=m+1 i=1

(ii) zo:osi—{— E t, = z(si+ t).
i=1 k=1 i .

=1

Cette proposition est un corollaire du lemme suivant.
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(ITI1.1.7) LEMME. (i) Soit (s;);_,,4 . une suite dans v-Top telle que 8,,,>> s;,
pour tout i=1, et soit r dans v-Top, alors

SI}p(r +s8)=r+ SIilp(si) .

(i) 8% (& )y_1.2,.. €8t une autre suite dans v-Top, satisfaisant & la méme
condition que (s,);_y.5 ., alors

sup(s.) + sup(t:) = sup(s; + &) -

(i): 11 est clair que r + s11_1p(si)> sgp(r + 8;) et l'autre majoration de-
scend de ce que (s1i1p(s,-)(Z)) = U s(Z), pour tout Z e On(V). (ii) est im-

i=1

médiat & partir de (i).

(I11.1.8) Notons par 11, la v-Topologie engendrée par les familles suivantes
de v-Cribles locaux en Z:

{Rchy| il existe X, .., X,eOb(V) tels que B=hy +hy +...+hg}.

(II1.1.9) PROPOSITION. Awec les hypothéses et notations de (111.1.8), (II1.1.0),
(II1.1.2), soit 1=n< o0, L mM= oo (¥), et sotent s, t dans v-Top, alors
(i) coch =11.,;
(ii) n(coch) = oo ch;
(iii) (n + 1) t = t + nech; en particulier co t =1+ [l
(iv) ns + mt =ms + nt=nms + t = s+ nmt =nm(s + t).

N

Supposons (i) démontré. Pour (iii), il reste & vérifier le cas n = oo
(TIL.1.3 (vi)); alors (IIL.1.3 (ii), (iv), (vi)) et (IIL.1.7 (i)} donnent les majo-
rations suivantes pour tout 1 <<p << co:

sup(pt + ch, oo ch) = sup(t + pch, coch) =

=sup(t+ (p—1)ch + ch, coch + ch) = t 4 coch< o t

(*) Comme d’habitude, on pose co+ n=mn-+ coes co et co:n==n-oco = oo, pour
tout 1< n < co.
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N

d’otr (ili), car sBp(sup(pt—{—ch, coch)) =ocot. (ii) est clair & partir de (iii).
Pour (iv), il suffit de voir que ms -+ nt= mns + ¢ (compte tenu de (iii)).
Supposons d’abord m < co. Alors, ms + nt = mns 4 t se démontre par
récurrence sur m.
Si m= o0, 00 a

oo 8 -} nt =sup (ms 4 nt) =sup(mns - t) =ocos -+ t,
co>m co>m

d’ol (iv).

Reste & démontrer V’assertion (i). Or, il résulte des définitions que
nch< 1, pour tout n< oo, d’ol cocch <Hl,. D’autre part, pour tout
Re,(X), X eOb(V), il existe un » tel que R € nch(X), par construction
de [1,; @04 ooch> I, ce qui termine la démonstration.

(II1.1.10) ExempLE. Soit T un espace topologique, Ouv(T) la catégorie
des ouverts de T et t la i-Topologie canonique (I1.9.8 (ii)) sur O(i) = Ouv(T).
Il est alors facile de voir que nt= t, pour fout 1<n< co. Il résulte
donc de (IIT.1.9) que le semigroupe (t) (resp. () + (ch)) engendré par ¢
(resp. somme des semigroupes engendrés par t et ch) sont égaux, d’ou la
chaine

(ch) c (£) C (v-Top, +).

Dans cette situation, on a toujours &> coch, en outre

(II1.1.11) PROPOSITION. On a t = coch si et seulement si T est noethérien.
Considérons la s-Topologie 11° déduite de la (Ouv(T))’-prétopologie Py
donnée par

n
Covp (X) = {(X; > X);, .l U X, =X, 0=n < oo}, (I1.9.4 (a)) et (IL.6.7).
i=1

Il est facile de voir que [I°= I, (II1.1.8), et done (IIL.1.9 (i)
II® = oo ch. Ceci étant, soit T noethérien. D’aprés ce qu'on vient de voir,
il suffit de montrer que t<II*. Or, pour tout X e Ob(Ouv(7)"), pour
(X)ucqs qui recouvre X, alors (Xai)i=1,..',nE’CO,VPH(X) et le sous-foneteur de
Hom(—, X) qu'on lui associe est contenu dans celui associé & (X,), d’ou
t<I1".

Réciproquement, supposons t = coch =1[{®. On sait qu’il suffit de
montrer que chaque ouvert X de (Ouv(T))" est quasi-compact. Pour cela,
soit (X)) un recouvrement de X. Par définition de II® (11.9.4 (a)), on trouve
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un recouvrement fini (X;),_, , de X (élément de Covp (X)) tel que le sous-
foncteur de Hom(—, X) qu’on lui associe soit contenu dans celui associé
4 (X,). Mais alors, en évaluant les foncteurs aux arguments X;, on trouve
bien une sous-famille (X, ) . de (X)) recouvrant X, d’oti la proposition.

i=1,...,

(IT1.1.12) PROBLEMES OUVERTS. Il est elair que ¢h=s 4 t implique
s=t=ch (II1.1.3), donc une telle décomposition est impossible dans
tous les cas «raisonnables ».

Disons que s est irréductible si s=s, + s, est impossible. Or, soit
k
t= Z t, une décomposition en éléments irréductibles t,: Si t,<t;, on

i=1 k
peut remplacer cette somme par ch+ Y ¢ (IIL.1.3 (iv)), en supposant
=2
ch irréductible. Supposons done t,=...=t,=ch et les autres &, deux

4 deux incomparables. Sous quelles « bonnes » conditions, une telle décom-
position

k
t=1Ich+ >t

i=l+1
est-elle unique (& permutations prés)?

(111.2) Théorie multiplicative.

(II1.2.0) Dans ce numéro, on fixe un projecteur v: € — C, et on suppose
que C contienne un élément final e qui est laissé fixe par v, en d’autres mots,
avec les notations usuelles, on suppose que é € Ob(V) ¢ Ob(9(v)) est final
dans O(v) (ou dans UV, ce qui revient au méme). Notons qu’une telle situa-
tion intervient de facon naturelle dans la considération des Topologies
tangentes dys d'une Topologie quelconque s (11.10.3).

(I11.2.1) Soient Rchy, Schy deux v-Cribles locaux en X, Y; ce sont des
O(v)-SR qui contiennent le sous-O(v)-SR Uy (III1.1.1).

Si le produit Xx;Y existe, on peut former le produit R-U?S défini
dans [AF, (4.1)]. Avecles notations de (loe. ¢it.) (*) R- WG estun (O(v))n-SR.
Le foncteur canonique d’oubli (O(v))"— O(v) permet de déduire de R-A0g
un v-Crible local en Xx;Y (= XxY) que nous noterons E-S par la
suite.

(*) Si dans la catégorie AL, les produits n’existent pas en général, on formera
encore une catégorie WT ([AF, (4.1)]) en ajoutant & AU les produits qui existent, le
reste de la construction sera égal & ce qu’on a fait dans (loe. cit.).
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(I11.2.1.1) EXEMPLE. Reprenons la situation de (I1.2.3) et de (III.1.1.1).
Alors le produit direct de structures relationnelles de type 7T [11] n’est
autre que le produit des v(p)-Cribles locaux, en tenant compte de l’identi-
fication (I1.2.3).

(IIL.2.2) Supposons données deux »-Topologies s, t. Pour tout X € Ob(V Y
on considére la classe suivante de v-Cribles locaux en X:
r(Z) = {RBchy| il existe X, Y eOb(V) et Ses(X) et Tet(Y) tels
que Z=XxY et B=8-T}.
T’existence d’un objet final e dans U implique d’abord que r(Z) contient

s(Z) et t(Z). Nous noterons s-t la v-Topologie engendrée par les classes
r(Z), et nous appellerons produit de s et de t.

(IT1.2.3) LEMME. Avec les notations précédentes, on @
st =sup(s, t).

En effet, d’apres (II1.2.2), s-t est plus fin que sup(s, ). Pour Pautre
inclusion, soit Z — X xY et notons p: Z —X, ¢: Z — Y les projections. Si
Ses(X) et Tet(Y), on a

(Ru)™ O (Sgg)~=R-S.

Mais comme les v-Cribles de cette forme engendrent s- ¢, et qu’ils appartien-
nent évidemment & sup(s, £), le lemme est démontré.

(I11.2.4) COROLLATRE. Dans les hypothéses générales de (1I1.2.0), sotent
r, s, t,u des v-Topologies.

(i) s-s=s;
(ii) s t=t's;
(iii) r-(s-t) = (r-s)- t;
(iv) si r> ¢t et s> u, alors r-s> t-u;
(v) s-ch=s (i.e. ch est neutre pour la multiplication);

(vi) s-dis =dis (i.e. dis absorbe toute Topologie).

(IT1.2.5) REMARQUE. On peut parler du monotd multiplicatif, abélien,
ordonné (par >) des wv-Topologies.
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En général, les affirmations (IIL.2.4 (i), (v), (vi)) impliquent bien
que (v-Top, ') n’admet aucun homomorphisme non-trivial de monoids
(v-Top, *) -G, G étant un groupe. Toutefois, on a le résultat structural
suivant (valable pour tout monoid avec tous les éléments idempotents
[10, thm. 1]):

(I11.2.6) PROPOSITION. Le monoid multiplicatif v-Top défini dans (111.2.2)
a la propriété de raffinement: si P, X Py X...X Py et Q, XQ, X ... XQ, sont deux

décompositions directes du monotd (v-Top, ), il existe une famille (R, ;)<<
1<a<i

de monoids telle que P,~R, X..XE, e Q,~R, X..XR,,, pour tout
*x=1,.., ke A=1,..,1L

(I1X1.2.7) Pour terminer ce chapitre, donnons quelques résultats concernant
les structures additives (II1.1) et multiplicatives (II1.2) & la fois. Nous
ferons done sur le projecteur v: C— C les hypothéses soit de (I11.1.0)
soit de (II1.2.0), en gardant les notations respectives.

(II1.2.8) PROPOSITION. Awec les hypothéses et notations de (II1.2.7), soient
r,s, t des v-Topologies et 1 <n=< oo, 1= m= oo; alors

i) s+ t>s8t¢;
(ii) (m+1)s-(m+ 1)t =ns + mt;
(iii) (r + ) t=2r-2s-t<r-t+s-t;
(iv) retdst=(rt4+t)-(s-t+t);
(v) ns-mt=ms-nt, st m=n=1 ou si n,m>1;
(vi) 8t n,m>2, ns-mt=(n+m— 3)(s+ t).

(i) et (ii) sont immédiats & partir de (IIL.1.3 (iv)), (IIL1.9 (iii)), (ITL.2.3).
(iv) résulte de ce que s+ t = s + ch, si t<s (IIL1.3 (iv)) et de (IIL.2.3).
(v) et (vi) découlent aussitdt de (ii) et de (ITI.1.9 (iii)). (iii) résulte de (ii)
et de (IIL.2.3).

(II1.2.9) REMARQUE. En général, (r -+ s)-t est strictement moins fin que
r-t+ s-t. Pour le voir, il suffit de prendre r = s = ch, t = 2ch; en géné-
ral, 3ch+4ch.

De méme, (v) de (I11.2.8) est fauw, si w>1, m =1, car on aurait
2t = t-2ch = t pour tout > 2ch, en particulier pour ¢ = 2¢ch, on aurait
4ch = 2¢ch ce qui est absurde, en général. Donnons, en effet, un exemple
ol 3ch== 4ch. 1l suffit de prendre ’exemple (II1.1.10). Soit T noethérien.
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Alors coch=t. Si 3ch =4ch, alors 3ch =4ch = ... = nch, pour tout
n=3, donc ¢t =3ch. Mais cela est absurde. D’ailleurs, on aura dans
beaucoup de cas I'inégalité ch S 2ch. En effet, on trouve dans [AF] la
Proposition 8 qui donne un bon critére pour ladite inégalité. Les conditions (a)
4 (f) de loe. cit. sont notamment vérifies dans Pexemple (I1.3.2) (ot I'on
pensera les Cribles non dans O(v), mais dans Sch/k (qui contient O(v)!).
Nous laissons au lecteur les détails de ce fait.

Pervenuto in Redazione il 15 dicembre 1975.

RIASSUNTO

11 punto di partenza di questo lavoro & I'interpretazione delle topologie di Gro-
thendieck nel linguaggio dei sistemi relazionali (efr.[5]); ¢id permette uno studio
aritmetico di tali topologie. Attraverso nuove tecniche, qui introdotte, si ottengono
risultati non privi di interesse, tra i quali una caratterizzazione degli spazi topolo-
gici noetheriani, ed ulteriori strutture topologiche di tipo locale (siti tangenti), per
le quali vengono dimostrate numerose proprietd. Vengono, infine, date alcune appli-
cazioni alla teoria degli schemi, utilizzando il funtore inviluppo affine.

SUMMARY

The starting point of this paper is the interpretation of Grothendieck’s topologies
in the language of relational systems (cfr.[5]); this permits an arithmetical study
of these topologies. By applying new techniques introdueed here, we have achieved
interesting results. These include a new characterization of Noetherian topological
spaces, and further topological structures of local type (tangent sites) for which we
have shown numerous properties. Finally, we have used the affine-envelope functor
to illustrate some applications to the theory of schemes.
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