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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 23(12), 4521-4533 (1995)

SUR UNE CLASSE D’ANNEAUX DE PRUFER
AVEC GROUPE DE CLASSES DE TORSION

MARCO FONTANA (¥ NICOLAE POPEsCU**)
Dipartimento di Matematica Institut de Mathématiques

Terza Universita degli Studi di Roma Académie de Roumanie
00146 Roma (Italia) 70700 Bucarest (Roumanie)

0. Introduction et rappels

Tous les anneaux considérés dans le présent papier sont commutatifs, unitaires
et intégres. Un suranneau d’'un anneau A est un anneau qui contient 4 comme
sous—anneau et qui est contenu dans le corps de fractions de 4.

Nous rappelons qu'un systéme localisant (ou systéme topologisant de
Gabriel) F d'un anneau A est une famille d'idéaux de A telle que:
(SL1)IeF, J idéalde A, ICTJ=>JeF;

(SL2YI e F, J idéalde 4, (J:ptA)E FpourtoutieI=JeF.

Tous les systémes localisants considérés dans ce papier ne sont pas banals,
c.—a-d. ils vérifient aussi la propriété suivante:

(SLO) (0)¢F et AeF.

(*) Travail effectué dans le cadre d’une NATO Collaborative Research Grant N. 900113,
(**) Travail effectué avec le support du Programme pour les Professeurs Visiteurs de la

Terza Universita degli Studi di Roma.
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Si K est le corps de fractions de 4 et F est un systéme localisant de A,
alors il n'est pas difficile de vérifier que

Ar={z€e K:(A:4zA)e F}

est un suranneau de A, dit anneau des fractions de A par rapport au systéme
localisant F . On voit, aussitot, que

Ar=U{(A:x I): € F}.

Une des motivations initiales pour ’étude de la notion de systeme local-
isant a été celle d’étendre les techniques de la localisation dans le contexte
de I'algébre non-~commutative. Successivement P.J. Cahen [C] s’est intéressé
a quelques questions intéressantes, concernant les systémes localisants, dans
le contexte des anneaux commutatifs.

Il est bien connu que, pour tout idéal premier P d’un anneau A,
Fp:={I:Iidéal de A tel que I € P}

est un systéme localisant de A et Ax, = Ap. Du fait que l'intersection d'une
famille de systémes localisants est encore un systéme localisant, alors & tout
sous—ensemble non vide ¥ de X := Spec(4) on peut associer un systéme
localisant

FY)y:=n{Fp:PeVt}.

Il est facile de voir que, si Y'! est la cloture de Y par générisations (c.—a-d.
Yi:={PeX:ilexiste Q € Y tel quel P C Q}), alors F(¥'}) = F(¥). Donc
la famille des sous~ensembles Z de X, stables par générisations, paramétrise
V'ensemble des systémes localisants de A du type F(Y'), appelés systémes
localisants premiers. Nous dirons qu'un systéme localisant F = F(Y) premier
est Y ~irrédondant, ou que Y est irrédondant pour la représentation F =

M{Fp:PeY},sipour tout PEY,ona N{Fp:PcY\{P}}DF.

Il est bien connu que, dans le cas d’un anneau noethérien A4, tout systéme
localisant F est premier et, précisément, F = F(Y) o Y := {P € Spec(A4) :
P ¢ F} ([NP, Corollary 2.2] ou [St, Ch. 6, Corollary 6.5]; cf. aussi le Lemme
1.1). Mais, méme dans le cas des anneaux de valuation, on peut donner des
exemples de systémes localisants qui ne sont pas premiers [FP, Exemple 1.5],
[BB, Exemple 3.1].

Dans le cas des anneaux commutatifs non noethériens, quelques conditions
de finitudes sur les systémes localisants ont été introduites, afin d'obtenir
d’intéressantes généralisations des résultats prouvés dans le cadre noethérien.

Un systéme localisant F est dit de type fini (respectivement, principal),
si, pour tout I € F, il existe un idéal J € F, tel que J C I et J est de type
fini (respectivement, principal).
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Les systémes localisants premiers ont été caractérisés dans [P2, Théoréme
1.1], [St, Ch. 6, Proposition 6.13] et [BO, Theorem 1.1} de la facon suivante:

THEOREME 0.1. Soit A un anneau intégre et F un systéme localisant de A.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i} F est un systéme localisant premier;

(i) Si I est un idéal de A et si I ¢ F, alors il existe un idéal premier P
de A, ICP,avec P ¢ F;

(iii) F est une intersection de systémes localisants de type fini;
(iv) F est une intersection de systémes localisants principaux. O

Dans le présent papier, nous nous proposons d’approfondir l'étude des
anneauz de Dedekind généralisés, c.—a—d. les anneaux de Priifer tels que tout
systeme localisant est de type fini (cf. [P3], [PP] et [FP]) et de donner quelques
caractérisations des anneaux de Priifer dont tout systeme localisant est prin-
cipal.

L'intérét pour cette classe d’anneaux de Priifer est 1ié & un probléme posé
par Gilmer-Ohm [GO] (cf. aussi [Pe}) sur la torsion du groupe des classes.
Nous rappelons que F. Richman [R] a prouvé qu'un anneau A est de Prifer
si et seulement si tout suranneau de A est A-plat. Du fait qu'un suran-
neau plat est obtenu par une intersection de localisations, E. Davis [D] a noté
qu’un anneau de Priifer est un QQR-anneau (c.—a-d. tout suranneau est une
intersection d’anneaux de fractions) et il a soulevé la question de la validité
de la réciproque. Gilmer et Heinzer [GH] ont donné un exemple d'un QQR-
anneau qui n'est pas un anneau de Prifer, bien que, dans le cas des anneaux
localement de dimension finie [D, Corollary 2] ou dans le cas des anneaux
intégralement clos [GH, Corollary 1.7], les notions de QQR-anneau et anneau
de Priifer coincident. De la caractérisation de Richman, il s’ensuit que tout
QR-anneau (c.—a-d. un anneau dont tous les suranneaux sont anneaux de
fractions {GO], [D]) est un anneau de Priifer.

Un anneau de Priifer n'est pas nécessairement un QR-anneau, car si A est
noethérien, alors A est un QR-anneau si et seulement si A est de Dedekind
et son groupe de classes est de torsion [D, Theorem 2], [GO, Corollary 2.6],
[Go, Corollary 1, p. 114]. Une caractérisation utile des QR~anneaux est la
suivante: un anneau est un QR-anneau si et seulement si tout idéal radical
d’un idéal de type fini est le radical d’un idéal principal [GO, Corollary 2.4]
et [Pe, Theorem 5]. Donc, tout anneau de Bézout est un QR-anneau.

Le probléme, posé dans [GO], si un QR-anneau doit avoir nécessairement
le groupe de classes (c.—a-d. le groupe quotient du groupe de idéaux frac-
tionnaires non zéro de type fini modulo le sous-groupe des idéaux principaux
non zéro) de torsion a été résolu par la négative par Heinzer [H, Section 1].
Comme conséquence d’'un des résultats principaux de ce papier nous obtien-
drons que, dans le cas des anneaux de Dedekind généralisés, un anneau est
un QR-anneau si et seulement si son groupe de classes est de torsion. Nous
verrons aussi que ces anneaux sont étroitement liés aux CP-anneauz (c.~a-d.
les anneaux tels que si un idéal I est contenu dans la réunion d'une famille
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d’idéaux premiers alors I est contenu dans un des idéaux de famille [RV], (S],
(P2], [PS)).

1. Anneaux dont tout systéme localisant est principal

Nous nous proposons, tout d’abord, d’approfondir la relation entre les deux
propriétés suivantes:

(a) tout systeme localisant d'un anneau A4 est de type fini;

{b) tout systéme localisant d'un anneau A est univoquement représentable
comme une intersection irrédondante du type suivant:

F=n{Fp:Ped} ou &:={MNA:MEe Max(4r)}.

Nous savons que, dans le cas d’un anneau de Priifer, les propriétés (a) et
(b) sont équivalentes entre elles et caractérisent les anneaux de Dedekind
généralisés [FP, Théoréme 2.7 (i) & (iv) & (v)].

Nous rappelons qu’'un systéme localisant F d’un anneau A est dit parfast
si IAr = Ar pour tout I € F.

LEMME 1.1. Soit F un systéme localisant non banal de type fini d’'un anneau
intégre A. Alors:

(a) Pour tout idéal I de A, I ¢ F, il existe un idéal Q@ D I tel que
Q ¢ F, lequel est maximal avec cette propriété. En outre, @ est un idéal
premier de A.

(b) Si Yr := {P € Spec(A) : P ¢ F et P est maximal avec cette
propriété} alors F = F(Yr) = {Fp: P € Yr} est Yr-irrédondante.

(c) F est un systéme localisant parfait si et seulement si Papplication
Yr — Max(Ar), P — PAyr est bijective (donc, dans cette situation, Yr
coincide avec ® = (M NA: M € Max(Ax)})

Démonstration.
(a) Si {I,: 4 € T} est une chaine d’idéaux de 4 tels que I, ¢ F, alors
I:=U{l,: vy € T} ¢ F {car autrement on pourrait trouver un idéal de

type fini J € F tel que J C I et donc J € I, pour un quelque v € T':
une contradiction). Donc, on peut appliquer le Lemme de Zorn 4 ’ensemble
T:={I:1idéalde A,] ¢ F} et on peut affirmer que cet ensemble possede
des éléments maximaux. Soit ¢ un élément maximal dans 7 et soient z,y € A
avec r ¢ Q ety ¢ Q. Alors Q+zA, Q + yA € F et donc on peut trouver
des idéaux de type fini I',J" € F avec I' CQ+zA et I" C Q+yA, dot
I'r" CQ +zyA. U s'ensuit que Q@+ zyA € F, donc zy ¢ Q.

(b) Si P ¢ F, alors il est clair que F C Fp. Donc il est évident que
FCn{Fp: PeYsr)=FYr).Si 1€ F(Ysr),alors I € P pour tout
P € Yr. Si, par 'absurde, I ¢ F, alors on peut trouver par (a), un idéal
Q € Yr avec 2 I. Il s’ensuit que I ¢ Fg: une contradiction. Enfin,
F =n{Fp:PeYr} estirrédondante, carsi P Yr et Y := Y£\{P} alors
PecF(Y), avec P ¢ Fz, d'olt Pg¢rF.

(c) Supposons, d’abord, que F soit parfait. Alors, pour tout Q €
Max(Ar), posons P := QN A. 1l est facile de voir que Q = PAx; car
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si, par I'absurde, ¢ € Q\PAy, alors zI C A pour un quelque I € F, d'ot
zI € @ N A = P: une contradiction. Du fait que F est parfait il découle que
P ¢ F et donc P€EYr.

Supposons, maintenant, que Yr — Max(Azx), P — PAF, soit bijective.
Soit I € F. Supposons par 'absurde que JAxr # Ar, donc IAr C Q avec
Q € Max(Ax). Par hypothése, @ = PAxr avec P € Yr. Nous pouvons
supposer que I est de type fini et, donc, I = (z;,22,...,2,)4, d'olt z; =
m¢
S pijaij avee 1 i <s, m; 21, pij €EP, aij € Ar. Si J € F est tel
=1
que a;;J € A pour tout couple i,j, alors IJ C P: une contradiction, car

IJerFr.m

COROLLAIRE 1.2. Soient F et F' deux systémes localisants de type fini d’un
anneau A. Alors, F = F' si et seulement si Yy =Yz . (O

Remarque 1.3. Dans le Lemme 1.1, I'hypothése que F soit de type fini est
essentielle. En effet, si (V, M) est un anneau de valuation tel que M =U{P ¢
Spec(V): P # M} et si F:= {M,V} alors F est un systéme localisant de
V qui n’est pas de type fini, Vxr =V et Yz = ¢ [FP, Exemple 1.3).

PROPOSITION 1.4. Soit A un anneau intégre et F un systéme localisant de
A. Les affirmations suivantes sont équivalentes:
(i) F est de type fini;
(ii) il existe un unique sous—espace quasi—-compact Y de Spec(A) tel que
F = F(Yr) est Yr—irrédondante;
, (1)11) il existe un sous-espace quasi-compact Y de Spec(A) tel que F =
F(Y).

Démonstration. (i) = (ii). Soit Y» comme dans le Lemme 1.1 (b), pour
conclure il suffit de prouver que Yz est un sous—espace quasi-compact de
Spec(A). Soit {Ix : A € A} une famille d'idéaux de A telle que Yr C
U{D(I,) : A € A}, ott D(J) := Spec(A\V(J) = {Q € Spec(4) : Q 2 J}
pour tout idéal J de A. Posons I := U{I» : A € A}. Du fait que
D(I) = U{D(I,) : A € A}, nous déduisons que I € Fp, pour tout P € Yr,
d'ott I € F. Par hypothese F est de type fini, donc il existe un idéal J de
type fini de A tel que J € F et J CI.Donc Yz € D(J) € D(I). Etant J
de type fini, il s’ensuit que
JCIyx +-+1, avec AM,...,As EA

d'ot Y € D(J) C D(In, + -+ 1,,) =U{D(I), : 1 £ ¢ < s} et, donc, Y
est quasi—compact.

(i1) = (ili) est triviale.

(iii) = (i) Supposons, par I'absurde, que I € F = F(Y) et que tout idéal
J C I, J € F ne soit pas de type fini. Alors D(I) = U{D(id):i € A} 2 Y.
De la quasi-compacité de Y, nous déduisons l'existence d’un sous-ensemble
fini {i1,i9,...,1s} C I tel que U{D(ix4) : 1 < k < s} 2 Y, d'olt une
contradiction, car J := 1 A+---+i,AC I et D(J)2Y,c~a-d JeN{Fp:
PeY}=F.

0
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Remarque 1.5. (a) La démonstration de 'implication (i) = (ii) montre aussi
que X5 := {P € Spec(4) : P ¢ F} est un sous—espace quasi-compact de
Spec(A), avec Yr C Xr et F(Xr) = F(Yr) = F. La preuve du Lemme
1.1 (c) montre aussi que, si F est un systéme localisant de type fini non
banal alors F est parfait si et seulement si Xr = {QNA:Q € Spec(4r)}.
Donc, il est possible de donner des exemples pour lequels Y et Xx sont
quasi~compacts avec Y C X5 et F = F(Yr) = F(X5).

(b) De [BO, Theorem 1.2}, il s’ensuit que les conditions (1), (i1) et (iil) de
la Proposition 1.4 sont équivalentes &

(iv) F est un systéme localisant tel que, pour toute chaine d’idéaux {Iy :
A€ A} dans A,si U{Ix: A€ A} € F alors il existe X € A tel que Ix € F.

LEMME 1.6. Soit F un systéme localisant de type fini d’un anneau intégre
A. Alors, I € F si et seulement si, pour tout P € Min(I), P € F.

Démonstration. Supposons que, pour tout P € Min(I), P € F et que, par
l'absurde, I ¢ F. Alors, en appliquant le Lemme 1.1 (a), on peut trouver
un idéal premier Q de A I C Q et @ ¢ F, donc un quelque idéal premier
minimal de I ne peut pas appartenir & F: une contradiction. O

LEMME 1.7. Soit A un anneau de Dedekind généralisé et soit {P;:1 < i < s}
une famille d’idéaux premiers de A, deux a deux comaximaux. Posons

F(Py,P,,...,P,):={I:1idéal de A el qu’il existe un idéal I, de A
avec I, CITet Min(I,) C{P;:1<i<s}}.

(a) F(Py, Ps,..., P,) est un systéme localisant;
(b) Si I, est un idéal de type fini tel que Min(I,) = {P; : 1 <1 < s},
alors
F(P,P,,...,P)y={I:1idéalde A et ID I pour

un quelquen > 1} .

Démonstration. (a) Pour tout idéal premier non zéro P d’un anneau de Dede-
kind généralisé, on sait que Py := [, 5; P" C P est un idéal premier, adjacent
a P.Soit Y :=Y(P,...,P): ={(Pr)o,...,(Ps)o; My:v €T}, ou {M,:
7 € T'} est 'ensemble de tous les idéaux maximaux de A, tels que M, 2 P;
pour tout 7. Soit F:=N{Fgo:Q €Y} ={I:Iidéalde A, I Z Q pour tout
QeY}.

Nous affirmons que F(P,...,P,) = F. Tout d’abord, il est facile de
voir que F(Py,..., P,) C F, et donc que P, P,,...,P, € F. Soit I € F.
Considérons I' := INP N---NP,, donc I' € F, d’ou il existe un idéal
de type fini I” € F avec [" C I' [FP, Théoreme 2.7 (i) « (iii)]. Nous
voulons démontrer que tout idéal premier minimal P" de I" appartient &
{Py,...,P,}.Si P" est comaximal avec P;, pour tout i, alors P" C M., pour
quelque v € I' et donc P" ¢ F: une contradiction. Du fait que P"” € F,
alors P" & (P;)o, pour tout 7, d’ot1 on déduit que P" = P; pour un quelque %
(1£i<s),donc Min(I") C {Py,...,P,}. Il s’ensuit que I' € F(P,...,P,),
d’ot I € F(Py,...,P,).



SUR UNE CLASSE D’ANNEAUX DE PRUFER 4527

(b) Posons F(I,):={I:I idéalde A et I 2 I? pour un quelque n > 1}.
Montrons, tout d’abord, que F(I,) est un systéme localisant.

Les conditions (SLO) et (SL1) sont trivialement vérifiées par F(I.). Pour
prouver (SL2), il suffit de montrer que, pour n > 1 fixé, si (J :4 zA) € F(I.)
pour tout z € I7, alors J € F(I,). Du fait que I, est de type fini, on peut
trouver un entier m > 1 tel que I™ C (J :4 2A) pour tout z € I, donc
InrrmcJ,don Je F(I,).

Il est facile de voir que, pour tout ¢ (1 <i < s), (F)o € F({.) et que,
pour tout v € ', M, ¢ F(I,), donc, compte tenu de (a),

F(L) S (MFpy:1<i<shN(N{Fu, :vel})=F =F(A,...,P,) .
Réciproquement, soit [ € F(Py,...,P,);si I ¢ F(I,), alors on peut trouver
un idéal premier @, I C @, avec Q ¢ F(I.) (Lemme 1.1 (a)). Du fait que
ICQ,alors Qe F(P,...,P,)=F et donc Q € (Pi)o, @ € M, pour tout
1,1 <1< s, et pour tout v € T. Il s’ensuit que Q 2 P;, pour quelque 1,
done @ D I.: une contradiction. En conclusion, F(I,) = F(P,...,P,). @

Remarque 1.8. (a) Pour tout idéal non zéro J d’un anneau intégre 4, on peut
considérer le systéme localisant
F(D(J1)) :==n{Fq:Q € D(J)},

ou D(J) := {Q € Spec(A): Q 2 J}. llest facile de voir que F(D(J))={I:1
idéal de A, J C rad(I)}. Si J = PLNP,N-- NP, est une intersection
irrédondante d’une famille finie {P; : 1 < 1 < s} d’idéaux premiers de A,
alors on peut vérifier que F(D(J)) = F(P,,P,,...,P,):={I:1 idéal de A
tel qu'il existe un idéal I, de A avec I, C I et Min(lL,) C {Pi, P2,...,P.}}.

Si J est un idéal de type fini de A, alors du fait que F(D(J))={I:J C
rad(I)} il s’ensuit que F(D(J)) = {I : I idéal of A tel que I 2 J" pour
un quelque n > 1}. Il est alors facile de voir que Ax(p(y) coincide avec le
transformé de Nagata T(J).

(b) Dans le cas d’'un anneau de Dedekind généralisé A, pour tout idéal
premier non zéro P de A, si I, est un idéal de type fini de A tel que
rad(l,) = P [FP, Théoréme 2.7 (i) < (vi)] alors on a F(P) = {I: I idéal de
A, rad(l) = P} ={I:I idéal de A, I 2 I} pour un quelque n > 1}.

Soit F un systéme localisant d'un anneau de Priifer A. Soit G(A) le

groupe des idéaux fractionnaires inversibles (= de type fini, non zero) de A.
Posons

G(F):={G € G(A) : il existe un idéal de type fini [ € F tel que IG € F}.

LEMME 1.9. Avec les notations introduites ci-dessus, si F est un systeme
localisant d’'un anneau de Priifer A, alors:

(a) G € G(F) & G =1J7?, avec I et J idéaux de type fini non zéro
dans F;
(b) G(F) est un sous-groupe de G(A).

Démonstration. Immédiate. [
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PRroPOSITION 1.10. Soit F un systéme localisant de type fini d’'un anneau
de Priifer A. Alors:

0— G(F) = G(A) 5 G(45) — 0
est une suite exacte (ot ¢(G) 1= GAr pour tout G € G(A4))).

Démonstration. Si H € G(Ax) alors H =z,Ax +---+2z,Ar avec z;,...,2,
dans le corps des fractions de A. Si G:= 234+ +z,4,alors G € G(A) et
GAx = H.Soit G € G(A), alors GAr = Ay si et seulement si G € G(F). En
effet, si GAr = Ar alors G C Ar et donc (A : G) € F. Il s'ensuit qu’il existe
un idéal de type fini J € F tel que J C(A: G), donc I := GJ est un idéal de
type finide A et G =1J7!. De plus IAr = ¢(I) = ¢(GJ) = ¢(G)p(J) =
GArJAr = JAr et JAr = Ar,car J € F done (A: J) C Ar, d'ou
1€ A=J(A:J)C JAr. Du fait que JAr = Ar il s’ensuit que I € F [FP,
Lemme 1.1].

Réciproquement, si G € G(F) alors G = IJ~! avec I,J € F de type fini
non zéro, donc GJ =1 et TAr = o(I) = (GJ) = o(G)p(J) = GArJAx.
Du fait que I, J € F sont inversibles alors JAr = JAr = Ar,donc GAr =
Ar.

a

LEMME 1.11. Soit A un anneau de Dedekind généralisé qu n’est pas un corps.
(a) Tout idéal maximal de A est de type fini;
(b) si Gy := G1{A) dénote le sous—groupe libre de G(A) engendré par les
idéaux maximaux de A, st Y := Y1(4) :== {Py := NM" : M € Max(A)} et
si Fy:= F(Y;) alors G, = G(Fy).

Démonstration.

(a) Pour tout M € Spec(A), on sait qu'il existe un idéal de type fini
J de A tel que rad(J) = M [FP, Théoréme 2.7 (i) & (vi)]. Si, de plus,
M est maximal alors JAy = M®Ap, pour un quelque e > 1. Du fait que
J=n{JAym : M € Max(A)} = M Ay N{(N{Ap : M' € Max(A), M' #
M})=M®Apy N A= M, alors M*¢ est inversible, donc M est inversible (=
de type fini) dans A.

(b) Si G € G(Fy), alors G = IJ7! avec I et J idéaux de type fini non
zéro de F;. Considérons un idéal I de type finide F,, I # A, alors I € P,
pour tout Py € Y7, donc Min(I) = {Mi,...,M,} avec M; € Max(A) pour
tout ¢, 1 <7 < s {FP, Théoréme 2.7 (i) & (viii)].

Donc,

I=0{IAym: M€ Max(A)} = (N{IAp, : 1 <i < s}HN
N(N{Am : M € Max(A),M # M;;1<i<s})=
=N{MFAp :1<i<s}NA=n{M{:1<i<s}=
= MM . M
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oll, par la partie (a), nous avons posé TAy; = M Apm,, avec ¢, 21 (1 £
i < s). En conclusion, si G = IJ~! € G(F,) alors G = M*M{*... M} avec
M; € Max(A4), fyeZ et 1 <5<t

Réciproquement, soit G = M{*MJ*... M/* € G;(A) avec fieZ,1<i <
t. Pour tout M € Max(4), ona MAr, = Ar,,car M € Fy et M est de
type fini par la partie (a) (cf. aussi [FP, Théoréme 2.7 (i) & (ii)]. Il s’ensuit
que GAF, = Ar, et donc, par la Proposition 1.10, G € G(F;). @

THEOREME 1.12. Soit A un anneau de Priifer et soit K son corps de frac-
tions. Les affirmations suivantes sont équivalentes:

(i) tout systéme localisant de A est principal;

(ii) A est un anneau de Dedekind généralisé et un QR-anneau;

(iii) tout suranneau B de A est un anneau de Dedekind généralisé et un
QR-anneau;

(iv) A est un anneau de Priifer discret fort et tout idéal premier de A est
le radical d’un idéal principal de A;

(v) A est un anneau de Priifer discret fort et un CP-anneau;

vi) A est un anneau de Dedekind généralisé avec groupe des classes
C(A) = G(A)/K* de torsion.

Démonstration. (i) = (ii) En utilisant [FP, Théoréme 2.7 (iii) = (i)}, il suffit
de prouver que A est un QR-anneau. Soit B un suranneau de A et soit F
le systéme localisant de A tel que A = B [FP, Théoreme 2.7 (i) & (ii)).
Soit S:={z € A:zA4 € F} et soit F':=Fs:={I:1I idéal de A tel quel
INS # ¢}. Il est immédiat que F' est un systéme localisant de A et que
Agr = S~1A. Pour conclure il suffit de prouver que F' = F. En utilisant
le Lemme 1.1 et le Corollaire 1.2, il suffit de vérifier que Yr = Yr. Tout
d’abord, il est clair que F' C F. Soit P € Y. Si P est un idéal maximal
de A du fait que P ¢ F, donc P ¢ F', d'ot P € Yr . 51 P n’est pas
maximal dans A, alors il existe un idéal premier Q de A tel que P C @ et,
donc, Q € F. Par hypothése nous pouvons trouver z € A tel que z4 C Q
et zA€ F,donc z € S et 24 € F', dott Q € F'. Du fait que P ¢ F' il
s'ensuit que P € Y/, donc Yz C Y . Réciproquement, soit P € Yr . Il est
facile de voir que P ¢ F; car autrement il existerait = € 4 tel que zAC P
avec zA € F, d’olt une contradiction. Si P C Q avec @ ¢ F, alors Q ¢ F'
et donc P n'appartiendrait pas & Yz . En conclusion Yr = Yz .

(ii) & (iii) est une banale conséquence de [FP, Théoreme 2.7 (i) & (x)]
et du fait que la QR~propriété passe aux suranneaux.

(ii) = (iv). Soit P € Spec(A) et soit F(P) comme dans le Lemme 1.7
(cf. aussi Remarque 1.8 (b)). Par hypothése Ax(p) = As = Ay, pour une
quelque partie multiplicative S de A. En appliquant [F'P, Théoreme 2.7 (i) &
(i)}, on a F(P) = Fs, dou PNS # ¢.Si z € PNS alors ¢4 € Fs = F(P)
et donc rad(zA) = P (Remarque 1.8 (b)).

(iv) = (v) descend facilement de la définition de CP-anneau.

(v) = (iv) est une conséquence immédiate du fait qu'un CP-anneau est
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caractérisé par la proprieté que tout idéal premier est le radical d’un idéal
principal S, Theorem).

(iv) = (i). Sous la condition (iv), nous savons que A est un anneau de
Dedekind généralisé [FP, Théoréme 2.7 (vi) = (i)]. Soit F un systéme lo-
calisant de A et I € F. Alors, Min(J) est un ensemble fini, Min(I) =
{P1,Ps,..., Py} [FP, Théoréme 2.7 (i) = (viii)]. Soit F(P,P;,...,P,)
comme dans le Lemme 1.7. En appliquant le Lemme 1.6, il est facile de voir
que F(Py,...,P,) S F.Pourtout i (1 <7< s)soit z; € A tel que ;A€ F
et rad(z;A) = P; et soit z := 122 ...7,,donc Min(z4) = {P,P,,...,P,}.
Par le Lemme 1.7 (b), nous savons que F(Py,...,Ps) = {J : J idéal de A
et J 2 z"A pour un quelque n > 1}. Du fait que I € F(Py,...,P,), alors
z"A C I pour un quelque n > 1 et z"A € F (car z;4 € F pour tout 1).

(vi) = (i) est une conséquence immédiate de [FP, Théoréme 2.7 (i) &
(ii)].

(1) = (vi). De [FP, Théoréme 2.7 (ili) = (i)}, nous savons déja que A est
un anneau de Dedekind généralisé

16T Pas. Avec les notations du Lemme 1.11, si tout systéme localisant est
principal, alors G;/(G1 N K*) est un groupe de torsion.

Il suffit de montrer que, pour tout M € Max(A4), il existe n > 1 tel que
M?™ est principal. Soit F(M) le systéme localisant de A introduit dans le
Lemme 1.7, donc F(M) = {I : I idéal de A tel que rad(I) = M}. Par
Phypothese, il existe z € A tel que zA C M, A € F(M), donc Min(zA) =
{M}. De la démonstration du Lemme 1.11 (b), il s’ensuit qu'il existe n > 1
tel que zA = M"™, d’ou 'affirmation du 1°* Pas.

Dans un anneau de Dedekind généralisé A, pour tout ordinal «, nous
pouvons introduire I'ensemble des 1déauz premiers de A de coniveau a, Yy,
de la facon suivante:

- Y5 := Max(4);
- si ¥p # {(0)}, alors
Yy :={P,:=nNM": M € Yy }(cf. Lemme 1.11 (b));
autrement si Yy = {(0)} alors ¥; :=§;
~ si a n'est pas un ordinal inaccessible et si Y,_; n'est pas vide et Yo—; #

{(0)} alors
Yo:={Q:=NP*":PEY,};

autrement Y, :=0;
~ si « est un ordinal inaccessible, alors on pose

Weq = U{Yﬂ 18 < a},
et
Yy := {P € Spec(4): P € Spec(A)\W, et P maximal avec cette propriété}.

Pour tout ordinal a tel que Y, n’est pas vide, nous pouvons considérer le
systeme localisant Fy 1= F(Y,) = N{Fp : P € Y,} et le groupe G(F,).
Il est clair que, si B < & et Y, n’est pas vide, alors G(F3) G G(Fa).
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26MeP,s Si A est un anneau de Dedekind généralisé, alors, G(4) =

UaG(Fa)-

En effet, Spec(A) = UgYa, et I € F, si et seulement si pour tout P €
Min(I), P € F, (Lemme 1.6) c.~4-d. si et seulement si P € Y pour quelque
B < a.Donc,si I € G(A) alors il existe « tel que I € F,, donc IRr, = Rr,
[FP, Théoreme 2.7 (i) « (ii)], d'oit I € G(Fo).

3€MePgs. Si A est un anneau de Dedekind généralisé, alors pour tout a
tel que Yy41 n’est pas vide, le groupe quotient G(Fa41)/G(Fa) est un groupe
abélien libre isomorphe & G1{Ar,) .

Nous considérons le diagramme commutatif exact du type suivant:

0 0 0

! ! !

Pa

0 — G(Fo) —— G(Fatr) — G(F) ——0

| ! !

0 — G(Fa) —— G(4) G(Ar,) — 0

! ! !

0 —_— g(AT.,+1) g(A-rn-i-l) I 0

l l

0 0

lf’

|

ott F' est Punique systéme localisant de Ar, tel que (Ax,)r = Ar,,, (cf.
[FP, Théoreme 2.7 (i) & (x) ¢ (iii)] et Proposition 1.10) et oll ¢ est la
restriction de ’homomorphisme canonique ¢o & G(Fas1) (en effet, il est facile
de vérifiér que @a(G(Fas1)) = G(F') ). Nous savons que F' = N{Fq : Q =
MnNAx, on M € Max(4r,,,)} [FP, Théoréme 2.7 (i) & (x) & (iv)] et
donc F' = F(Yx) ot Y := {P € Spec(Ax,): P ¢ F' et P est maximal
avec cette propriété} = {P € Spec(A4r,): P n'est pas maximal et, pour tout
Q € Spec(Arx,) tel que P C Q, Q € Max(Ax,)} . Il est facile de vérifier que
Yr coincide avec Yi(Ax,) := {P:= NM": M € Max(Ax,)} et donc, parle
Lemme 1.11 (b), F' coincide avec le systeme localisant 7 de I'anneau Az,
(c—a- d. F' = F(Yi(Az.))) et donc G(Fas1)/9(Fa) = G(F') = Gi(4Ar.)

est un groupe libre.

46™M€Pgs Si A est un anneau de Dedekind généralisé alors, pour tout «
tel que Y, n’est pas vide,

G(Fa)/(G(Fa) N KT)

est un groupe de torsion.
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La démonstration peut étre faite par récurrence transfinie. En effet, par
le 1¢"Pas et le Lemme 1.11 (b), G(F;)/(G(F1) N K*) est un groupe de tor-
sion. Supposons par I’hypotése de récurrence que, pour tout 1 < 8 < @,
G(Fs)/(G(Fs) N K*) soit un groupe de torsion. Si F' est l'unique systéme
localisant de Ar, tel que (Ar,)r = Ax,,,, alors de la démonstration du

36MEPys on a la suite exacte:
!

OFs) _ _G(Faw) __ _GF)
CFINK Gk GFINE
Par le 17 Pas appliqué & G1(Ar,) = G(F') ona G(F')/(G(F)NK*) est de
torsion, d’oli on déduit que G(Fp+1)/(G(Fs+1) N K*) est aussi de torsion.

La conclusion est immédiate, car le groupe de classes de A coincide avec

UaG(Fa)/(G(Fa) N K7)

0— 0.

(28mepyy),
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