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0. INTRODUCTION ET RAPPELS

Tous les anneaux considérés dans le présent papier sont commutatifs,
unitaires, et intégres.

Un suranneau d’un anneau A est un anneau qui contient 4 comme
sous-anneau et qui est contenu dans le corps des fractions de A.

Nous rappelons qu’un systéme localisant (en bref, s.1.) ¥ d’un anneau A
est une famille d’idéaux de A telle que:

(SL1) le¥,Jidéalde A,Ic]J=Je 5,
(SL2) ITes, Jidéalde A,(J:,id) € Fpourtouti €l =J € 7.

Tous les systémes localisants considérés dans ce papier ne sont pas banals,
c.-a-d. ils vérifient aussi la propriété suivante:

(SLO) (0OHesF et AcS.
Si & est s.l., alors il est facile de voir que:
lLley=010egF (etdoncInNnJeF). (0.1)

Un systéme localisant  est dit de type fini si, pour tout / € &, il existe
un idéal de type fini I' € # tel que I' € 1.
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Si K est le corps de fractions de A4 et si & est un systéme localisant de
A, alors il n’est pas difficile de vérifier que:

Az ={xeK:(A:, xA) € ¥} (0.2)

est un suranneau de A, dit anneau des fractions de A par rapport au
systéme localisant .
On voit aussitot que:

Ag=U{(A: I): 1€ 5} (0.3)
si P est un idéal premier de A4 et

Fp={I:1idéalde A et I ¢ P} alors,
Fpestunsl.de Aet A, =Ap. (0.4)

Les systémes localisants, les topologies de Gabriel, et les théories de
torsion héréditaire sont des notions équivalentes et ont été étudiés a partir
des années 1960 pour étendre au cas des anneaux non commutatifs la
théorie de la localisation (cf. par exemple [B, Chap. 2, §2, Ex. 17-25]
et [StD.

Les anneaux de Priifer (c.-a-d. les anneaux tels que toute localisation
dans un idéal maximal est un anneau de valuation) généralisent les
anneaux de Dedekind en affaiblissant leur propriété suivante:

(pD) toute localisation dans un idéal maximal est un anneau de valua-
tion discréte de dimension 1.

Pour aborder de nombreux problémes dans la théorie multiplicative des
idéaux, les anneaux de Priifer constituent une classe trop vaste d’anneaux.
Pour cette raison, plusieurs classes particuliéres d’anneaux de Priifer ont
été étudiées.

Les anneaux presque-Dedekind ont été introduits par Gilmer et sont
précisément les anneaux intégres qui vérifient (pD) [G1].

Les anneaux de Priifer A qui vérifient la propriété suivante (satisfaite
par tout anneau de Dedekind; cf. Théoréme 2.7 (iil) = (i)):

(Dg) Pour tout suranneau B de A, il existe un unique systéme localisant
F de Atelque B=A,,
ont été étudiés par Popescu [P] sous le nom d’anneaux de Dedekind
généralisés.

Dans le présent papier, aprés avoir donné une caractérisation des
anneaux de Priifer par le moyen de la notion de systéme localisant, nous
développons d’avantage la théorie des anneaux de Dedekind généralisés.

Les résultats principaux consistent en de nouvelles caractérisations des
anneaux de Dedekind généralisés et en des théorémes de permanence de
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la propriété d’étre un anneau de Dedekind généralisé dans quelques cas
importants d’extensions du corps de fractions.

Nous étudions aussi le comportement des anneaux de Dedekind
généralisés dans les carrés cartésiens d’un type standard. Une telle étude
nous améne a construire plusieurs exemples d’anneaux de Dedekind
généralisés qui permettent de bien délimiter la portée des résultats
obtenus.

Les auteurs tiennent a remercier A. Facchini, 1. Papick, et le referee
pour les suggestions concernant quelques aspects du présent papier.

1. UNE CARACTERISATION DES ANNEAUX DE PRUFER

Dans ce paragraphe nous nous proposons de donner une caractérisation
des anneaux de Priifer par le moyen de la notion de systéme localisant.
Nous commengons par remarquer que les extensions plates d’anneaux
sont étroitement liées aux anneaux de fractions par rapport a des systémes
localisants particuliers:

LemMme 1.1. Soit B un suranneau plat d’un anneau intégre A et soit
F(B) = {I: I idéal de A, IB = B}. Alors
(a) F(B) est un systéme localisant de type fini de A et A g, = B.
(b) F(B) est le plus petit élément de F(B) :={F : F est un s.l. de A
et Az = B).

Démonstration. (a) Les conditions (SL0O) et (SL1) sont trivialement
vérifiées par #,(B). Par la platitude de B sur A, sous les hypotheses de
(SL2) nous avons:

B=(J:, iA)B=(JB:piB) =i""JBNB,pourtouti €l,i#0

donc iB C JB pour tout i € I, c.-a-d. IB ¢ JB. Du fait que IB =B, il
découle que JB = B. II est clair que #(B) est un systéme localisant de
type fini, car pour tout I € F(B) on peut trouver i, i,,...,i, €1 et
b, b,,...,b, € B de facon telle que:

Y i, =1, c-ad. (iyis...,i,)B =B, (1.1.1)

donc lidéal I, = (i, iy,...,i,)A C1et I, € F(B).
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Soit x un élément non zéro dans le corps de fractions K de A, alors:

X€Azp oB=(A:,xA)B=(B:3 xB) »x 'BNB=B e x€B.

(b) Si & € F(B) et I € F(B) alors IB = B, donc on peut trouver
fyyigse.si, €1 et by,b,,...,b, € B qui vérifient (1.1.1). De plus, pour
tout b€ B, (A :, bA) € & car B = A, (0.2), donc J = N{(A4 :, b, A):
l<i<nle S llestclairque J C I, carsi x €J alors x = L _ i (b, x)
€ I. De ce qui précéde on déduit que I € ¥ et donc F(B)C F. ¢

Remarque 1.2. (a) 1l est possible de préciser I'’énoncé du Lemme 1.1
de fagon telle d’avoir une caractérisation des suranneaux plats d’un
anneau donné: Soit B un suranneau d’un anneau A, alors B est A-plat si
et seulement si il existe un systéme localisant ¥ de A tel que A, =B
et que, pour tout / € &, IB=B. En effet, si b€ B=A,, ou F est
un systéme localisant du type précédent, alors (A :, bA4) € ¥ et donc
(A :, bA)B = B. La conclusion découle de [ A, Theorem 1].

(b) Si S est une partie multiplicative d’'un anneau A, alors du Lemme
1.1 on déduit que F(Ag) = {I:1 idéal de A4 tel que IAg = Ag} ={I:1
idéal de A4 tel que I N S # &} est un systéme localisant (de type fini) de
Aet Ay, =Ag (cf. aussi [St, Chap. IX, §1, Ex. 2]).

(c) De (0.1) il s’ensuit que les anneaux de fractions par rapport a un
systéme localisant sont des cas particuliers des transformés généralisés
introduits par Heinzer, Ohm, et Pendleton dans [H] et [HOP], mais
implicitement considérés par Krull {K] (voir aussi [AB]).

LemME 1.3.  Si A est un anneau intégre et intégralement clos et si F est
un systéeme localisant de A, alors A4 est intégralement clos.

Démonstration. Soit x un €lément non zéro dans le corps de fractions
de A tel que

x"+a,_ x" '+ - +ax+a,=0 aveca;€A4,,0<i<n-1.

Soit J, € & tel que a,J; A, 0 <i<n— 1, alors, pour tout j&€/J:=
[17-J; € (0.1), on a

()" + (a, 1))+ o+ (a7 ) (W) + agi" =0

avec akj"°" €A pourtout ) <k <n — 1, donc xj € A pour tout j € J,
c-a-d. xJCA,donc xeA,. g
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Nous rappelons la classification des systémes localisants d’un anneau de
valuation donnée par Brandal et Barbut:

LemmE 1.4 [BB, Theorem 3.3]. Soit V un anneau de valuation et P un
idéal premier de V. Posons

Fp = {I:1idéal de V tel que P C I},
Fp = {I:1idéal de V tel que P C I}
alors:

(@) Fp est un systeme localisant de Vet V; = Vp.

(b) F, est un systéme localisant de V si et seulement si (0) # P = P2,
dans cette situation Vg, = Vp.

(c) Pour tout systéeme localisant & de V, il existe soit un idéal premier P
de V tel que F = Fp soit un idéal premier idempotent non zéro Q de V tel
que F = F,. 8

ExempLE 1.5. Si (VV, M) est un anneau de valuation dont son idéal
maximal M # 0 est idempotent, alors .% = {V, M} est un systéme loca-
lisant (Lemme 1.4(b)), qui n’est pas de type fini (car M ne peut pas étre de
type fini). Notons aussi que &’ = {V/} est un systéme localisant de type fini
deVetlVy=Vs=V

Un anneau A est dit totalement localisant, en bref t.l.; (respectivement,
totalement localisant de type fini, en bref t.1.f.) si pour suranneau B de A4 il
existe un systéme localisant (respectivement, un systéme localisant de type
fini) & de Atel que B = A

LemMmE 1.6. Soit P un idéal premier d’un anneau A. Si A est t.l
(respectivement, t.1.f.) alors Ap est t.1. (respectivement, t.1.f.).

Démonstration. Soit B un suranneau de A,. Par hypothése il existe un
systéme localisant (respectivement, un systéme localisant de type fini) &
de A tel que B =A,. Soit &' = {J':J idéal de Ap, 3 I € F avec
J' 2 1A,). Le fait que F' est un systtme localisant de A, a déja été
observé dans {BB, Proposition 1.2]. Nous en donnons de méme une
preuve, car les techniques seront utiles par la suite. Les propriétés (SLO)
et (SL1) étant immédiates, nous vérifions la (SL2). Soient J' € &'
et L' un idéal de Ap tel quel (L' :,, j'Ap) € F' pour tout j'€J'. 1l
est facile de voir que J' =JA, pour un quelque J &€ ¥ et donc
('nA) :y jAY=(L :4, jAp) N A, pour tout j€J. Par hypothése
(L':y, jAp) 2L;Ap avec L; € &, doit (L' N A) :, jA4) 2 L; pour tout
jelJ, donc I'NnAe% par la propriété (SL2) de &. Mais L' D
(I N A)Ap donc L' € &. 11 est clair que si & est de type fini alors 7’
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est aussi de type fini. Pour terminer il suffit de montrer que (A,)g = B. Si
B € B alors il existe ] € ¥ tel que BI € A, donc B4, € A, par consé-
quent B € (Ap)g.

Réciproquement, si x € (A,), alors x/Ap C A, pour un quelque
I € #. Posons J = (A :, xA). Pour tout i € I, nous avons (J :, i4) =
(A :; xA) :, iA) = (A :, xiA). D’autre part xi =a/s avec a € 4 et
s €AN\P, donc (J :, iA) DsA. Du fait que s € A\ P on peut déduire
que s4 € F, C &. Par conséquent (J :, iA) € F pour tout i € € F,
donc J€ ¥, dot x €A, =B. 3

LeEMME 1.7. Un anneau local t.1.f. est un anneau de valuation.

Démonstration. Soit (V, M) un anneau de valuation qui domine un
anneau local t1f. (A4, M). Par hypothése, V' = 4, ou & est un systéme
localisant de type fini de A. Posons &' = {I': I’ idéal de V tel que
I' "4 € ). I est clair que &' vérifie (SLO) et (SL1). Soient I' € &' et
J' un idéal de V tel que (J' ;) xV') € &, pour tout x € I'. Il est clair que,
pourtout ielI'NAe 7, (J'NnA):,iA) =", iV)N A. Par consé-
quent (J'NA):,id)e F, pourtout i€ I'NA,donc J'NAEZF par
la propriété (SL2) de &, d'ou &' vérific aussi (SL2). On peut donc
affirmer que &’ est un systéme localisant de type fini, car & est de type
fini. Du Lemme 1.4(c), nous déduisons que ¥’ = %, pour un quelgue
idéal premier P de V. Posons p := P N A. Nous nous proposons de
montrer que ¥, C &. En effet, soit / € #, donc I ¢ p. Si a € I\ p, alors
aV ¢ P et donc aV D P. Soit I, =={v € V:3IF € ¥ tel que vF C I} et
soit [ = I; N A. Du fait que aV € ¥, nous déduisons que I/, € F' et
donc que [ € &, De la définition de I, il s’ensuit que, pour tout y € [,
(1 :, yA) € ¥ et donc, a cause de (SL2), I € &.

L’inclusion &, € & implique que A4 » &V =Ag. Du fait que nous
avons supposé que V' domine A, il s’ensuit que p = m et donc P = M. Par
conséquent &' = F,, = {V}, donc, pour tout I € &, IV = V. Mais alors
on a & = {A)}, car pour I C m il s’ensuit que IV € M. On peut alors
conclure que V=A,=A4. ¢

THEOREME 1.8.  Pour un anneau A donné, les affirmations suivantes sont
équivalentes:
(i) A est un anneau de Priifer.
(ii) A est intégralement clos totalement localisant.

(iii) A est totalement localisant de type fini.

Démonstration. 1l est bien connu qu’un anneau A est de Priifer si et
seulement si tout suranneau B de A est intégralement clos [D, Theorem
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1] ou, de fagon équivalente, si et seulement si tout suranneau B de A est
A-plat [R, Theorem 4] (cf. aussi [G3, Theorem 26.2 et p. 490-491)).

(i) = (ii) et (1) = (iii) découlent du Lemme 1.1(a).
(ii) = (i) est une conséquence du Lemme 1.3.

(iii) = (i) pour tout idéal premier P de A, 'anneau local A, est t.L.f.
(Lemme 1.6). La conclusion s’ensuit du Lemme 1.7. g

2. ANNEAUX DE DEDEKIND GENERALISES: CAS LOCAL
ET CAS GLOBAL

Si &' et &7 sont deux systéemes localisants distincts d’'un anneau
intégre A, alors il peut s’avérer que A, = A ,», méme si A est local et de
Priifer (¢f. Exemple 1.5).

Nous pouvons reformuler la définition en disant qu’un anneau de
Dedekind généralisé A4 est un anneau de Priifer tel que, si ' et .F” sont
deux systémes localisants distincts de A, alors A, # A ..

Nous nous proposons tout d’abord de mieux approfondir 1'étude des
anneaux de Dedekind généralisés dans le cas local. Nous rappelons qu’un
anneau de valuation discréte V' est un anneau de valuation dont tout idéal
premier branché (c.-a-d. qui posséde un idéal primaire non banal) n’est
pas idempotent ou, ce qui revient au méme, tout idéal primaire est une
puissance d’un idéal premier [G3, Theorem 17.3 (b) et p. 192]. Nous dirons
qu'un anneau est de valuation discréte forte si tout idéal premier non zéro
n’est pas idempotent.

LeMmME 2.1.

(a) Tout anneau de valuation discréte forte est un anneau de valuation
discreéte.

(b) Tout suranneau d’un anneau de valuation discréte (respectivement,
discréte forte) est encore un anneau de valuation discréte (respectivement,
discréte forte).

(c) L’idéal maximal d’un anneau de valuation discréte forte est princi-
pal.

Démonstration. Les affirmations (a) et (b) sont des conséquences faciles
des définitions.

(c) Soit M I'idéal maximal d’un anneau de valuation discréte forte V,

qui n’est pas un corps, et soit x € M\ M2, Pour tout m € M, si m & xV,

alors xV c mlV donc x = my pour un quelque y € M: une contradiction.

[ |
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Nous rappelons qu'un anneau A est dit SV-stable si pour tout idéal non
zéro I de A, I est inversible dans (I: ) [AHP].

THEOREME 2.2. Soit A un anneau local. Les affirmations suivantes sont
équivalentes:

(i) A est un anneau de Dedekind généralisé.

(ii) A est un anneau de valuation et, pour tout systéme localisant F
de A, il existe un (unique) idéal premier P de A tel que F = Fp.

(iii) A est un anneau de valuation discréte forte.

(iv) A est un anneau de valuation discreéte qui vérifie la condition de la
chaine ascendente sur les idéaux premiers.

(v) A est un anneau de valuation discréte dont Spec( A) est un espace
noethérien.

(vi) A est un anneau de valuation discréte dont tout idéal radical est le
radical d’un idéal principal.

(vil) A est un anneau de valuation discréte dont tout idéal premier est
le radical d’un idéal principal.

(viii) A est un anneau de valuation tel que, pour tout idéal premier P de
A, PAp est principal dans Ap.

(ix) A est un anneau intégralement clos et SV-stable.

(x) A est un anneau de valuation tel que, pour tout idéal I de A, il
existe un idéal premier P de A et un élément x dans K de facon telle que
I = xP.

Démonstration. L’équivalence (i) < (ii) est une conséquence facile du
fait que tout suranneau d’un anneau de valuation est une localisation dans
un idéal premier approprié.

(ii) < (iii) découle du Lemme 1.4.

(iii) < (iv). Soit P, cP,C --- € P, C --- une chaine ascendente
d’idéaux premiers de A qui n’est pas stationnaire, alors I'idéal P == U{P,:
n > 1} est un idéal premier idempotent [G3, Theorem 17.3 (¢) and (d)].

(iv) & (v) est une conséquence immédiate du fait que, dans un
anneau de valuation, les idéaux radicaux coincident avec les idéaux pre-
miers.

(v) < (vi). Il suffit de rappeler que, pour tout anneau A4, X = Spec(A)
est un espace noethérien si et seulement si tout sous-ensemble ouvert de
X est quasi-compact {B, Chap. II, §4 N. 2, Prop. 9], c.-a-d. si et seulement
si tout idéal radical de A est le radical d’'un idéal de type fini. L’équiva-
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lence découle alors du fait que, dans un anneau de valuation, tout idéal de
type fini est principal.

(vi) = (vii) est banale.

(vii) = (iii). Il suffit d’appliquer {G3, Theorem 17.3(e)}, car alors on
déduit que tout idéal premier non zéro de A4 ne peut pas étre idempotent.

(iii) => (viii). En effet, tout suranneau d’un anneau de valuation
discréte forte est encore un anneau de valuation discréte forte (Lemme
2.1(b)), donc en particulier PA, est principal dans A, pour tout idéal
premier P de A (Lemme 2.1(c)).

(viii) = (iii). Pour tout idéal premier non zéro P de 4, ona P =
PAp =xAp # x*Ap = P°Ap = P%, 00 x € Ap.

(x) = (viii). Soit P un idéal premier non zérode Aet p P, p # 0,
alors I'idéal 1 == pA, C PAp, = P C A est un idéal de A. Par conséquent,
il existe x € K et P’ € Spec(A4) tels que xI = xpA, = P'. Du fait que xp
ne peut pas étre un élément inversible dans A, il découle que xp € P et
donc P’ € P. Pour conclure que P’ = P, il suffit de remarquer que
Ap = (P P')=(xpAp:xpAp) = (Ap: Ap) = Ap (cf. [HP, Theorem 3.2;
AHP, Theorem 2.8]). On peut parvenir a la méme conclusion en remar-
quant que P'A, = xpAp et que, dans un anneau de valuation, le seul idéal
premier non zéro qui peut €tre principal est I'idéal maximal.

(viii) = (ix). Soit I un idéal non zéro de A. Si I est invertible alors /
est principal dans A et dong, a fortiori, il est principal dans (/:1). Si [
n’est pas inversible, alors P := "' est un idéal premier de A [FHP,
Proposition 2.1, Lemme 2.2), donc P = PA, = II"'4, = pA,, pour un
quelque p € P. Par conséquent, I(/~'p~')A, = Ap, donc I est inversible
dans Ap = ({: 1) [AHP, Theorem 2.8].

(ix) = (vii)). L’anneau A est local et intégralement clos, donc pour
montrer qu’il est de valuation il suffit de montrer que tout idéal non zéro
de type fini I est inversible dans A. La conclusion s’ensuit du fait que
(I:1)=A [B, Chap. VII, §1, Ex. 6(b)]. Si P est un idéal premier non
zéro de A alors (P: P) = A, [AHP, Theorem 2.8], donc P est principal
dans Ap.

(ix) = (x). Soit I un idéal non zéro de A. Supposons, d’abord, que /
soit inversible dans A, i.e., I = iA4 pour un quelque i € 4. Du fait que
M = aA pour un quelque a € A (car (ix) « (viii)) alors i~ !lal = M. Si [
n’est pas inversible, alors on sait que P := II™! est un idéal premier de A.
Il est clair alors que (/:1)=(I["':1I"") = (P: P) = A, [AHP, Theo-
rem 2.8; HP, Prop. 2.2] et donc I =1I({:1)=1A,. Par conséquent,
IA,=iA, et P=PA,=pA, pour quelque i€l et pe€ P, donc
pilI=P. g
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Remarque 2.3. 1l est possible de caractériser, dans la classe des an-
neaux intégres de valuation discréte, les anneaux de valuation discréte
forte en termes de relation d’ordre opposé a I'ordre naturel (d’inclusion
ensembliste) du spectre premier.

Précisément, si A4 est un annecau quelconque, nous dénotons par
Spec(A4) le spectre premier de A équipé par la topologie de “I'ordre
opposé” de Hochster, c.-a-d. la topologie qui a comme base pour les
fermés les ouverts quasi-compacts dans la topologie de Zariski de Spec(4).
I1 est bien connu que tout espace T, (e.g. Spec(4) équipé par la topologie
de Hochster ou celle de Zariski) détermine une relation d’ordre sur son
espace sous-jacent:

x < y:< y appartient a I’adhérence de x.

On sait que Spec(A4) est un espace spectral, car la topologie con-
structible (ou patch topology) associée a Spec(A)" coincide avec la
topologie constructible associée a Spec(A) équipé par la topologie de
Zariski; de plus, il n’est pas difficile de montrer que l'ordre induit sur
Spec(A) par la topologie de Hochster est exactement I'ordre opposé de
P'ordre induit sur Spec(A) par la topologie de Zariski [Ho, Propositions 7
et 8).

Nous rappelons qu’un espace discret d’Alexandroff est un espace
topologique T, tel que toute intersection d’ouverts est un ouvert et qu’un
anneau A est dit noethérien G morceaux ( piecewise Noetherian) si (a) toute
suite croissante d’idéaux premiers de A est stationnaire; (b) tout idéal de
A posséde seulement un nombre fini d'idéaux premiers minimaux; {c) pour
chaque idéal premier P de A toute suite croissante d’idéaux P-primaires
est stationnaire.

Si ¥V est un anneau de valuation alors il est possible de montrer que les
affirmations suivantes sont équivalentes:

(j) V est un anneau de valuation discréte forte;
(ij) Spec(V )" est bien ordonné;
(jii) Spec(V)* est un espace discret d’Alexandroff;
(jv) V est un anneau noethérien a morceaux.

Nous signalons aussi qu’une caractérisation des anneaux de valuation
discréte forte, en termes de modules pathologiques, a été donnée dans [Z].

Dans le cas local de dimension finie nous avons une description explicite
des anneaux de Dedekind généralisés. Nous commengons par un lemme.

LeMME 2.4. Soit (V', M') un anneau de valuation et soit u: V' — V'/
M’ =k’ la projection canonique sur son corps résiduel. Soit V" un autre
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anneau de valuation ayant comme corps de fractions le corps k'. Dans le
diagramme cartésien d’homomorphismes canoniques:

| 74 ==u"l(V”) —_ Vﬂ

Lo

1 __“_) k'

Panneau V est de valuation discréte (respectivement, discréte forte) si et
seulement si V' et V" sont anneaux de valuation discréte (respectivement,
discréte forte).

Démonstration. Soit P := M' 0V, alors il est facile de voir que P = M’,
V' = V)., V" est canoniquement isomorphe a V/ M’ et ' est un anneau
de valuation (cf. par exemple [F, Theorem 24]). De plus, si nous
considérons un idéal premier Q de V, alors deux cas sont possibles:

1°" Cas. Q < P. Dans cette situation Q est aussi un idéal premier de
V' et }/Q = V).

28me Cgs. Q D P. Alors, il existe un unique idéal premier Q" dans V"
telque u QN =QetV/Q=V"/(Q"

La conclusion est désormais immédiate. g

Dans la situation du Lemme 2.4, nous utiliserons aussi la notation de
produit fibré V' x,. V" a la place de V = u~'(V").

ProposITION 2.5. Soit V un anneau de valuation de dimension finie
n > 1, alors les affirmations suivantes sont équivalentes:

(i) V est un anneau de valuation discréte forte;
(ii) V est un anneau de valuation discréte;
Gi) V=V, % (V,_; % C- Wy, V)--)) o V; est un an-

!
neau de valuation discréte di dimension 1, k; est son corps résiduel (1 <i <

n) et le corps des fractions de V;_ | coincide avec k, (2 <i < n).

(iv) le groupe des valeurs de V est isomorphe, en tant que groupe
ordonné, au groupe 2" ordonné lexicographiquement.

Démonstration. Si n > 2 et si P est un idéal premier non zéro et non
maximal de V, alors V' est isomorphe a Vp X, py, V/ P. Le résultat est
alors une conséquence facile du Lemme 2.4, du Théoréme 2.2 ((iii) < (iv))
et de [B, Chap. VI, §4, N. 3 et §10, N. 2, Lemme 2]. g

Une caractérisation des anneaux de valuation discréte forte (non néces-
sairement de dimension finie) en termes de leur groupe de valeurs a été
donnée par Popescu [P, Proposition 2.4 et Proposition 1.3].
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Maintenant nous considérons le cas global. Nous dirons qu’un anneau
A est un anneau de Priifer discret (respectivement, discret fort) si, pour
tout P € Spec(A4), Ap est un anneau de valuation discréte (respective-
ment, discréte forte).

Il est facile de prouver que, si A est un anneau de Priifer, alors A4 est
un anneau de Priifer discret si et sculement si tout idéal primaire est une
puissance d’'un idéal premier [G3, Theorem 17.3(b) et p. 295].

LemMmE 2.6.  Soit A un anneau. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes:

(1) A est de Priifer discret fort;
(ii) A est un anneau de Priifer et tout idéal premier non zéro de A n’est
pas idempotent
(iii) A est un anneau de Priifer discret vérifiant la condition de la
chaine ascendente sur les idéaux premiers.

Démonstration. (i) < (i1) Pour tout idéal premier P = (0), il est clair
que P # P? si et seulement si, pour tout idéal premier Q D P, on a
PA, * PA,,.

(i) « (iii) est conséquence du Théoreme 2.2 ((iii) < (iv)). g

Il est clair que dans le cas d’un anneau de dimension finie la notion
d’anneau de Prifer discret fort coincide avec celle d’anneau de Priifer
discret (Proposition 2.5) et qu’un anneau presque-Dedekind est un anneau
de Priifer discret (fort) de dimension 1.

Dans ses études sur des classes d’anneaux de Prifer qui ont un com-

~

portement “proche” a celui des anneaux de Dedekind, Gilmer, a été
amené a introduire la condition suivante:

(#) Si 4, #A4,,avec A, Cc Max(A4), 1=<i <2, alors:
N{Ay: Me A} + N{A4,: Me 4,)

[G2; G1, p. 817]. Successivement, Popescu [P] a considéré une version plus
forte de la condition (#):

(#p) Si A, # A4,,avec A, C Spec(A),1 <i <2, et si tout couple
d’idéaux premiers distincts non zéro P, € 4,, P, € A, est
telque P, + P, = A,alors N {Ap: P € A4,} #+ N{Ap: P € A,}.

Nous dirons qu'un anncau vérifie la condition (##) (respectivement,
(##5)) sl tous ses suranneaux vérifient la condition (#) (respectivement,
(#p)).
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Nous sommes maintenant en condition de donner un théoréme de
caractérisation des anneaux de Dedekind généralisés:

THEOREME 2.7.  Soit A un anneau de Priifer. Les affirmations suivantes
sont équivalentes:

(i) A est un anneau de Dedekind généralisé.

(i1} Pour tout systéme localisant ¥ de Aona F = {I: I idéal de A tel
que A5 = Ag).

(iii) Tout systéme localisant de A est de type fini.

(iv) Tout systéme localisant F de A est uniquement représentable
comme une intersection irrédondante du type suivant:

F = N{Fp: P € D}
o @ est un ensemble d’idéaux premiers comaximaux dans A tels que
A: @ - Max(A,), P~ PA, est bijective.
(v) A est un anneau de Priifer discret fort et tout idéal radical de A

est le radical d’un idéal de type fini.

(vi) A est un anneau de Priifer discret fort et tout idéal premier de A
est le radical d’un idéal de type fini.

(vii) A est un anneau de Priifer discret fort et Spec(A) est un espace
noethérien.

(viii) A est un anneau de Priifer discret fort et, pour tout idéal non zéro
I de A, I’ensemble de tous les idéaux premiers minimaux de I, Min(I), est
fini.
(ix) A est un anneau de Priifer discret fort et, pour tout idéal principal
non zéro I de A, Min(1) est fini.

(x) Tout suranneau de A est un anneau de Dedekind généralisé.
(xi) A est un anneau de Priifer discret fort qui vérifie la propriété
(##5).

(xii) A est un anneau de Priifer discret fort qui vérifie la propriété
(##).

De plus, si A est un anneau de Priifer discret fort et si la représentation
A = N{A,: M € Max(A)} est localement finie (i.e. tout élément non nul
de A appartient a un nombre fini d’idéaux maximaux ), alors A est un anneau
de Dedekind généralisé.

Démonstration. (i) = (ii) = (iii)) sont des conséquences faciles du
Lemme 1.1.

(iii) = (1). Dans la situation du Lemme 1.1, il suffit de prouver que si
F est un systéme localisant de type fini dans F(B) et si / € F est un
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idéal de type fini alors /B = B. En effet, dans un anneau de Priifer tout
idéal de type fini est inversible, donc (A4 : 1) = A [G3, Theorem 22.1].

(i) = (iv). Soit @ := {M N A: M € Max(A;)}). Du fait que A4 est un
anneau de Priifer, il s’ensuit que A, est A-plat, donc les idéaux de @
sont premiers et comaximaux. En outre, pour tout P € @,

F=F(A,;)={I:1idéalde Atelquel I4, = A} C %,
[G3, Theorem 26.1], donc & € &' == N{Fp: P € P). L'égalité & =5’
découle du fait que A4 est un anneau de Dedekind généralisé, que ¥’ est

un systéme localisant de A (obtenu par intersection de systémes locali-
sants) et que

Ag = ﬂ(AyF: Ped}=n{A,: Pe P}

m{(A.7)M: Me Max(Ai)} =A;.
De plus, 'application A est bijective car

P=MnNnA€e®<=PA,=Mec Max(A,).

(iv) = (i) est une conséquence facile de [G3, Theorem 26.1; Exercise
2, p. 339; Exercise 4, p. 340].

(v) = (vi) < (vii) [OP, Proposition 2.1 and Corollary 2.4].
(i) < (vi) [P, Theorem 2.5].
(i) < (viii) < (ix) découlent de la démonstration de [PP, Theorem 3].

(1) = (x). Soit B un suranneau de A4 et soit & un systéme localisant
de B. En conséquence de (i) « (iii), il suffit de montrer que £ est de type
fini. Soit & = {I: ] idéal de A et IB € £}. 1l est clair que & vérifie (SLO)
et (SL1). Soient / € ¥ et J un idéal de A tel que (J :, i4) € &, alors par
la platitude de B sur A il découle que (J :, iA)B = (JB :3 iB) € ¥, pour
tout i € I, d’ou JB € £. Par conséquent, & est un systéme localisant de
A, donc F est de type fini ((i) « (iii)). En utilisant encore la platitude de
B sur A on déduit que ¥ est de type fini.

(x) = (i) est banale.

(i) = (xi) est une conséquence de (i) « (x) est de [P, Proposition 3.2].
(xi) = (xii) est banale.

(xii) = (ix) découle de [GH, Proposition 3 et Theorem 4].
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La derniére affirmation du théoréme découle de (i) « (ix) et du fait que
si, pour tout élément non zéro x € A 'ensemble des idéaux maximaux qui
contiennent xA est fini, alors nécessairement Min(xA4) est fini. g

Dans ’Exemple 4.2 nous verrons que cette derniére propriété est une
condition suffisante, mais non nécessaire, afin que Panneau A soit un
anneau de Dedekind généralisé.

Des résultats qui précédent on peut déduire facilement:

CoROLLAIRE 2.8. Les affirmations suivantes sont équivalentes:

(i) A est un anneau de Dedekind.

(ii) A est un anneau de Dedekind généralisé de dimension 1.
(iii) A est un anneau de Dedekind généralisé et presque-Dedekind.
(iv) A est un anneau presque-Dedekind qui vérifie (##).

(v) A est un anneau de Priifer discret fort de dimension 1 et, pour tout
idéal I de A, Min(1) est fini.

(vi) A est un anneau de Priifer discret fort de dimension 1 et, pour tout
idéal principal I de A, Min(1) est fini.

(vil) Tout suranneau de A est un anneau de Dedekind.

3. ANNEAUX DE DEDEKIND GENERALISES ET EXTENSIONS DE CORPS

Dans ce paragraphe nous étudierons le probléme de la permanence de
la propriété d’étre un anneau de Dedekind généralisé dans quelques cas
importants d’extensions du corps de fractions.

Nous commengons par rappeler le résultat suivant:

LemMmeE 3.1 [P, CoroLLARY 2.8). Soit A un anneau de Priifer discret fort
(respectivement, un anneau de Dedekind généralisé) avec corps de fractions
K et soit F une extension finie du corps K. Alors, la fermeture intégrale A de
A dans F est encore un anneau de Priifer discret fort (respectivement, un
anneau de Dedekind généralisé).

Armold et Gilmer [AG] ont développé une théorie qui permet de
déduire un résultat concernant la permanence de la propriété d’étre un
anneau de Priifer discret fort par passage a la fermeture intégrale dans
une extension algébrique de corps.

(%) Soit 4 un anneau, K son corps de fractions et soit L une
extension algébrique de K. Le corps L peut étre obtenu comme fa limite
inductive d’une famille {K: y € I'} d’extensions finies du corps K. Nous
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supposons que K € {K_: y € I'}. Soit /_1_7 (respectivement, A4) la ferme-
ture intégrale de A dans K. (respectivement, L).

Soit P un idéal premier non zéro non idempotent de A4 et soit {Py:
v € I'} une famille d’idéaux premiers tels que

(a) P, est un idéal premier de A_y et P, NA =P, pour tout y € I';
(b) si ‘Y’, 'Y” el et Ky' C K'y"’ alors P‘y" N A—‘y/ = P‘y';

dans cette situation a la famille {Pf yerl } est univoquement associée
une famille d’entiers {ey: yeTI'}ou P(AV)”y = Pf’(Ay)P;

ProrosiTioN 3.2.  Soit A un anneau de Priifer discret fort avec corps de
fractions K, soit L une extension algébrique de K et soit A la fermeture
intégrale de A dans L. Avec les notations introduites ci-dessus, alors A est un
anneau de Priifer discret fort si et seulement si, pour tout idéal premier non
zéro non idempotent P de A et pour toute famille {P,: y € I'} satisfaisante
(a) et (b), la famille d’entiers {e.: vy € I'} est bornée.

Démonstration. L’énoncé découle immédiatement de [AG, Theorem
35) n

Nous nous proposons maintenant d’étudier la permanence de la
propriété d’étre un anneau de Dedekind généralisé par passage a la
fermeture intégrale dans une extension algébrique.

THEOREME 3.3. Soit A un anneau de Dedekind généralisé avec corps de
fractions K et soit L une extension algébrique de K. Supposons que pour tout
idéal premier non zéro P de A il existe seulement une famille finie d’idéaux
maximaux de A qui contiennent P. Supposons en outre que dans le corps L
une famille {(V,,m,): A € A} d’anneaux de valuation soit donnée avec la
propriété que, pour tout A € A, il existe un idéal maximal M(A) de A tel que
V, domine Ay, Soit ACA) == N{V,: A € A}, alors A(A) est un anneau de
Dedekind généralisé si et seulement si, pour tout A € A, V, est un anneau de
valuation discréte forte et, pour tout M € Max(A), lensemble A(M) =
{A € A: V, domine A,,} est fini.

Démonstration. Avec les notations ( * ), posons par simplicité B = A(A)
et B,==BNK_ , pourtoutyel. _

Des hypotheses, on a que A C B et donc A, C B, pour tout y € I', par
conséquent B, est un anneau de Dedekind généralis¢ (Lemme 3.1 et
Théoréme 2.7 (i) = (x)).

Commengons par montrer que B est un anneau de Dedekind généralisé.

1¥* Pas. Pour tout idéal premier g € B, il existe un index A € A et
un idéal premier Q de V, tel que Q N B =gq.
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Soit M, = M, y=nm, N A_ Par hypothése, m, N A est un idéal maxi-
mal de A; du fait que 4 = A est une extension entiére il s’ensuit que M
est un ldeal maximal de A Son N, =N,,=m, N B, alors la propriété
de priiferianité de A7 (et By) nous assure que B, ﬂ{(B,/)NA: A E A} =

N{(A. )M A € A} [G3, Theorem 26.2}, car les 1deaux maximaux {N, =
M B A € A} sont tous les idéaux maximaux de B,.

Soit g un idéal premier dans B, alors q C M B, . pour un quelque
A €A, donc g = QN B, pour un quelque xdeal premxer Q de V,, car
(B,)y, = V4 N K, [G3, Theorem 19.16(b)].

2¢me Pgs. Supposons que A(M) soit fini, pour tout M € Max( A). Soit

N un idéal maximal de B, alors N = m, N B, pour un unique A € A. §j,
de plus, V, est un anneau de valuation discréte forte pour tout A € A,
alors B est un anneau de Prufer discret fort.

Soit P:== N N A et soient M, M,,..., M, les idéaux maximaux de A
qui contiennent P. Notons par Ap 'ensemble U{A(M,): 1 <i < r}.

Pour tout y € I', NN B, Cm,,N B, pour un quelque Aly) € A,
car nous savons que {m, N B,: A € A} est I'ensemble de tous les idéaux
maximaux de B, (1°" Pas) et que m,,,N A DN N A = P. Donc

= limNNB, c U{m, NB:A € Ap}.

Par la finitude de A,, nous déduisons que N € m, N B pour un unique A
de Ap. Par la maximalit¢ de N dans B, nous pouvons conclure que
N=m, NB.

La deuxi¢me partie de I'énoncé découle du fait que By = V,.

3¢me pgs. Dans la méme situation et sous les mémes hypothéses du
28m¢ Ppas, pour tout idéal non zéro J de B lensemble {N € Max(B):
N D27} est fini.

Par le 2°™¢ Pas, il suffit de montrer que {A € A: m, N B 2 J} est fini.
Soit y € I' tel que JN B, # (0). Du fait que B, est un anneau de
Dedekind généralisé Min(J N B.) ={q,,q,,...,4,} est fini. Soit p, =
g; N A est soit {M,: 1 < h <t} 'ensemble (fini) de tous les idéaux maxi-
maux de A qui contiennent au moins un des idéaux p;,, 1 <i <s. Soit
A(J) == U{A(M,): 1 < h < 1}. Du fait que A(M,) est fini pour tout A, il
s’ensuit que A(J) est fini. Si N :== m, N B est un idéal maximal de B qui
contient J, alors m, N4 2 p; pour un quelque i (1 <i <s), donc A €
A(J).

Etant B un anneau de Priifer (discret fort), du 3°™ Pas, nous déduisons
que, pour tout idéal non zéro J de B, Min(J) est fini. Nous pouvons
conclure que B est un anneau de Dedekind généralisé (Théoréme 2.7
(viii) = ().

Réciproquement, si B est un anneau de Dedekind généralisé alors,
pour tout A € A, V, est un anneau de valuation discrete forte (Théoréme
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2.7 (i) < (x) et Proposition 2.2 (i) < (iii)). Si A(M) n’est pas fini pour un
quelque M, alors I'idéal MB ne vérifie pas la condition (viii) du Théoréme
27. n

CoroLLAIRE 3.4.  Avec les notations du Théoréme 3.3, supposons que A
soit un anneau de Dedekind et que V), soit un anneau de valuation discréte de
dimension 1. Alors, A(A) est un anneau de Dedekind si et seulement si
A(M) est un ensemble fini, pour tout M € Max(A). g

Le corollaire précédent permet de réobtenir un résultat classique sur la
propriété de Dedekind de la fermeture intégrale d’'un anneau de Dedekind
dans une extension algébrique de son corps de fractions:

CoROLLAIRE 3.5.  Soit A un anneau de Dedekind avec corps de fractions
K et soit L une extension algébrique de K. Soit 7 I’ensemble de tous les
suranneaux de valuation de la fermeture intégrale A de A dans L. Alors, A
est de Dedekind si et seulement si tout V € 77 est un anneau de valuation
discréte de dimension 1 et, pour toutr M € Max(A), 7(M)={Vez:V
domine Ay} est fini. g

THEOREME 3.6. Soit A un anneau de Priifer avec corps de fractions K et
soit X = {X;: i € I} un ensemble d’indéterminées sur K. Soit K(X) = K({ X
i € 1)) le corps des fonctions rationnelles a coefficients dans K. Pour tout
idéal maximal M de A, nous dénotons par v,, la valuation associée a A,,.
Soit v}y, la valuation extension canonique de v,, au corps K(X)[G3, p. 218]
et soit V) ’anneau de valuation de K( X ) associé a vy,. Alors, A* = N{V,;:
M € Max(A)} est un anneau de Priifer discret fort (respectivement,
Dedekind généralisé) si et seulement si A est un anneau de Priifer discret fort
(respectivement, Dedekind généralisé).

Démonstration. 1l est bien connu que A* est ’anneau des fonctions de
Kronecker par rapport a la *-opération banale, I — I* = N{I4,,: M €
Max( 4)} = N{IV: V suranneau de valuation de A} = I, donc A4* est un
anneau de Bézout [G3, Theorem 32.7(b), Theorem 32.11] qui coincide
avec I'anneau de Nagata A(X) = S~ 4[X], ou §:={f € A[X]: I'idéal
engendré par les coefficients de f coincide avec A} [G3, Theorem 33.4,
Theorem 24.7].

Pour montrer que A(X) est un anneau de Priifer discret fort si et
seulement si A est de méme, il suffit de montrer que V;} est un anneau de
valuation discréte forte si et seulement si V), est un anneau de valuation
discréte forte. En effet, tout idéal maximal M* de A* coincide avec
MA* = MA(X), ot M = M* N A est un idéal maximal de A4 et A% =
Vi = A,(X) [G3, Proposition 33.1(3), Corollary 5.3). Soit P* un idéal
premier non zéro de A* et soit P:=P* N A, alors P* c MA* = M*
pour un quelque idéal maximal M de A tel que P ¢ M. 1l est facile de
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voir que A%« = (A pr gy, = (A (X Dp g, x, = Ap(X) et donc PA, #
P?Ap si et seulement si P¥A%. # P*24%, [G3, Proposition 18.7, Proposi-
tion 33.1].

Si A4 est un anneau de Dedekind généralisé alors, pour tout idéal
premier non zéro P* de A*, l'idéal premier non zéro P = P* N A4 est le
radical d’'un idéal de type fini de A. Par conséquent, il est clair que
P* = PA* est aussi le radical d’un idéal de type fini de A*, d’ot 4* est un
anneau de Dedekind généralisé (Théoréme 2.7 (i) = (vi)).

Inversement, supposons que A* soit un anneau de Dedekind généralisé.
Du fait que, pour tout idéal I de A, I4* N A = I [G3, Proposition 33.1
(4)], il est clair que, si Min(1A4*) est fini, alors Min(/) est aussi fini, donc A
est un anneau de Dedekind généralisé (Théoréme 2.7 (i) = (viii)). g

4. ANNEAUX DE DEDEKIND GENERALISES ET PRODUITS FIBRES;
EXEMPLES

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’étudier le comportement
des propriétés d’étre “un anneau de Priifer discret fort” ou “un anneau
de Dedekind généralisé”, dans des carrés cartésiens d’un type standard.

THEOREME 4.1.  Soit B un anneau et M un idéal maximal non zéro de B.
Soit D un sous-anneau du corps résiduel k == B/ M de B dans M et soit u:
B — k la projection canonique. Considérons le produit fibré des homomor-
phismes canoniques:

A=u"'(D) ——D
B

Alors, A est un anneau de Priifer discret fort (respectivement, Dedekind
généralisé) si et seulement si B et D sont des anneaux de Priifer discrets forts
(respectivement, Dedekind généralisé) et k est le corps de fractions de D.

—_—— sk

Démonstration. Dans la situation décrite ci-dessus, il est facile de voir
que M est aussi un idéal de 4 et que 4/ M = D [F, Theorem 1.4]. De
plus, il est bien connu que A est un anneau de Priifer si et seulement si B
et D sont des anneaux de Priifer et k est le corps de fractions de D (cf.
par exemple [F, Proposition 2.2 et Theorem 2.4]). Plus précisément, on sait
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que si P est un idéal premier de A, alors deux cas sont possibles:

1" Cas. Si P 2 M = (A: B), alors PB est un idéal premier de B et
Ap = Bpp.

2¢me Cas. P 2 M. Posons par simplicité D =A/M, P:=P/M et
uy : By — By/ MB), = k. Alors, Ap = u,,'(Dp), en particulier, si P = M
et k est le corps des fractions de D alors A,, = B,,.

Soit &k le corps des fractions de D. Si A4 est un anneau de Priifer discret
fort, alors B et D sont aussi des anneaux de Prifer discrets forts et
réciproquement. En effet, si P € Spec(D) est un idéal premier non zéro
de D, alors P = P/ M avec P € Spec(A) et P D M, donc si P # P? alors
aussi P # P2 Si Q € Spec(B) est un idéal premier non zéro et Q 2 M
alors P := Q N A est un idéal premier de A4 tel que A, = B, (1ef Cas). Si
Q = M et k est le corps des fractions de D alors A4, = B,, (2°™ Cas).
Du fait que PA, # P24, alors OB, + QzBQ. Similairement, on démontre
la réciproque.

Si A est un anneau de Dedekind généralisé alors B est aussi un anneau
de Dedekind généralisé (Théoréeme 2.7 (i) = (x)). Si P =P/ M est un
idéal premier de D, ot P est un idéal premier de 4 et P O M alors P est
le radical d’un idéal de type fini, car P et M sont les radicaux de deux
idéaux de A de type fini. Donc D est aussi un anneau de Dedekind
généralisé (Théoréme 2.7 (i) < (vi)).

Réciproquement, si D et B sont des anneaux de Dedekind généralisés
et si I est un idéal non zéro de A alors les idéaux premiers minimaux de /
sont les images réciproques des idéaux premiers minimaux de ID et IB [F,
Corollary 1.5]. Du fait que Min(/D) et Min(/B) sont finis, il s’ensuit que
Min(7) est fini et donc que A4 est un anneau de Dedekind généralisé
(Théoréme 2.7 (i) = (viii)). g

Le théoréme précédent nous permet de construire plusieurs exemples
d’anneaux de Priifer discrets forts et d’anneaux de Dedekind généralisés,
dont le spectre peut étre facilement décrit. En effet, dans la situation
du Théoréme 4.1, Spec(A) est homéomorphe a la somme amalgamée
Spec(B) LI pecqx,SPec(D) [F, Theorem 1.4].

ExempLE 4.2. Soit p un entier premier et X une indéterminée sur le
corps Q@ des nombres rationnels. Alors

Z + X0[ X] (4.2.1)
Z+ X[ X (4.2.2)
Z.,,+ XQ[X )x (4.2.3)

sont tous des anneaux de Dedekind généralisés de dimension 2. L’anneau
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(4.2.1) a une infinité d’idéaux premiers de hauteur 1. L’anneau (4.2.2) a un
seul idéal premier de hauteur 1 et une infinité d’idéaux maximaux.
L’anneau (4.2.3) est un anneau de valuation discréte forte.

Exemrie 4.3. Soit B un anneau de Dedekind généralisé, ayant K
comme corps de fractions, et soit X une indéterminée sur k. Soit
f(X) € B[X] un polynéme irréductible dans K[X] tel que K[X]/
fIX)K[X] = K. Alors, A, = B + f(X)K[X] et A, =B +
fIX)K[X] 4 xy sont des anneaux de Dedekind généralisés avec dim A, =
dim A, = dim B + 1 (Théoréme 4.1 et [F, Theorem 1.4 et Proposition
2.1D. De plus si B n’est pas un anneau de Bézout, alors A4, et A4, ne sont
pas des anneaux de Bézout. Par exemple soit K = Q(Vd ) une extension
quadratique de Q et soit B la fermeture intégrale de Z dans K. Il est bien
connu que B est un anneau de Dedekind et qu’on peut choisir I'entier d
de facon telle que B ne soit pas de Bézout. Dans ce cas les anneaux A, et
A, sont des anneaux de Dedekind généralisé€s, qui ne sont pas de Bézout.

ExempLE 4.4. Des exemples immédiats d’anneaux de Priifer discrets
forts qui ne sont pas des anneaux de Dedekind généralisés sont donnés
par les anneaux presque-Dedekind non noethériens. Par exemple, I’an-
neau &y des entiers algébriques dans le corps K == Q({5, {5, - - -, pre e ),
oli {, est une p-racine primitive de l'unité et p varie dans I'ensemble des
entiers premiers, est un anneau presque-Dedekind qui n’est pas de
Dedekind, [N]. (Pour d’autres exemples voir [G4]).

Un exemple d’un anneau de Priifer discret fort de dimension 2, qui n’est
pas un anneau de Dedekind généralisé est donné par I'anneau des
polyndmes a valeurs entiéres sur un anneau de Dedekind D avec corps
des fractions K, D # K, et corps résiduels finis dans ses idéaux maximaux:

Int(D) = {f € K[X]: f(D) < D}.

En effet, la noethérianité de D nous assure que Int(D,,) = Int(D),,
pour tout M € Max(D) [CC]. De plus, si V est un anneau de valuation
discréte de dimension 1 et son corps résiduel est fini, alors Int(}) est un
anneau de Prifer de dimension 2 (cf. [Cl1, Appendicel, [Bz], [C2]). Par
conséquent, Int(D) est un anneau de Priifer discret (fort) de dimension 2.
De plus Int(D) n’est pas un anneau de Dedekind généralisé car, dans
cette situation, Spec(Int( D)) n’est pas un espace noethérien [GHL, Theo-
rem 3.1] (Theorem 2.7 (1) = (vii)).

Une autre technique pour construire des exemples d’anneaux de
Dedekind généralisés se base sur 'utilisation du groupe de divisibilité. Par
exemple, si ny, n,,...,n, sont des entiers > 2, si Z" est ordonné lexi-
cographiquement pour 1 <i<s et si G=Z"® 7" ® --- ® 2" est
équipé de l'ordre produit, alors G est un groupe réticulé. Il est bien connu
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qu’il existe un anneau de Bézout 4 dont le groupe de divisibilité
est isomorphe a G, en tant que groupe réticulé (Théoréeme de Krull-
Kaplansky—Jaffard—Ohm [Br, Proposition 1.8]). I est facile de voir que A
est un anneau de Dedekind généralisé semilocal avec Max(A) =
M, M,,...,M}et ht{tM;) = n,, 1 <i < s [Br, Proposition 1.2 et Propo-
sition 1.5].
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