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(Con]erenza tenuta il 3 novembre 1981) 

SUNTO. - -  Si introducono i domini di pseudo-valutazione di tipo n, per ogni 
n >_ 0, i quali risultano particolari domini divisi, nel senso di Akiba [1] e 
Dobbs [8], e generalizzano i r classici �9 domini di pseudo-valutazione di Hed- 
strom-Houston [19]. Si dimostrano varie propriet~ di questi aneUi, quail quella 
di essere seminormali, ma non normali, in generale, e quella di essere r generati ) 
iterando un'operazione di prodotto fibrato di anelli di pseudo-valutazione (che 
estende l'operazione di composizione di anelli di valutazione, cfr. Nagata [25, 
p. 35]). I principali risultati qui ottenuti consistono in una caratterizzazione 
degli anelli di pseudo-valutazione di tipo n tali che l'anello dei polinomi ~ cate- 
nario e nella possibilit~ di costruire esplicitamente un a~uello (di pseudo-valuta- 
zione di tipo n opportuno), R, tale che, presi comunque dub interi d --> e >_ 0, risulti 
dim(R) ---- d, dim(R[X]) ---- d ~ e ~ 1 (cfr. Seidenberg [29]). 

O. - INTRODUCTION. 

Si A es t  un a n n e a u  noeth~r ien ,  W. Kru l l  a m o n t r 4  que  

d i m ( A [ X J ) ~ d i m ( A ) %  1. Success ivemen t ,  A. S e i n d e n b e r g  [29] a 

p rouv~  q u ' u n e  te l le  ~gali t~ es t  enco re  va l ab l e  d a n s  le cas  d ' un  a n n e a u  

de P r f i f e r .  B ien  que  ces deux  c lasses  d ' a n n e a u x  so ien t  t r~ s  d i f f~-  

ren tes ,  les r~su l t a t s  p r e c e d e n t s  on t  ~t~ re t rouv~s ,  en m ~ m e  t e m p s ,  

p a r  P. J a f f a r d  [21] ,  c o m m e  consequence  d ' u n e  ~tude  s u r  la s t r uc -  
t u r e  des cha i ne s  d ' i d~aux  p r e m i e r s  de l ' a n n e a u  A I X ]  ~ p a r t i r  des 

sp~c ia l i sa t ions  des  co rps  de f r a c t i o n s  des a n n e a u x  A / p ,  p p a r c o u r a n t  

l ' e n s e m b l e  des id~aux  p r e m i e r s  de  A (en b r e f ,  Spec(A)) .  P lu s  r~cem-  

merit ,  I. K a p l a n s k y  [22] a t r a i t ~  ces deux  cas  (au  m o i n s )  d ' u n e  

fa~on unifi~e,  au  m o y e n  de la  no t ion  de S ( e i n d e n b e r g ) - a n n e a u  fo r t .  

(*) Classifivaziane AMS (MOS) 1980:13 A 17, 13 A 18, 13 B 25, 13 C 15, 
13 F 95, 13F25. 
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En g~n~ral, il est bien connu que, quel que soit l 'anneau A, on 
a l e s  in~galit~s: 

dim(A)-+- 1 _< d i m ( A [ X ] )  < 2 dim(A) -~ 1 

et que ces in~galit~s ne peuvent  pas ~tre am~lior~es, car  Seidenberg 
[29; Theorem 3, p. 605] a montr~ que: 

( ~ )  S i  d e t e  sont  deux ent iers  dorm,s  d ravance,  d >__ e >_ O, 
alors il  exis te  u n  anneau  A tel  que dim(A)~---d et d i m ( A [ X ] ) - - -  
~ d + e + l .  

La preuve de Seidenberg se fa i t  par  r~currence sur  la dimen- 
sion de l 'anneau A et l'id~e qui est ~ la base de la r~currence re- 
monte  essentiellement ~ la construction donn~e par  Krull [23] d'un 
anneau local int~gre intSgralement clos de dimension 1, qui n 'est  pas 
un annau de valuation. Un tel anneau, fa isant  appel aux notat ions 
plus r~centes mises au point  par  Gilmer dans le contexte des D + /15 
anneaux [16, Appendix 2], peut  s '~crire k + X k ( Y )  [X](x) ,  k ~tant 
un corps et X, Y deux ind~trmin~es sur  k. 

Le but  principal de ce papier  est celui de construire  expliei te-  
merit  des classes d 'anneaux qui v~rifient la propri~t~ ( S )  ci-dessus, 
en exploitant  au maximum les idles originaires de Seidenberg. En 
outre, pour  de tell~s classes d'anneaux, il est montr~ que la pro- 
pri~t~ de l 'anneau de polyn6mes d 'etre catenaire  e.st caract~ris~e 
pa r  le comportement  de la dimension (cf. Th~or~mes 2.1 et 2.2). 

Pour  parveni r  ~ ces r~sultats, nous aurons besoin d ' introduire 
et ~tudier des anneaux qui g~n~ralisent, sous plusieurs aspects, les 
anneaux de (pseudo-) valuation, mais qui, toutefois,  restent  des an- 
neaux divis~s. 

Rappelons qu'un idgal p remier  p d'un anneau int~gre A est 
dit divisg si une quelconque des af f i rmat ions  ~quivalentes suivantes 
est  sa t isfa i te :  

(i) p ~ p A  r ; 

(ii) A ~ A +  p A p  ; 

(iii) le d iagramme d 'homomorphismes canoniques d 'anneaux:  

A ,,, ~ A/p  

Ap )~ R(p) 



SUR QUELQUES CLASSES D'ANNI~AUX DIVIS~S ]81 

est cart~sien, i.e. A ~ ApX k(p) A / p  (k(p)  ~tant le corps r~siduel de 
l'anneau local A p ou, ce qui revient au m~me, le corps de quotients 
de A l p )  (cf. [1], [8], [14]). 

Un anneau divis4 (en bref, DD) est un anneau int~gre dont 
tout id4al premier est divis~. 

Les anneaux divis~s ont 4t~ introduits par T. Akiba [1] sous 
le nom de A V  ( ~  almost valuation)-anneaux. Successivement, une 
~tude syst~matique et approfondie de ce genre d'anneaux a ~t~ 
d~velopp4e par D. Dobbs [8] (surtout en relation aux GD ( ~  going- 
down)-anneaux [12]), auquel on doit aussi la pr~sente d~nomination. 
Signalons que le spectre premier d'un anneau divis~ est totalement 
ordonn4 (cf. [8, Prop. 2.1] et [12, (4.3)]), donc, en particulier, tout 
anneau divis6 est local, et, pour les anneaux locaux int~gralement 
clos, S. McAdam [24, Cor. 11] a montr~ que la notion d'anneau 
divis~ est ~quivalente ~ la notion de GD-anneau. Pour completer les 
informations sur cette classe d'anneaux, nous signalons aussi que 
d'autres propri4t6s et situations ~troitement likes ~ la notion d'id~al 
(et anneau) divis~ ont ~t~ ~tudi~es par Boisen-Sheldon [4] (en rela- 
tion s la structure d'ordre du Spectre premier), Greenberg [17], [18] 
(en relation aux anneaux coh~rents, ~ ceux de dimension globale 2 
(anneaux ~ ombrelle, cf. aussi Vasconcelos [31, p. 384]) et, plus 
g4n~ralement, aux F-anneaux), E. D. Davis [6] (en relation aux 
couples int~gralement clos). Pour d'autres d~tails nous renvoyons 

[14]. 
Les anneaux de pseudo-valuation sont parus explicitement, pour 

la premiere lois, dans un papier de Hedstrom-Houston [19]. Rap- 
pelons que, si A est un anneau int~gre et F est son corps des 
fractions, alors A est appel~ anneau de pseudo-valuation (en bref, 
PVD) si une des conditions ~quivalentes suivantes est satisfaite: 

(i) pour tout p6 Spec(A) et x 6 K \ A ,  x -1 p c_ p ; 

(ii) pour tout p 6 Spec(A) et x 6 K, les id4aux xA et p sont 
comparables: 

(iii) il existe un anneau de valuation (V, m, K~---- V / m )  un 
sous-corps k de K, et un diagramme cart~sien d'homomorphismes 
d'anneaux: 

(D) 

A ~ ~k 

V bK  

u ~tant la projection canonique et v l'inclusion. 
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Dans cette situation, si on identifie A avec son image dans V, 
on a que: 

(a) nl D A-----m est le conducteur  de A r V; donc, en parti-  
culler si m =~ (0), A et V ont le m~me corps de fract ions et, dans 
celui-ci, la m~me cl6ture int~grale complete; 

(b) Spec(V) ~ Spec(A) et, pour tout  ideal premier  de A (ou V) 
p ~ m ,  Ap ~- V~ ; 

(c) si A n'est  pas un anneau de valuation, l 'anneau de valua- 
tion dans (D)  est univoquement d~termin~ par  A, plus exactement :  

g ~ (m:~m)- -~- -  ( A : ~ m ) - - - - - m  -1. 

Pour  la d4monstration des r~sultats ~nonc~s ci-dessus, nous ren- 
voyons aux papiers de Hedstrom-Houston [19, Prop. 1.2], Anderson 
[2, Prop. 4.1], Anderson-Dobbs [3, Prop. 2.6], Dobbs-Fontana [10, 
Th. 1], Fontana  [15, Th. 1.0]. 

L'~tude des anneaux de polynSmes ~ coefficients dans un PVD 
a ~t~ commenc~e dans un papier  ult~rieur pa r  Hedstrom-Houston [20]. 
A cet ~gard, ]e r~sultat principal est une caract~risation des PVDs 
qui sont aussi des S-anneaux for t s  [20; Rk. 2.3, Prop. 2.4, Th. 2.5, 
Rk. 2.6]. 

$ $ $ 

Dans le present  papier, t o u s l e s  anneaux consid~r~s sont com- 
muta t i f s  unitaires. Tout  homomorphisme envoie l'41~ment neu t re  
dans l'~l~ment neutre.  Pa r  sur-anneau d'un anneau int~gre A on 
entend un sous-anneau du corps de fract ions de A qui contient, 
comme sous-anneau, A. 

Pour  terminer ,  je tiens ~ remerc ier  A. Bouvier, F. Burq, 
D. Dobbs et G. Germain pour les conversations stimulantes et utiles 
engag~es pendant  la preparat ion de ce travail.  

1. - A N N E A U X  DE P S E U D 0 - V A L U A T I O N  DE TYPE n .  

Dans ce paragraphe,  nous nous proposons d ' introduire  une classe 
d 'anneaux divis~s, qui contient  la classe des anneaux de pseudo- 
valuation et qui est stable par  l 'ol~rat ion de composition d'apr~s 
Naga ta  [25, p. 35]. Plus pr~cis~ment, soient (A, m, K : - A / m )  et 
(B, n,  k ~ B/n)  deux anneaux de valuation tels que B soit contenu 
dans K, alors l 'anneau R-----A X K B e s t  un anneau de valuation si, 
et  seulement si, K est isomorphe au corps de fract ions de B. Dans 
ce cas, l 'anneau R e s t  appel~ l'anneau de valuation composd de A 
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et B. Se pose naturel lement  la question d'~tudier les anneaux qui 
naissent  de l 'op~ration de produit  fibr~ d 'anneaux de valuation, sans 
la condition que K soit (isomorphe ~) le corps des fract ions de B. 

Tout d'abord, notons que si A est un anneau de valuation (en 
bref,  VD), alors tout  ideal premier  p dans A est divis~ et, en outre, 
il est tel que: 

( A )  A / p  est un VD; 

(V)  Ap est un VD. 

Nous voulons mon t re r  que la question posse au d~but du para-  
graphe  est ~troitement li~e ~ l 'dtude des anneaux divis~s tels que, 
dans l 'une ou l 'autre  des af f i rmat ions  (A),  (V),  on remplace la 
condition d 'etre  un anneau de valuation par  celle d 'e t re  un anneau 
de pseudo-valuation. 

DI~FINITION 1.1. - Un ideal premier  p d'un anneau (int~gre) A 
est appel~ (~}-divis~ [resp., (~.)-divisd] s'il est divis~ et, en outre, 
Alp  est un PVD [resp., VD] et Ap est un VD [resp., PVD]. Si 
Alp  et Ap sont t o u s l e s  deux des PVDs et p e s t  divis4, alors p est 
dit ( $ )-divis& 

I1 est clair que: 

(a) Si A est un anneau qui pos~de un idgal ( $ )-divisd (done, 
en particulier, (~ )-divisd ou (J()-divisd), alors A est un anneau 
(int~gre) divisd (done, local). 

(b) Soil (A, !11) un anneau local int$gre. Alors, les affirma- 
tions suivantes sont dquivalentes entre elles : 

(i) A est un VD [resp., P V D ] ;  
(ii) m est ( ~ )-divisd [resp., ( $ )-divisd, ou ( $)-divisd] ; 

(iii) (0) est (~)-divis$ [resp., (~)-divisd, ou ($)-divisd]. 

(c) So/t (A, m )  un anneau local int~gre (de dimension >__ 1). 
Alors, les affirmations suivantes sont dquivalentes: 

(j) il existe p E S p e c ( A ) \ { m }  tel que p e s t  (~)-divisd; 
(jj) pour tout p E S p e c ( A ) \ { m } ,  p e s t  ( ~ )-divisd; 

( j j j )  A est un PVD. 

En vue de la remarque  (c), il est na ture l  de consid~rer les 
anneaux du type  suivant. 
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D~FINITION 1.2. - Un anneau (local int~gre) R e s t  appel~ un 
anneau de pseudo-valuation de type 1 (en bref,  p1 VD) [resp., de 
type 1 str ict  (en bref, t"1 VD)] s'il existe un ideal premier  p de R 
qui est  ( $ )-divis~ [resp., ( ~ )-divis~]. 

Plus g~n~ralement, pour  tout  n _> 0, l 'anneau R est appel~ un 
anneau de pseudo-valuation de type n (en bref  P" VD) [resp., de 
type n str ict  (en bref,  P,  VD)] s'il existe un ideal premier  divis~ 
p de R tel que R / p  est un P V D  [resp., VD] et Rp est un p,-1 VD, 
off, pa r  convention, on pose 

p-1 VD ~ V D ( ~  Po VD et po VD ~ P V D ) .  

Les implications suivantes sont imm~diates: 

p - 1 V D - - V D - - P o  VD---> po V D ~ P V D  -> P1VD----> p 1 V D  >... 

... >P, VD - -5 .P"  VD ---$P,+ 1VD ----5... - - - )DD,  n >_ O. 

I1 est clair que, dans le cas d'un anneau de dimension finie d, 
on a que P" VD ---~ P~-~ VD, pour  tout  n _> d - -  1. 

Nous allons montrer,  pa r  la suite, que les implications pr~c~- 
dentes ne s ' inversent  pas, en g~n~ral. 

Tout  d'abord, si F c E est une extension propre  alg~brique 
[resp., t ranscendante  pure] de corps et si X est une ind~terminSe 
sur  E, alors il est bien connu que F + X E  [ [X] ] est un po VD non 
int6gralement clos [resp., int~gralement clos] qui n 'est  pas un Po VD 
(cf. pa r  exemple, [15, Cor. 1.4]). 

Le r~sultat suivant  permet  de construire,  ~ discretion, des 
P" VD (ou, des P,  VD) en uti l isant  des constructions du type  D + / ~ ,  
d'apr~s Gilmer [16]. 

TH]~01~MB 1.3. - Soient  A et B deux anneaux locaux int~gres et 
soit k le corps r~siduel de A. Supposons que k coincide avec le corps 
des fractions de B e t  que A soit un  P~VD et B u n  P~ VD [resp. 
P~ VD],  alors l'anneau R dgfini par  le carrd cartdsien: 

(D) 

R= i~k B 

A 

~B f 
v 

u 
, ~ k  
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(u et v grant les homomorphismes canoniques) est un P~+J VD [resp., 
Pi+j VD].  En  outre, si p ~ m  N R o3 m - ~  Ker(u),  alors Rp ~ - A  et 
R / p  ~ B. 

Rgciproquement, si R e s t  un P~ VD [resp., Pn VD],  alors, pour 
tout 0 <_ i, j <_ n avec i -f- j ~ n, on peut trouver un idgal premier 
divis~ p de R tel que Rp est un Pi VD et R / p  est un PJ VD [resp., 
P VD]. 

D~MONSTRATION. (Esquisse). - D a n s  un earr~ eart~sien du type  
( [ ] )  si A e t  B sont  divis~s alors R e s t  divis~, R p ~ A  et R / p ~ - B  
(ef. [14; Th~or~me 1.20, p. 24]). En outre, on peut  montrer ,  par  
r~eurrenee sur  ], que si ~ (--- r est  un ideal premier  divis4 de 
B ( - - R / p )  tel que B / Q  est un PVD [resp., VD] et BQ est un 
PJ-~ VD, alors q est un ideal divis~ dans R tel que R / q  est  un PVD 
[resp., VD], ear  R / q  -~ B/r et R~ est  un /~+J-~ VD, ear les carr~s 
eommutat i fs  suivants  : 

R 

Rq 

R 
P 

B 7> B/r 

f 
>> B~ ,~ k (Q) 

---A > ) k  

sont cart4siens. 

Pour  mont rer  l ' a f f i rmat ion r~ciproque, il suf f i t  de f ixer  i, 
0 _< i < n, et consid~rer y" ~ n - - i .  Si i x  n, alors y" ~ 0 et, doric, 
il su f f i t  de prendre  comme p l'id~al (0) de R. Si i < n, alors on 
raisonne par  r6currence s u r n  (et y') car, par  d6finition, on peut  
t rouver  un ideal premier  (divis~) Po dans R tel que le carr6 com- 
muta t i f :  

R �9 R/po 

R~. - , ~ I1(0o1 

est  cart~sien, R / p o  est  un PVD [resp., VD] et Rro un p~-i  VD. 
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Bien qu'un P~ VD ne soit pas en g~ndral intdgralement clos 
(voir l 'exemple qui suit la D~finition 1.2), toutefois:  

COROLLAIRE 1.4. - Avec les m$mes notations et hypot~ses du 
Th~or~me 1.3, 

(a) R e s t  intdgralement  clos si, et seulement si, A et B sont 
intdgralement elos ; 

(b) Si A est intdgralement  c lose t  si B" est la cl6ture intdgrale 
de B, alors la cl6ture intdgrale de R e s t  isomorphe ~ R'----- A Xk B'. 

DI~MONSTRhTION. Les simples vdrifications sont laiss~es au 
Leeteur.  

Dans toute g~ndralit~ on peut  a f f i r m e r  qu'un P~ VD est toujours  
seminormal (d'apr~s Traverso [30J). En  ef fe t :  

COROLLAIRE 1.5. - Pour tout n >_ O, un P" V D  est un  anneau 
seminormal.  

DI~MONSTRATION. - Pour  n ~  0, le r~sultat est d4jh connu (cf. 
[15, Prop. 1.10]). Le Th~orfime 1.3 permet  de raisonner  par  r~cur- 
rence s u r n  et, alors, le r~sultat ~noncd d~coule faci lement du lemme 
suivant. 

LEMME 1.6. - So/t 
iA r 

R ,  > > B  

A ~ > k  

un r cartdsien d'anneaux int~gres. Supposons que A soit un  PVD, 
que u : A  ~=zk sait la projection canonique de A sur  son ~orps rdsi- 
duel et que k soit le corps des fractions de B. S i  B e s t  seminormal,  
alors R e s t  aussi seminormal.  

DI~MONSTRATION (Esquisse). - Si S ~-> T e s t  une extension enti~re 
d'anneaux, alors le seminormalis~ de S dans T (not4, + S) est le 

r 
plus g rand  sous-anneau S de T contenant  S tel que: 

g rand  sous-anneau ~ de T contenant  S tel que: 

(i) pour tout  p6 Spec(S) il existe un unique p 6 Spec(S) tel 

que p N S ~  p ; 
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(ii) l 'homomorphisme canonique k (p) ~-> I~ (p) est  un isomor- 
phisme. 

I1 est  facile de voir  que tout  sur-anneau de R soit est  un sur- 
anneau de A soit est  contenu dans A (cf. aussi [15, Prop.  1.3 (a)]). 
Pour  conclure, il suf f i t  d 'appliquer les propri~t~s de Spec(R) d~- 
montr~es dans [13, Th. 1.4 et Cor. 1.5]. 

Avant  de donner  d 'autres  applications du Th~or~me 1.3, nous 
allons fa i re  une br~ve pause pour  mont re r  qu'i l  existe des anneaux 
divis~s seminormaux, qui ne sont pas des P~ VD, pour  tout  n >_ 0. 

EXEMPLE 1.7. - Soit K un corps et T une ind6termin6e sur  K. 
L 'anneau R - - ~ K [ T  2 - -  1, T(T ~ - -  1)]r est l 'anneau local (darts 
l 'origine) d 'une courbe af f ine  plane ayan t  dans l 'origine un noeud, 
donc il est  seminormal (cf. pa r  exemple [28]). La clSture int6grale 
de R e s t  R' ,~K[T]~r_~)~K[T]~r+~) .  Doric, les sur-anneaux de va- 
luation (de dimension 1) de R sont  K[T]~r_~) et K[T]r lesquels 
ont le m~me corps r6siduel de R, ~ savoir  K. P a r  cons~luence R 
n 'est  pas un P V D  (ni un P~ VD, pour  tout  n >_ 0, car  P~ VD ~ po VD 
pour  tout  n _> 0, R 6rant un anneau local int~gre de dimension 1). 
Mais, R e s t  t r iv ia lement  un anneau divis6. 

Le r6sultat  suivant  est motiv6 par  la recherche, pour  les P~ VD, 
de l 'existence d 'une condition analogue ~ celle qui lie un anneau de 
pseudo-valuation ~ son sur-anneau de valuation canoniquement asso- 
ci6 (cf. Par .  0). 

COROLLAIRE 1.8. - Si (R, • )  est un pn VD (n >__ 0), alors il eziste 

to~]ours un unique sur-anneau t{ de R, tel que S p e c ( R ) ~  Spec(R) 

et t{ est un  P~ VD. 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  - Pour  ~viter le cas trivial, supposons que R 
n 'est  pas un P~ VD. S i p  est l'id~al premier  non maximal divis~ de 
R tel que R / p  est un P V D  (mais non un VD) et Rp est un p~-i VD, 
alors nous pouvons consid~rer le sur-anneau de valuation canoni- 
quement  associ~ ~ R / p ,  c.-~-d. V ~  ( m / p  : m / p  ) (cf. Par .  0). I1 est 

facile de v~rifier  que l 'anneau /~---R~ X ~  V sat isfa i t  aux pro- 
pri~t~s annonc~es. 

Le prochain th~or~me permet  de donner une description des 
1 ~ VD, en termes des anneaux de pseudo-valuation (classiques), en 
montrant ,  de m~me, que la classe de t o u s l e s  P~ VD, n >_ O, est stable 
par  <~ composition ~. 
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THN01~ME 1.9. - Soit  (R, m )  un P" VD [resp., P.  VD],  n >__ 0. 
On peut  trouver n id4aux premiers  (divisds) dans R 

O o =  (0) c Pl c ... c pn c m = O n + l  

de fa fon  telle que: 

R ~ R ~ X~, (R~ X~, (... (R~-1~-2 X ~ _ I  (R~ -~ X ~  R~+l))...)) 

= Rn+, X~,,, (RUn -1 Xkn_ , (... (R~ X,~, R~ 

oh RI+I ~ R p i + l / p i  R~i+ 1 est un PVD pour 0 <_ i <_ n [resp., pour 

O <_ i <_ n - - 1  et R,~+l est un  VD] et k i =  R(pi) pour l <_ i <_ n + l. 

Rdciproquement,  si R1, Re, . . . ,  1~+1 sont des PVDs tels que le 
corps rdsiduel ki de 1~ contient le corps des fractions Fi+l de Ri+l ,  
pour  l _ i _ n ,  alors ranneau R ~ R 1  Xk, (1~ Xk, (... (1~ Xk, 1~+1)...)) 

est un  P~ VD. Si, de plus, R~+~ est un  VD, mais non un corps, alors 
l 'anneau R est un  P,  VD. 

DI~MONSTEATION (Esquisse). - La  premiere  par t ie  de l'~nonc~ 
d~coule faci lement  en consid~rant  le d i ag ramme  suivant :  

R - >~R I. . >,R 2 --.~ R n-2 
n+s n+l >> " " " +I 

- - ' " "  

f f ; 
. . .  --~k 

n - 2  

Rn.-I 
--~ n+l 

R n - 1  ~ , 
n 

---~k 
n - 1  

n 
>>R 

n+l 

~ k  
n 

�9 o 

! fl f 
0 -~>R2 __._~k 2 

R~ - - ~ k  1 
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dans lequel R~ ~-~Rr~/pjRr~ pour 0 _ < ] _ < i < _ n §  et tous les 

homomorphismes sont canoniques. En effet,  il suf f i t  d 'observer  que 
t o u s l e s  carr~s dans le d iagramme ci-dessus sont cart~siens. 

L 'a f f i rmat ion  r~ciproque peut  ~tre facilement v~rifi~e par  r~- 
currence s u r n  (cf. Th~or~me 1.3), en se reconduisant  (si n~cessaire) 
au cas off le corps r~siduel de R~ coincide avec le corps des f ract ions 
de R~+~, 1 _< i ~< n. (Pour  cela il suf f i t  de remplacer  R~ par  
R ' ~ R ~  ~ F ~ + ~  1 <_ i <_ n). 

Nous nous proposons maintenant  de trouver,  m~me dans le cas 
d'un P" VD, sous certaines conditions, un sur-anneau de valuation 
d'un tel anneau, tel que l'inclusion soit unibranche. 

D~FINITION 1.10. - Soit R u n  P~ VD, n >_ O. Alors, avec les no- 
tat ions du Th~or~me 1.9, R ~ R ~  Xk~ (Re X ~  (... (R.  x~R~+I ) . . . ) )  off 

(R~, In~, ]r est  un PVD,  pour tout  1 _< i ~< n ~- 1. Soit (V~, nt~, K~) 
le sur-anneau de valuation canoniquement associ~ ~ R~ (cf. Par .  0). 
Si, pour  tout  1 <_ i _< n, k~ r K~ est une extension alg~brique de 
corps, alors nous dirons que R e s t  un pn VD algdbrique. 

PROPOSITION 1.11. - Soit  R un P" VD algdbrique, n >__ O. Alors 
il existe un  sur-anneau de valuation V de R tel que R ~-> u est uni- 
branche. 

DI~MONSTRATION (Esquisse). - Avec les notat ions du Th~or~me 
1.9 et de la D~finition 1.10, k~ ~tant isomorphe au corps des frac- 
tions F~+I de R~+I (ou de V~+~), on peut  f ixer  pour i ~ n  un anneau 

de valuation * * Vn+i dans K~ de fagon telle que V~+~ n k~ - -V~+t  et 
, 

V~+I~-~Vn+~ soit unibranche (cf. [16, Th. 16.11 et Th. 17.1]). Soit 

W~ l 'anneau de valuation obtenu par  composition de V~+i et V~ et 

soit W* un anneau de valuation dans K~_~ tel que W~* n k~_t ~ W~ n 

et W~ ~-)Wn* soit unibranche. Pa r  r6currence on a le d iagramme 

la page suivante dans lequel W~ ~ V~ XK~ W~*+x, 1 _< i _< n, et  

V~+~---W~+~. Alors, l 'anneau W~ est un sur-anneau de valuation 

de R tel que R ~-> W~ est unibranche. 

Le r~sultat  pr6c6dent peut  s ' inverser :  

THI~01~ME 1.12. - Soit  (0)---~ ~ o  c ~1 c ... c ~n  C ~n+l ~ l ~  
une cha~ne d'iddaux premiers  d'un anneau de valuation (V, f15 ). 
Notons par  Vi+l l 'anneau de valuation V$i+l/USi V~i+l ,  0 _< i _< n, 
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et par K~+I [resp., F1+1 ( 5  Kt ,  pour 1 _< i ~ n)] son corps rdsiduel 
[resp., son corps des fravtions]. Supposans d'avoir donnd pour tout 
i, 1 <_ i <_ n + 1, un sous-corps ki de K~, tel que K~ soit algdbrique 

sur k , .  Soit  V*+I ~ V~+I A kl et soit k*+l le corps rdsiduel de l'anneau 

R, 
1 

W. 
1 

V ~  �9 
. 1  

�9 -* --~k. 
, ~ 1 - 1  

Ri+l~ 

Wi+ 1 

Vi+ 1 

-.~k. 
l 

~-W* 
i+l 

>>K i 

de valuation V~+I, 0 < i _< n (c/. [16, Th. 16.11]). Supposons que 

ks c ki*, pour 2 <_ j <_ n + 1. Alors il existe un P" VD alg~brique R 
tel que R~-~ V e s t  unibranche et k (~AR) - - - -  k~, 1 ~< i _< n + 1. 

DI~MONSTRATION (Esquisse). - II suffi t  de considdrer les 

PVDs :R~+i ~ V~+l X i+i -- -- ~" kk+l, 1 < i < n ,  R l ~ V 1 X ~  ki E n e f f e t ,  
on a un d iagramme commutat i f  d 'homomorphismes canoniques du 
type suivant :  
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R 

k .v 

v~ -----.~k~* �9 ~v 

~ V  2 ' >K2=F3 n 

V 1 ~ KI.-,F2 

~ n+ 1 
V* .... 
n+l 

l" i 
n+l  

-~k ~n 
~ , ,  k~_ 

--m Kn = Fn+l 

~* ~n+l 
?> k* 

n+Ic..~ 
>> K 

n+l 

Alors, l 'anneau R ~ R ~  X ~  (R~ X~,,(... (R, X~,, R,+~)...)) est  un 

P" VD alg~brique sa t is fa isant  aux propri~t~s annonc4es. 

Nous allons d~crire explicitement quelques exemples de P" VD 
pour  mont re r  (entre autres)  que, en g~n~ral, P,+I VD - - / ~  1:" VD " - / ~  
: / ~  P,, VD. 

EXEMI'LE 1.13. - Soient F u n  corps et {X~[ 0 _< i <_ n}, 
{ Y~I 0 < i _ n} deux families d'ind4termin4es sur  F. Posons:  

F~+l--~-F(Xo, Xi ,  ..., X,_~, Yo, Yi .... , Y,_~), 0 <_ i <_ n, F , , + 2 ~ F  

V~+I~F~+2(X,,_J [Y,_,](y,_~), 0 <_ i <_ n ,  

K~+I ~ F,+2(X,_~) ~ F(Xo,  X1, ..., X,_t,  r~), Yl, ..., Y,-,-1), 

et 

O<__i<.n. 

Donc, pour  tout  i, 

El ~ ... ~ F~ ~ K~ ~ F~+I ~ K~+I ~ F4+2 ~ ... ~ F . + 2  ~ F 

est un anneau de valuation discrete de r~+l. Alors, R~+I ~ F ~ + 2  W 
+ /D~+l est un PVD int~gralement clos non noeth4rien 1-dimension- 

V~+i ~K~+i JF i~+i 0~I i~+i~ Y.-~ V~+i 
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nel, dont le corps des fract ions est F~+~ et le corps r@siduel k~+x coin- 
cide avec F~+~, 0 _< i < n - - 1 .  I1 est facile de v@rifier que ranneau:  

(~ R-~--R, X~, (R, X~, (... (R,, X~,,, V,,+:t)...)) 

- - -  K,,+, + .tll~,,+, + ~ , ,  + ... + i~i 

est un  Pn VD de dimension n Jr 1, qui n'est pax un P~-~ VD. En 
outre, R e s t  un anneau ouvert  (d'apr~s Papick [26, Sec. 3]), donc 
aussi un anneau int~gre localement pqr  (d'apr~s Ramaswamy-Vis-  
wana than  [27, p. 59]), mais il n 'est  pax un  G-anneau for t  (car, 
autrement ,  il serai t  un anneau de valuation [27, Th. 3.5]). En  outre, 
on peut  d~montrer  que R e s t  intdgralement clos (cf. Cor. 1.4), mais 
non compl~tement intdgralement clos, car  la clSture int@grale com- 
pl6te de R coincide avec V~ [16, Lemma 22.5 et Th. 14.5J. 

Si h la place de V~+~ dans (~) on pose R~+z, c.-~-d, si on consi- 
d6re l 'anneau S = F  + ~ + ~  + ... ~-~qb, ,  alors on voit aussit6t 
que S est un  P~ VD, de dimension n + 1, qui n'est pax un  P~ V D  et 
qui vdrifie les m~mes propridtds que l'anneau R ci-dessus. Le  P~ VD 
canoniquement  associ@ ~ S (cL Corollaire 1.8) est exactement  R. 

Pour  obtenir  des exemples de P~ VDs alg@briques, il suf f i t  de 
modif ier  opportun@ment l 'exemple pr~c@dent. 

EXEMPLE 1.14. - Soit F u n  corps et {X~[ 0 < i < n} une famille 
d'ind~termin@es sur  F. Posons: 

X._~), 0 _< i _< n;  F ~ + ~ F ( X o ,  X1,. . . ,X~_~_I, 2 

K ~ + I ~ F ( X o ,  Xx,...,X~_~_x), 0 < i < n - - 1 ,  K,+I---~F; 

X 2 V~+i V,+l ~---K,+I 2 K , + I  -[- t ~ , + 1 ,  1~),+1---~ , [X~-d(x~ ) = -  , , - i  

O < _ i < _ n .  
Donc, 

F~ D ... D F~+~ D K,+~ D F,+~ ~ ... D F . + ~ - - ~ F ( X ~ )  D K.+I ~ F .  

On voit aussit6t que le corps de fract ions de l 'anneau de valuation 
discrete V~+I est F~+I et que R~+~ ~ F~+:-{-/15~+1, 0 _< i _< n -  1, est 
un P V D  noeth~rien, car  son corps r@siduel k~+~ ~ F ~ + 2  est tel que 
k~+~c-->K~+~ est une extension finie [15, Cor. 1.6]. L'anneau:  

(0) R ~ R 1  Xk, (R2 Xk, (... (R~ Xk n V~+O ...)) -- 

-- F + ~ . +  I + N~.  + . . .  + ff~ l 
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es$ un P~ VD alg~brique de dimension n q - 1  (qui n'es$ pas un  
Pn-~ VD). Si T~+I~K~+~ [X,_~](x~_~), 1 <_ i <_ n ,  alors 

V ~ -  V~ •  (T= •  (... (T,, •  T,,+i)...)) 

est un sur-anneau de valuation de R tel quel R ~-> V e s t  unibranche. 

Si, en outre, B ~-> F est  une extension propre  alg6brique de corps 
et R , + ~ E  q- 1~+~,  alors en rempla~ant V,+~ par  R,+~ dans (~ 
nous obtenons un pnVD alggbrique, de dimension n q- 1, qui n'est  pas 
U n  P n  V D .  

EXEMPLE 1.15. - I1 est clair que si on donne a rb i t ra i rement  des 
entiers  n >__ 0, di, d~, ..., d~+i _> 0 et si on pose d ~ d ~  q- d2-k ... ~ d~+l, 
alors il est  possible de construire  explicitement un P" VD de dimen- 
sion d tel que, si 

R ~ R 1  Xk~ (... (R,  Xk~ R~+l)...) 

est sa d6composition canonique en P V D s  (cf. Th6or~me 1.9), alors 
dim(R~) ~-- & ,  1 <_ i _< n § 1. En effet ,  il suff i t  de donner une fa- 
mille de n q- 1 anneaux de valuation { (V~, W3~, K~) I i _ i _< n q- 1 } 
avec d i m ( V 0 ~ d ~  et une famille de corps {k~ l l  < _ i < _ n q - 1 }  de 
fa~on telle que 

F~+i c--> ktc-~ K t ,  1 <_ i <_ n, k,+l r 

F~ ~tant le corps de fract ions de V~. 
Alors, si T~- -  V~ XK~ k~, l 'anneau:  

R = T~ X~, (... (T,  X ~  T,+~)...) 

est un P" VD du type  voulu. 

I1 est  clair  aussi que, pour  tout  entier e, 0 _< e <__ n q- 1, on peut  
fa i re  ainsi que l'annec~u R soit un  P" VD algdbrique de type e, c'est- 
g-dire que exactement  e, parmi les n q - 1  extensions F~+I ~->K~, 
1 <_ i _< n, et  k,+l ~-> K ,+ I ,  sont alg~briques, tandis  que les aut res  
(n q- 1 ) - - e  sont t ranscendentes  pures  

Le r4sultat  suivant  est  motiv6 par  la recherche d 'une descrip- 
tion r interne >> (c.-/i-d. qui fa i t  appel seulement aux propri~t6s al- 
g~briques des 61~ments) d'un P~ VD. A c e  propos, rappelons qu'une 
telle description existe pour  les PVDs.  En effet,  si R est  un anneau 

8~m~ms~o Mo~6ma~r �9 Ft~r - 13 
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int~gre et K est son corps des fractions, alors R est un PVD si, seu- 
lement si, pour tout  p E Spec(R), 

x y E p ,  x, y E K ,  x ~ p - - - - ) y E p  

(cf. [19, Sec. 1]). Plus g~n~ralement, rappelons la d~finition sui- 
vante :  si R est un sous-anneau d'un anneau S, alors R ~-~ S est dite 
une extension forte si, pour  tout  p E Spec(R), 

x y E p ,  x, y E S ,  x r  O- - - ->yE  p. 

Une &ude syst~matique de telles extensions a ~t~ d~velopp~e 
dans [11]. 

PROPOSITION 1.16. - Soit (R, ln) un anneau local int~gre. Alors, 
R e s t  un P- VD si, et seulement si, il existe une cha~ne d'iddaux pre- 
miers dans R: 

(0) c p l c p ~ c . . . c  p ,  c m  

de fa$on telle que la suite d'homorphismes canoniques 

~n ~Sn--1 ~i ~o 
R ~-> Rp, r Ro,_I ~-> ... ~-> Rp, r Rp, ~-> K 

est compos~e par des extensions fortes. 

D I ~ M O N S T R A T I O N .  - On sait que si ~ est un ideal p remier  dans 
un anneau int~gre A, l 'homomorphisme canonique A r A~ est une 
extension for te  si, et seulement si, ~5 est divis~ et A / ~  est un PVD 
[11, Th. 2.3]. La conclusion d&oule ais~ment du Th~or~me 1.9. 

2. - CATENARI~TE ET DIMENSION DES ANNEAUX DE POLYNOMES )~ COEF- 

FICIENTS DANS UN p a  VD. 

Un anneau A est dit  catenaire si, pour  tout  couple d'id~aux 
premiers  p c q dans A, la longueur de chaque chaine satur~e 
d'id~aux premiers  ent re  p e t  q est finie et constante. 

I1 est bien connu que si A est un anneau de valuation de dimen- 
sion finie d, alors dim(A [ X ] ) ~  d + 1 (cf. [3; Th. 3, 4 p. 507-508] 
ou [22, Th. 68]) et A [X] est catenaire  (cf. [5, Cor. 1]). Signalons, 
en passant, que Bouvier-Contessa-Ribenbo'im (1) [5] ont montr~ que 

(1) Pour  une d~monstrat ion directe voi r  aussi  A. B o u v i e r - F .  B u r q -  G. Ger-  
main,  r Un  exemple d 'anneau  ca tena i re  ~, Publ. D~p. Math Lyon 17 (1980), 1-5. 
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la m~me conclusion est valable, plus g~n~ralement, si A est  un 
anneau int~gre de B~zout de dimension finie. Plus  r~cemment (et 
encore plus g~n~ralement) de Souza Doering-Lequain [7] ont  prouv~ 
la catenari~t~ de l 'anneau de polynSmes ~ coefficients dans un an- 
neau int~gre de Prf i fer  de dimension finie. Si A est un PVD de 
dimension finie d et si V e s t  le sur-anneau de valuation canonique- 
merit associ~ s A, alors, compte tenu de [5] et [20, Rk. 2.6], on 
peut  a f f i rmer  que A [X] est catenaire  si, et seulement si, la clSture 
int~grale de A coincide avec V. Dans ce cas d i m ( A [ X ] ) ~  d -5 1, 
tandis  qu'en g~n~ral d i m ( A [ X ] ) ~  d -5 2. 

Darts ce paragraphe,  nous nous proposons d'~tudier la catena- 
ri~t~ et la dimension de l 'anneau A [ X ]  darts le cas oh A est  un 
P~ VD, n >_ 1. 

TH~.0m~ME 2.1. - Soient donnds deux entiers d, e avec d >_ e >_ O. 
Soit  R un p n V D  de dimension d. Alors d i m ( R [ X ] ) ~ - d - s e - 5  1 
si, et seulement si, R e s t  de type algdbrique 8 ~ n -5 1 -  e, avee 
0 _ < e _ < n - 5 1 < _ d .  

D I ~ M O N S T R A T I O N .  - (Esquisse). Notre  preuve se fa i t  par  r~cur- 
rence sur  d ( e t e ) .  

Si d ~ e ~ 0, alors R e s t  un corps et l'~nonc~ est  trivial. 
Supposons d ~ 1 (donc, P~ VD ~ PVD pour tout  n _> 0). Alors, 

dim (R [X] ) - -  2 [resp., 3] si, et seulement si, R e s t  un PVD alg~- 
brique [resp., un PVD qui n 'est  pas alg~brique] (cf. [20; Th. 2.5 
et Rk. 2.6]). 

P a r  r4currence, supposons que d ~> 1 et que l'~nonc~ soit vrai  

pour  tout  P~ VD de dimension _ d - - 1 .  Nous savons que R peut  
~tre obtenu comme produi t  f ibre :  

( D )  

R ~)B 

,F 1 
A ~ k  

oh A [resp., B ] e s t  un I ~ - I V D  [resp., PVD] de dimension d ' < _ d - - i  
[resp., d" >_ 1] et  de type  alg~brique 6' ~--- ( n - - 1 )  -5 1 -  e' (oh 
n > e') [resp., ~ " ~  1 -  e" (oh 0 _< e" _< 1)], le corps k, corps r~si- 
duel de A, est  isomorphe au corps des fract ions de B e t  d ~--- d' -5 d", 
e ~ e' -5 v". En tensor isant  le d iagramme ( [] ) par  - -  | z Z IX],  il 
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n 'est  pas t rop  difficile de mont rer  que le d iagramme commuta t i f  
su ivant :  

R [X] >> B IX] 

A [X] ~ k [X] 

est  encore un carr~ cart~sien et que: 

d im(R [X] ) = dim (A [Z]  ) -5 dim (B [X] ) - -  dim (k [X] ) 

(cf. aussi [13, Sec. 1]). Pa r  l 'hypoth~se de r4currence, 

d i m ( A [ X ] )  ~--- d' - 5 1  -5 e' 

d i m ( B [ X ] )  = d" - 5 1  -5 e" 

donc, en conclusion, 

dim (R [X] )  ~ d' - 5 1  -5 e' -5 d" - 5 1  -5 e " ~  1 ~ d -5 e - 5 1 .  

Pour  tout  d _> e >_ 0, compte tenu du Th~or~me pr~cddent, 
l 'Exemple 1.15 permet  de donner explicitement un anneau (de type  
P" VD) tel que: 

d im(R) ~ d et d i m ( R [ X ] )  ----- d - S e - 5 1 .  

Pour  terminer,  nous allons ~tudier le comportement  des anneaux 
de polynSmes, ~ coefficients dans un P" VD, par  rappor t  ~ la pro- 
pri~t~ de catenari4t~. 

THI~ORI~ME 2.2. - Soit R u n  pn VD de dimension d. Alors, R[X]  
est c~ten~ire si, et seulement si, R est alg~brique (ou, de fagon 
~quivalente, d i m ( R [ X ] ) ~ d  -51 ,  cf. Th. 2.1). 

DI~MONSTRATION. (Esquisse). - Montrons que si R n'est  pas un 
P" VD alg4brique, R IX] ne peut  pas ~tre catenaire. 

Soit 

Po----- (0) cplc...cp~c...cp~cp.+1 ~m 

la cha~ne d'iddaux premiers divisds qui permet de d6composer R 
dans un produit fibr6 de PVDs (cf. Th6or6me 1.9): 

R ~ R~ X ~  (R~ X~, ( . . .  (R~ -1 Xk~ R~+I)...)). 
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Notons par  (V~, m~, K J  le sur-anneau de valuation canoni- 

quement  associ~ au PVD, R~ -~, 1 <_ i _< n ~- 1. Supposons que 

k~ ~ k (:pJ r K~ ne soit pas une extension alg~brique, alors R~ -~ [X] 
n 'est  pas un anneau catenaire  (cf. [20, Rk. 2.6] et aussi Exemple 
2.3). En effet ,  il existe des id~aux premiers  Q, ~ ,  QI,  Q2, ill3 dans 

l 'anneau R~ -~ [X] de fa~on telle que 

~5 

Q 

sont des chaines satur6es d' id6aux premiers  d' in6gales longueurs. 
Donc, si on consid~re la pr~-image dans R IX], par  l 'homomor- 

phisme canonique r : R [ X ]  --> R ~-1~ IX],  du d iagramme d'inclusions 
ci-dessus, alors on t rouve  dans R IX] encore des cha~nes d'id~aux 
premiers  satur~es d'in~gales longueurs. P a r  consequent, R[X] n'est  
pas catenaire. 

R6ciproquement,  on suppose R alg~brique. La preuve se fair 
pa r  r~currence sur  d, le cas d ~ 1 ~tant connu (pour les PVDs). Si 
d > 1, alors ~ l 'aide du Th~or~me 1.3, on peut se reconduire au cas 
of 1 R ~ - A x ~ B  oh A est  un PVD de dimension 1 et B e s t  un p~-I VD 
de dimension d m 1. La  conclusion d~coule du fa i t  que R IX] -~ 
-~ A IX] X~txl B[X] et de quelques remarques  (e) sur  l e r  recolle- 
ment>> des relations d 'ordre  (~--- inclusion ensembliste) dans 
Spec (R[X]  ~ S p e c ( A [ X ] )  r~s~er Spec (B[X] )  [13, Th. 1.4]. 

Finalement,  nous voulons examiner,  dans le d6tail, un simple 
(et classique) exemple pour  aider le Lecteur  ~ mieux comprendre  
quel genre de ph~nom~ne se d6clenche dans le passage du cas alg~- 
br ique au cas t ranscendent  pur, et qui vient a t taquer  la propri6t6 
de catenari~t6 de l 'anneau des polynSmes ~ coefficients dans un 
P~ VD. 

(2) Des d6tails u l t6 r i eu r s  a p p a r a l t r o n t  d a n s  u n  p a p i e r  en  co l labora t ion  
avec A. Bouvier .  



198 M. FONTANA 

EXEMPLE 2.3 (Krull [23], Seidenberg [29]). - Soient k un corps 
et X, Y, T, trois ind4termin4es sur  /r Consid4rons: 

V~--k(X) [Y]cy}~---k(X)+ m oh nl = YV=Yk(X) [Y](y} 

R=k+t., F~-k(X,Y). 

II est bien connu que R est un PVD de dimension 1 int~gralement 
c l o s e t  V est le sur-anneau de valuation (dans F), canoniquement 
associ~ s R. En outre, on sait que V[T] est un anneau catenaire  de 
dimension 2 [29; Th. 4, p. 508]. Nous voulons mont re r  que R [T] est 
un anneau de dimension 3 qui n'est pas c~tenaire. Pour  cela il suff i t  
de r emarquer  que d i m ( R [ T ] ) < _ 2 d i m ( A ) + l = 3  et qu'au dia- 
g r a m m e  commutat i f  d 'homomorphismes canoniques surject i fs  d'an- 
neaux int~gres : 

R [T] 

r ~ [x] R 

R r 

k [X] 

(oh ~z:T~->0, v2:Y~->O, ~I:T~->X, @2:Y~-->0, q~8:X}-->0) 

sont associ4es deux cha~nes satur~es d'id~aux premiers  de R [ T ] :  

= Ker(~ 2 ) 

\ 

~ = Ker(~ o ~ ) = Ker(~ o ~ ~ ~ ) 

K e r ( q ~ 2  o '1 ) = ~ '  

t 
= QI 
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Mais, pour p~n~trer s fond cet exemple, il eat int~ressant de donner 
lea r g6n~rateurs >> des id~aux premiers qui paraissent dans le dia- 
gramme precedent. I1 est facile de voir que: 

e t q u e :  

/13~-(m,T), D=(T), ~2~- m [T] 

(0) ~ c ~,= (YT-- YX)F[T] NR[T] c ~ ~ 

(tandis que ( Y T - -  YX) F[T] N V[T] ---~ ( T - - X )  V[T] ct m [T]). 

SUMMARY. - -  We introduce the pseudo-valuation domains of type n (briefly, 
P~VD), for every n _> 0. They are special divided domains (cf. Akiba [1], 
Dobbs [8]) and generalize the r classical ~ pseudo-valuation domains (cf. Hed- 
strom-Houston [19]). We prove several properties concerning these domains: 
e.g. every P~ VD is seminormal, but  in general not normal; every P~ VD can 
be constructed by a sequence of pull-backs, preserving the flavour of the com- 
position of valuation rings (ef. Nagata [25, p. 35]). The main results of the 
present paper are the following: (a) a characterization of the P~ VDs A such 
that  the polynomial r ing A[X] is catenarian; (b) an ezplbzit construction of a 
class of integral domains (in fact, P~ VDs) R such that,  for every d >_ e _> O, 
dim(R) : d and dim(R[X])---- d + e +  1 (cf. Seidenberg [29]). 
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