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. Sia Dg il gruppo delle isometrie dell’esagono regolare. Mostrare che
Dg & isomorfo al sottogruppo di Sg generato da § = (26)(35) e p =
(123456).

. Mostrare che, per ogni radice primitiva n-sima dell’'unita ¢, I'appli-
cazione (Z,+) — (C*,-) definita da k — ¢* & un omomorfismo di
gruppi ed applicare il teorema fondamentale di omomorfismo.

. Siano A un insieme e (G, ) un gruppo. Indichiamo con F(A,G) 'in-
sieme di tutte le applicazioni f: A — G.

Mostrare che:

(a) (F(A,G),-) ¢ un gruppo con l'operazione definita nel seguente
modo: se f,g € F(A,G), allora fg : A — G ¢ l'applicazione
definita da

(f9)(x) = f(z)g(x).
(b) Se G ¢ finito, ogni f € F(A, G) ha ordine finito.

. Se (G,+) e (G',+) sono gruppi commutativi, allora il sottoinsieme
Hom(G,G") di F(G,G") costituito da tutti gli omomorfismi di G in
G’ ¢ un gruppo commutativo rispetto all’operazione somma puntuale
definita da

(¢ +¥)(x) = ¢(x) + ()
(ed & un sottogruppo di (F(G,G’),+)).

. (facoltativo) Si consideri I'applicazione
a: (Hom(Zy,, Zw),+) — Zp; & — o([1]n).
Mostrare che:

(a) a € un omomorfismo di gruppi iniettivo;
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(b) Im(«) ¢ il sottogruppo di Z,, generato da [m/d|,,, dove d =
MCD(n,m).
Dedurne che (Hom(Z,,,Z,),+) € un gruppo ciclico di ordine d =
MCD(n,m).

. Determinare esplicitamente tutti gli elementi di (Hom(Zsg, Zo1),+) e

(Hom(Zgl, Zgo), +)

Determinare esplicitamente tutti gli elementi di Aut(Zay).

Un sottogruppo H di un gruppo G si dice caratteristico se o(H) = H,
per ogni a € Aut(G).

Mostrare che ogni sottogruppo caratteristico ¢ normale. Mostrare in-
oltre che un gruppo di Klein non ha sottogruppi caratteristici.
Mostrare che il centro di un gruppo € un sottogruppo caratteristico.
Sia GG un gruppo e H un suo sottogruppo di ordine 2. Mostrare che H
e normale in GG se e soltanto se H & contenuto nel centro di G.
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Verificare che a0y, 0 a™ = 74(y), per ogni v, € Int(G) e a € Aut(G).

Dedurne che Int(G) ¢ un sottogruppo normale di Aut(G).

Mostrare che la relazione di coniugio in un gruppo € una relazione di
equivalenza.

Determinare esplicitamente le classi di coniugio di S3, H, Djy.

Sia G' un gruppo e sia x € G un elemento fissato. Mostrare che I'insieme

C(z) = {9 € G|xg = gz} ¢ un sottogruppo di G (tale gruppo si dice
il centralizzante di x in G). Mostrare inoltre che Z(G) = NyeaC(2).

Siano G un gruppo, z € G un elemento fissato e C(x) = {g € G |zg =
gz} il centralizzante di z. Mostrare che g~'xg = h™'zh se e soltanto
se hg™! € C(x).

Dedurne che, se GG ¢ finito, il numero dei coniugati di x divide 'ordine

di G.

Mostrare che in un gruppo due elementi coniugati hanno lo stesso or-
dine.



