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Avvertenza: Svolgere ogni esercizio nello spazio assegnato, senza conseg-
nare altri fogli e giustificando tutte le affermazioni fatte. Non e con-
sentito l'uso di libri, appunti e calcolatrici

1. Sia

1
H= 0 ;a,b,c €7y
0

S = Q
— 0 o

(a) Verificare che H & un sottogruppo del gruppo GL3(Z,) delle ma-
trici invertibili del terzo ordine ad elementi in Z, (rispetto al
prodotto righe per colonne);

(b) Dimostrare che H ¢ isomorfo al gruppo diedrale D, delle isometrie

del quadrato, costruendo esplicitamente un isomorfismo ¢ : H —
Dy.



2. Si consideri I'applicazione
QOZZ—>ZG XZlO; at— ([G]G, [a]lo).

(a) Mostrare che ¢ ¢ un omomorfismo di gruppi;
(b) Determinare il nucleo e I'immagine di ¢;

(c¢) Definire 'omomorfismo canonico indotto da ¢ per il Teorema Fon-
damentale di Omomorfismo.



3. Sia A un anello commutativo unitario. Per ogni ideale I di A, definiamo
il radicale di I come

VI:={ae€A; esisten>1 tale che a" € I}.
(0) := Nil(A) si chiama il nilradicale di A. Mostrare che

(a) VT & un ideale di A contenente I
(b) a € VI se e soltanto se a + I € Nil(A/I);
() VINJ =VINVJ.

Calcolare inoltre il radicale dell’ideale 127 di Z.



4. Si consideri il sottoinsieme di C

A;:{M

5 sm,n el m=n modZ}.

(a) Verificare che A ¢ un sottoanello di C contenente Z[v/—3];

(b) Determinare il gruppo moltiplicativo U(A) degli elementi inverti-
bili di A:

(c) Verificare che U(A) & un gruppo ciclico finito e determinare i suoi
generatori.



5. Siano f(X) = X*+2X3 4+ X2+ X +1,g(X) = X3+ X2 +2X +2 ¢
Zs|X].

(a) Mostrare che I'ideale I := (f(X), g(X)) & principale e determinare
un suo generatore;

(b) Stabilire se le classi modulo I dei polinomi A(X) := X® + X e
k(X) := X? 4+ 2X sono invertibili nell’anello quoziente Z3[X]/I;

(c¢) Determinare gli ideali primi e massimali dell’anello Z3[X]/I.



