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AL2 - Tutorato 6 - Esercizi a casa

Sia G := G; x Gs il prodotto diretto dei due gruppi G; e G3. Mostrare
che
Z(G) = Z(G1) x Z(G3).

Dedurne che G & un gruppo commutativo se e soltanto se G; e G5 sono
entrambi gruppi commutativi.

Sia G := G; x G2. Mostrare che, se Hy, Hy sono sottogruppi di Gy, Gs
rispettivamente, allora H := H; X Hy & un sottogruppo di G. Inoltre H
¢ normale se e soltanto se Hy e Hs sono normali e, quando H; e Hy sono
normali, I’applicazione

G/H — G1/Hy x Go/Hy;  (g1,92)H — (g1 Hy, 92H2)
¢ un isomorfismo.

Verificare che il sottogruppo ((1, 1), (0,2)) di Z x Z non & prodotto diretto
di due sottogruppi di Z.

Mostrare che D,,, n > 3 & prodotto semidiretto di due suoi sottogruppi.

Verificare che D4 non puo essere prodotto diretto di due suoi sottogruppi.

Esplicitare un isomorfismo Dg — Zsy X S3.

Esplicitare un isomorfismo U (Z15) — Zo X Zy.

Verificare che U(Zog) ¢ prodotto diretto interno di due suoi sottogruppi.

Mostrare che, per ogni n > 2, i gruppi Z,2 e Z, X Z, non sono isomorfi.

Data un’azione di un gruppo G su un insieme X, per Y C X l'insieme
St(Y):={¢ge€G; y =y, perogniy €Y}

si chiama lo stabilizzatore di Y in G.

Verificare che St(Y) & un sottogruppo di G.

Sia X :={1,...,5} e Y := {1,5}. Determinare St(Y) in S5.

Sia X un insieme con n elementi e sia Y C X un insieme con k& < n
elementi. Mostrare che St(Y) C S,, & isomorfo a S, _.

Sia A := Q[X1,..., X,]. Mostrare che 'applicazione
Sn X A— A; (O’7 f(Xl, - ,Xn)) = f(Xo(l)a - ,Xg(n))

¢ un’azione di S, su A.

Per n = 3, determinare inoltre le orbite di X1 Xo+ X1 X3 e X1 Xo+ X1 X35+
X5 X3.



