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1. Verificare che l’anello 2Z12 non è unitario, ma il suo sottoanello 4Z12 lo è.

2. Verificare che l’insieme

F =
{(

a −b
b a

)
; a, b ∈ Z3

}
è un campo, rispetto alle usuali operazioni di somma e moltiplicazione di
matrici.

3. Sia d ∈ Z. Mostrare che l’insieme Z[
√

d] := {a + b
√

d ; a, b ∈ Z} è un
sottoanello di C.

4. Determinare il gruppo degli elementi invertibili di Z[i] e Z[i
√

3].

5. Sia A un anello ed a ∈ A. a si dice idempotente se a2 = a, a si dice
nilpotente se esiste un intero n ≥ 2 tale che an = 0.

Mostrare che, se A è commutativo e unitario e a 6= 0, 1:

(a) Se a è nilpotente, allora a è uno zero-divisore;

(b) Se a è idempotente, allora a è uno zero-divisore;

(c) Se a è nilpotente, allora a non è idempotente;

(d) Se a è nilpotente, allora ab è nilpotente, per ogni b ∈ A;

(e) Se u ∈ A è invertibile e a è nilpotente, allora u + ab è invertibile, per
ogni b ∈ A.

6. Sia n ≥ 2 e n = pe1
1 . . . pes

s la sua fattorizzazione in numeri primi.

Mostrare che [a]n ∈ Zn è nilpotente se e soltanto se p1 . . . ps divide a.

7. Determinare gli elementi invertibili, idempotenti e nilpotenti dell’anello
M2(Z2) delle matrici quadrate di dimensione 2 ad elementi in Z2.

8. Sia S un insieme e sia X ⊆ S. Verificare che P(X) = XP(S) è un ideale
di P (S).

9. Sia S un insieme. Mostrare che l’insieme dei sottoinsiemi finiti di S è un
ideale di P(S).

10. Sia H := {z +wj ; z, w ∈ C} l’algebra dei quaternioni reali. Verificare che
l’applicazione

H −→M2(C) ; z + wj 7→
(

w −z
z w

)
è un omomorfismo iniettivo.
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