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1. Trovare un generatore per i seguenti ideali di Z[i]:

a) (74 9i,5—1) ¢) (169 — 13i,9 + Ti)
b) (8 + 6i,—2 + 36i) d) (6 + 4i,8 — 4i)

¢) (10 + 104, 14 + 8i, 39 + 13i)

2. Sia p un numero primo dispari. Dimostrare che le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) p non & un elemento primo di Z[i];
(i) esistono a,b € Z tali che p = a® + b?;
(iii) p =1 mod 4.
3. Sia d un intero diverso da 0 e 1, e consideriamo I'anello Z[v/d]. (se d < 0, Vd :=
iv/—d.) La norma in A & la funzione
N:Z|Vd] — Z
a+ bVd—s a® — bd

a) Dimostrare che z divide N(z) in Z[v/d].

b) Dimostrare che N(zy) = N(z)N(y) per ogni x,y € Z[V/d).

¢) Dimostrare che z & un’unita di Z[v/d] se e solo se N(z) = £1.

d) Siano a, b interi coprimi. Dimostrare che (a4 bvV/d)Z[vVd]NZ = N(a+bVd)Z.
4. Sia d un intero. Dimostrare che il campo dei quozienti di Z[v/d] & Q[v/d].

5. Consideriamo il dominio Z[/—7].
a) Verificare che non esistono elementi di norma 2.

b) Verificare che 2, 1 +v/—7 e 1 — /=7 sono elementi irriducibili di Z[v/—7].
)

)

e) Dimostrare che l'ideale (2,1 + v/—7) non ¢ principale.

Dimostrare che questi tre elementi non sono primi.

Trovare un elemento di Z[v/—7] con due fattorizzazioni distinte.



6. Consideriamo il dominio Z[\/g]
a) Verificare che non esistono elementi di norma 3.
b) Dedurne che 3 ¢ irriducibile in Z[v/5].
¢) Dimostrare che 3 & primo in Z[v/5].



