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AL210 - Esercizi 1: Operazioni

. Si consideri in Z l'operazione definita da

axb:=a®>+b.

- Stabilire se I'operazione x & associativa o/e commutativa;
- Stabilire se esiste in Z un elemento neutro a destra o/e a sinistra

rispetto all’operazione .

. Si consideri in Zg l'operazione definita da

a*xb:=ab— 1.

- Stabilire se (Zg, *) ¢ un gruppo.

. Si considerino le operazioni binarie su Z denotate rispettivamente -, o, A
e definite, per ogni (z,y) € Z x Z, nel modo seguente:

roy=x+y+1; zoy:=lx|+y; zAy:=axy+1
- Per ognuna di queste operazioni stabilire se sono verificate le proprie-
ta: associativa, commutativa, esistenza di elemento neutro.
- Descrivere gli eventuali elementi simmetrizzabili rispetto a ciascuna
delle operazioni.
. Sia X :=7ZxQ C QxQ. Date le seguenti operazioni binarie su Q x Q:
(@) + (@, ) = (a+a,b+ B);  (a,b) e (a,B) := (aa,ab+ap),
dimostrare che:
- Le rispettive restrizioni a X sono operazioni binarie su X;
- + e @ sono associative e commutative su X;
- Esiste in X ’elemento neutro per entrambe le operazioni;
- Vale la proprieta distributiva di e rispetto a +;

-Ogni elemento di X é simmetrizzabile rispetto a + ed esistono elementi
di X che non sono simmetrizzabili rispetto a e.



. Sia X un insieme e P(X) il suo insieme delle parti.

- Dimostrare che 'unione, l'intersezione e la differenza simmetrica A
sono operazioni binarie su P(X).

- Stabilire se 'unione e 'intersezione hanno 1’elemento neutro e deter-
minare, se esistono, gli elementi simmetrizzabili.

- Sia A C X un sottoinsieme non vuoto e P4 := {B: A C B C X}.
Dimostrare che I'unione € una operazione binaria su P,. Stabilire se
esiste ’elemento neutro.

- Dimostrare che esiste I’elemento neutro per A e che ogni elemento di
P(X) & simmetrizzabile rispetto a A.
. Sia X un insieme totalmente ordinato.

- Dimostrare che I'applicazione che associa max(a,b) (risp. min(a, b))
alla coppia di elementi (a,b) € X x X & una operazione binaria su X.
- Stabilire se 'operazione max(a,b) (risp. min(a, b)) ¢ associativa e se
¢ commutativa.

- Determinare condizioni necessarie e sufficienti sull’insieme X affinché
esista l’elemento neutro per 'operazione max (risp. min). Assumen-

do soddisfatte tali condizioni, determinare, se esistono, gli elementi
simmetrizzabili.

- Stabilire se valgono le proprieta distributive di min rispetto a max e
viceversa su X.

- Sia X := {5,7,24,87}. Scrivere la tabella moltiplicativa di X con

I'operazione max e con l'operazione min.

. Stabilire se I'insieme G = {(x,y) € R* | z # 0} & un gruppo rispetto al
prodotto cosi definito: (a,b)(c,d) = (ac,bc + d).

. Sia V' l'insieme dei vettori nello spazio ordinario. Se w € V | sia
Tw:V —V, v —= v+ w, la traslazione definita da w.

Mostrare che I'insieme delle traslazioni T = {7, ; w € V'} & un gruppo
rispetto alla composizione di funzioni.

. Siano

U:={z€C;|z|=1}; V:={ze€C;z" =1 per un opportuno n > 1}.
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Mostrare che U é un gruppo moltiplicativo (sottogruppo di C* := C \
{0}) e che V' ¢ un sottogruppo di U.

Verificare che 'anello 2715 non é unitario, ma il suo sottoanello 4715 lo
e.

Sia A un anello. Verificare che 'insieme M,,(A) delle matrici quadrate
di ordine n a coefficienti in A & un anello non commutativo rispetto alle
usuali operazioni di addizione e moltiplicazione di matrici. Verificare
inoltre che M,,(A) ¢ unitario se e soltanto se lo ¢ A.

Determinare gli elementi invertibili di M,,(Z).

a —b
P (s ) ase)

é un campo, rispetto alle usuali operazioni di addizione e moltiplica-
zione di matrici.

Verificare che

Si considerino le seguenti matrici di GLy(C)

(0D -6 (50

- Verificare che valgono le relazioni:
= =k?=ijk=-1 e ij=k=—ji
Sia
H={al+bi+cj+dk;ab,cdeR}
Se ¢ = al + bi + ¢j + dk poniamo § = al — bi — ¢j — dk.
- Mostrare che H ¢ un sottoanello di My(C). Inoltre, se ¢ # 0, allora
(a®+ b+ +d) g = 1.

Dedurne che H ¢ un anello unitario e integro ma NON commutativo in
cui ogni elemento non nullo ha un inverso.

‘H si chiama 1’algebra dei quaternioni reali.
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Siano i,j,h € GLy(C) le matrici definite nell’esercizio precedente e sia
1 = I, lamatrice unitaria. Mostrare che I'insieme H := {£1, +i, £j, £h}
€ un gruppo non commutativo.

‘H si chiama il gruppo delle unita dei quaternions.

Siano X un insieme e A un anello. Mostrare che I'insieme delle funzioni
AX = {f: X — A}
dotato delle operazioni di addizione e moltiplicazione puntuale:

(f +9)(x) = flz) +g(x); (fg)(x) = f(x)g(x) , per ogniz € X
¢ un anello. Verificare inoltre che A% ¢ commutativo (risp. unitario)
se e soltanto se lo & A.
Se A ¢ un anello, un elemento a € A si dice idempotente se a® = a.
L’anello A si dice booleano se ogni elemento di A é idempotente.
Sia (A;+,-) un anello e B 'insieme degli elementi idempotenti di A.

- Mostrare che se A ¢ un dominio, allora B = {0, 1};

- Determinare B quando A é l'anello delle matrici quadrate 2 x 2 a
coefficienti in Zo;

- Mostrare con un esempio che B non é necessariamente un sottoanello
di A;
- Mostrare che (B; @®, -), dove
rPy=x+y—2zY
¢ un anello booleano.
Sia X un insieme. Mostrare che 'insieme delle funzioni
Zy ={f: X — Zy}
dotato delle operazioni di addizione e moltiplicazione puntuale:

(f+g)(x)=f(x)+gx); (f9)(x)= f(x)g(x), per ogni z € X

¢ un anello unitario booleano.
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Un elemento a di un anello A si dice nilpotente se a* = 0 per qualche
kE>1.

Mostrare che, se n = plfl ...pF ¢ la fattorizzazione di n in numeri primi,
allora a € 7Z, é nilpotente se e soltanto se p; divide a per i = 1,...,s.

Da questo fatto, dedurre che, se p é primo, ogni elemento di Zx é

invertibile oppure nilpotente.

p

Sia A un anello, verificare che 'insieme A[X] dei polinomi a coefficienti
in A é un anello rispetto alle usuali operazioni di addizione e moltipli-
cazione di polinomi. Verificare inoltre che 'anello A[X] & commutativo
(risp. unitario) se e soltanto se lo ¢ A.

Sia A un anello. Mostrare che il polinomio u+aX € A[X] ¢ invertibile
se e soltanto se u ¢ invertibile ed a € nilpotente.

Determinare poi esplicitamente I'inverso del polinomio 5+6X € Z5[X].
Sia d € Z. Mostrare che l'insieme Z[v/d] := {a + bv/d;a,b € Z} & un

sottoanello di C. Determinare poi il gruppo degli elementi invertibili
di Z[i] e Z[iv/3].

Determinare esplicitamente il gruppo degli elementi invertibili dell’a-
nello Z,, per 2 < n < 15.

Dimostrare che 1’anello Z,, delle classi resto modulo n € un campo se e
soltanto se n = p ¢ un numero primo.



