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. Determinare tutti i sottogruppi, e le loro relative classi laterali, dei seguenti
gruppi verificando il teorema di Lagrange: (Z1s,+) ; (U(Z15),-).

. Sia G = {(a,b)\a,be@,a;&O}.

(a) Mostrare che G ¢ un gruppo con 'operazione - definita come:
(a,b) - (¢,d) = (ac,ad + b)

(b) G ¢& abeliano?
(c) Dopo aver verificato che H = {(a, 0)|ae€Qa# O} ¢ un sottogruppo

di GG, descriverne le classi laterali destre e sinistre.

. Mostrare che il gruppo ortogonale speciale di grado n su R, SO,(R) =
{A € GL,(R);det(A) = 1}, & un sottogruppo normale di indice 2 del
gruppo ortogonale O, (R) = {A € GL,(R); A1 = A?}.

. Siano:
N:{((l) ll’)|beR}; H:{(g Z>|a,b,deR,ab7&0}

Dimostrare che N e H sono sottogruppi di GLy(R), N & normale in H,
H non ¢ normale in GLy(R).

. Si considerino i seguenti sottogruppi di Ay :
H = ((12)(34)); Vi := ((12)(34), (14)(23)).

Si dimostri che H ¢ normale in V}, V4 ¢ normale in A4 ma H non ¢ normale
in A4.
. Sia H:={o€S5;y o(1l) =1}

(a) Verificare che H & un sottogruppo di Sy e descriverne le classi laterali
destre e sinistre.

(b) Stabilire se H ¢ normale in Sj.

. Mostrare che ogni sottogruppo del gruppo H delle unita dei quaternioni e
normale.

. Sull’insieme G = Z X Z X Z si definisca 'operazione - ponendo per ogni
(1’7 y’ Z)7 (’U/, ’U, w) 6 G
(fE,y, Z) : (U,’U,UJ) = (.’E + (_1)Zua y+uv, 2+ w)

(a) Dimostrare che G con questa operazione ¢ un gruppo non abeliano.

(b) Dimostrare che il sottoinsieme N = Zx {0} x {0} di G & un sottogruppo
normale di G e che G/N 2 Z x Z.

(¢) Calcolare il centro di G.

. Sia G un gruppo e H un suo sottogruppo di ordine 2. Mostrare che H &
normale in G se e soltanto se H & contenuto nel centro di G.



. Sia G un gruppo commutativo e sia p la relazione su G definita ponendo,
per ogni z,y € G;

1)2 = e.

zpy & (zy~

(a) Provare che p & una relazione di equivalenza.
(b) Verificare che [e], & un sottogruppo normale di G.

(c) Assumendo che [e], = {e}, determinare [z], per ogni z € G.

. Sia G ={z+iy; x,y € Z} esia f : (G,+) — (G,+) Papplicazione
definita da f(z +iy) = x4+ y.

(a) Provare che l'applicazione f & un endomorfismo di G;
(¢) Determinare nucleo ed immagine di f.

(b) Dimostrare che ker(f) & ciclico e trovare un suo generatore.

. Verificare che I'applicazione

rion@ @ 18] )=a

€ un omomorfismo di gruppi.

Determinare ker(f) e descrivere il gruppo quoziente My (Z)/ ker(f).

. Determinare tutti i possibili omomorfismi

Sg—)ZG; Zﬁ—>53.



