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AL210 - Esercizi 7
. Sia A = M,,(K) l'anello delle matrici n x n a entrate in un campo K.

Dimostrare che ogni matrice M € A ¢ invertibile oppure & uno zero-
divisore.

Mostrare con un esempio che cio non e vero se al posto di K si prende Z.

.SiaA::{<8 8>|aeR}

Provare che A ¢ un un campo, sottoanello commutativo di My (R).

. o z W
.SlaH.—{<_w Z>|z,w€@}
(a) Provare che H & un sottoanello di M5(C).

(b) H & commutativo?

(c) Descrivere il gruppo degli elementi invertibili di H.
. Sia £ una radice primitiva n-sima dell’unita e sia
Z[§) :=A{ao + a1€ + a&® + -+ an_1€""' 5 a; € Z}.
Mostrare che Z[¢] & un sottoanello del campo dei numeri complessi. (Per
& =1, Z[i] si chiama V'anello degli interi di Gauss).
. Si consideri I'insieme:

m
A= {2 ez,
1+2n,m,ne

Verificare che A con le usuali operazioni di addizione e moltiplicazioni tra
numeri ¢ un anello commutativo unitario.
Determinare U(A) e dimostrare che A\ U(A) & un ideale di A.

. Siano I e J due ideali in un anello commutativo A. Verificare che:

(&) IJ = {3 e vi¥iswi €L,y € J}, INJT
I+J:={x+y;x€l, ye J} sono ideali di A;

(b) I+ J:=(I'UJ) ¢il piu piccolo ideale contenente I U J;
(c)IJCINnJesel+J=AalloralJ=1INJ.
. Sia A un anello, I'annullatore destro di un elemento a € A ¢ definito come:

Anng(a) = {x € Ajar = 0}. Analogamente si definisce annullatore
sinistro di @ € A come: Anng(a) :={z € A;za =0}

(a) Provare che Anng(a) & un ideale destro di A e Anns(a) & un ideale
sinistro di A.

(b) Se A := M>(R) trovare gli annullatori destri e sinistri di

we(32) 5 (3)

(c) Descrivere gli annullatori degli elementi di A = Z,,.



10.

11.

12.

. Sia A un anello e

Nil(A) ={a € A; a" =0, per qualche n € N}

Iinsieme degli elementi nilpotenti di A.

Mostrare che Nil(A) ¢ un ideale di A. (Nil(A) si chiama il nilradicale di
A).

Nel campo C dei numeri complessi sia definita la seguente relazione:
Vz,w € C,z ~ w se la parte reale di z — w ¢ nulla.

(a) Verificare che ~ ¢ una relazione di equivalenza.

(

b)
(c¢) Dimostrare che la relazione ~ & compatibile con 1’addizione di C.
(d)

Sia K un campo e sia I := {f(X) € K[X]; f(0) = 0}. Mostrare che I &
un ideale di K[X] e descrivere 'anello quoziente K[X]/I.

Descrivere la classe di equivalenza del numero z := (? + z%)Q

Stabilire se la classe di equivalenza di 0 € un ideale di C.

Si consideri ’applicazione
¢:QX] —C;  f(X) = f(D)

Mostrare che ¢ € un omomorfismo di anelli e determinarne il nucleo e
I’immagine.

Considerare 1'applicazione v : My(Z) — Ms(Zsg) tale che
wl( ® b\ ._ [ a(mod8) b (modS8)
c d )\ c¢(mod8 d(mod8) /-

Mostrare che ¥ & un omomorfismo di anelli e determinarne il nucleo e
I'immagine.



