Universita degli Studi Roma Tre
Corso di Laurea Triennale in Matematica, a.a. 2016,/2017
AL210 - Seconda prova di valutazione intermedia
10 Gennaio 2017

Avvertenza: Svolgere il maggior numero di esercizi giustificando tutte le
affermazioni fatte. NNon & consentito 1’uso di alcun ausilio esterno
(libri, appunti, telefono, tablet, computer, calcolatrice...).

Scrivere il proprio nome e numero di matricola su ogni foglio
consegnato

1. Si consideri I'applicazione
a: (GL,(R) x R"\ {0}) — R"\ {0}; (M,v)— M.
Dimostrare che a é un’azione transitiva di gruppi.

2. Determinare gli ideali primi dell’anello quoziente %.

3. Si consideri il sottoinsieme
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dell’anello M3(Z).
(1) Verificare che A ¢ un anello.

(2) Verificare che I'applicazione

f:A—)Zg; (Sxy ?ﬁj)'—}[l’]g

¢ un omomorfismo di anelli.

(3) Determinare il nucleo Ker f e verificare che esso ¢ un ideale princi-
pale.

(4) Stabilire se Ker f ¢ un ideale primo di A.
4. Sia Z[i]| = {z + yi; x,y € Z} Panello degli interi di Gauss e sia I C Z][i]
I'ideale generato da o = —5 + 124.

(1) Stabilire se le classi modulo I degli elementi § = —1+5i ey = 3—5i
sono invertibili nell’anello quoziente A := Z[i]/I.

(2) Mostrare che A ha un unico ideale proprio non nullo J.

(3) Stabilire se A/J é un campo.



5. Dato un anello A, sia Aut(A) l'insieme degli automorfismi di A, ovvero
degli isomorfismi di A in sé.

(1) Dimostrare che Aut(A) ¢ un gruppo rispetto alla composizione di
funzioni.

(2) Dimostrare che 1'unico automorfismo di Z,, (come anello) ¢ l'iden-
tita.
(3) Dimostrare che la mappa

¢: Z[i]| — Z]i]

a+bi—a—0b

¢ un automorfismo di Z[i].

6. Sia I il sottoinsieme di Z[X] formato dai polinomi f(X) = ap+ a1 X +
asX? + -+ ap, X™ tali che 25|ag e 5la;.
(1) Dimostrare che I ¢ un ideale di Z[X].
(2) Stabilire se I ¢ un ideale primo e/o massimale.

(3) Dimostrare che I non ¢ un ideale principale.



