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ESERCIZIO 1. Stabilire se i seguenti insiemi, con le operazioni di somma e prodotto usuali, sono
dei gruppi. Dire eventualmente quali degli assiomi di gruppo sono soddisfatti e quali no.

A:={n*lneN} B:= {%W,m eNeMCD(n,m) = 1}

ESERCIZIO 2. Sia X un insieme. Definiamo su P(X) 'operazione di differenza simmetrica:
AAB = (AN B%) U (A°NB)

Dimostrare che (P(X),A) ¢ un gruppo, e calcolare 'ordine di un generico elemento di P(X).

ESERCIZIO 3. Sia G un gruppo, e sia {H;};.; una famiglia di sottogruppi.
a) Dimostrare che (),.; H; ¢ un sottogruppo di G.
b) Dimostrare che H; U H; ¢ un sottogruppo di G <= H; C H; oppure H; C H;.

EsERCIzIO 4. Un elemento a di un anello si dice idempotente se a?> = a e nilpotente se In € N

tale che ¢ = 0. Sia R un anello commutativo unitario e ¢ € R, mostrare che:
e Se a ¢ nilpotente allora a ¢ uno zero-divisore;
e Se a ¢ idempotente allora 1 — a € idempotente;
e Se a ¢ idempotente e a # 1 allora a ¢ uno zero-divisore;
e Se a ¢ nilpotente e a # 0 allora a non é idempotente;
e Se a ¢ zero-divisore allora lo & anche ab, Vb € R;
e Se a e b sono nilpotenti allora anche a + b & nilpotente;
e Se a € nilpotente allora lo & anche ab, Vb € R;
e Se u € U(R) e a ¢ nilpotente allora u + ab ¢ invertibile Vb € R,

e Fornire un esempio di zero-divisore non nilpotente.

ESERCIZIO 5. Dire se (U(Zas),-) € un gruppo ciclico, e in caso affermativo determinarne i
generatori. Elencare tutti i suoi sottogruppi e dire quali di essi sono ciclici.



ESERCIZIO 6. Scrivere le seguenti permutazioni di Sg come prodotto di cicli disgiunti. Deter-
minarne inoltre I'ordine e la parita.

(143)(2531)(24) (176)(914) (23)(21)(24) (13579)(2468)
(1653)(4368)(879) (13)(1435)(7986)(123)

ESERCIZIO 7. Sia (G, ) un gruppo tale che 22 = 1Vx € G. Si dimostri che G & abeliano.
EsERCIZIO 8. Dimostrare che A4 non ammette sottogruppi di ordine 6.

ESERCIZIO 9. Sia G := (U(Zs), ) e sia G’ := (U(Z12), ). Si provi che sono isomorfi.



