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Esercizio 1. Siano I e J due ideali in un anello commutativo A. Dimostrare che:

• IJ , I ∩ J , I + J sono ideali di A;

• IJ ⊆ I ∩ J ;

• De�nendo (I ∪ J) := {
∑
αi+ βj|α, β ∈ A, i ∈ I, j ∈ J}, ⇒ (I ∪ J) = I + J ;

• se I + J = A, e A è anche unitario, allora IJ = I ∩ J .

Esercizio 2. Sia dato l'insieme R =

{
A ∈M2(R)|A =

(
a 0
0 0

)}
.

• Si dimostri che (R,+, ·) con le usuali operazioni di addizione e moltiplicazione è un anello;

• Veri�care se R è o meno sottoanello unitario di M2(R);

• Dire quali ulteriori proprietà soddisfa (R,+, ·).

Esercizio 3. Sia A =Mn(K) l'anello delle matrici n×n a entrate in un campo K. Dimostrare

che ∀M ∈ A si ha che M è invertibile oppure M è zero-divisore.

Esercizio 4. Dimostrare che ogni dominio �nito è un campo.

Esercizio 5. Siano S 6= ∅ un insieme ed (A,+, ·) un anello. Si de�niscano sull'insieme

AS := {f : S → A : f applicazione} le operazioni di somma e prodotto puntuali:

(f + g)(x) := f(x) + g(x) (f · g)(x) := f(x)g(x)

Si dimostri che:

• (AS ,+, ·) con le operazioni sopra de�nite è un anello;

• Se A è unitario anche AS è unitario;

• Se A è commutativo anche AS è commutativo;

• Fornire un esempio in cui A è un dominio di integrità ma AS non lo è.
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Esercizio 6. Un anello booleano è un anello unitario A tale che a2 = a ∀a ∈ A

• Dire se è vero che se (A,+, ·) è un anello unitario, allora (Idemp(A),+, ·) è un anello

booleano, e in caso contrario fornire un controesempio;

• Si consideri l'operazione ? : a?a′ = a+a′−2(a ·a′) de�nita su un anello unitario (A,+, ·).
Dire se (Idemp(A), ?, ·) è un sottoanello di A, e dimostrare che è un anello booleano;

• Dimostrare che se (A,+, ·) è un anello booleano le operazioni + e ? coincidono;

• Fornire, se esistono:

- un esempio di anello booleano con zerodivisori;

- un esempio di dominio booleano che non sia un campo;

- un esempio di campo booleano.
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