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Esercizi 7 - Ideali radicali e ideali primari

Nel seguito A denota un anello commutativo unitario non nullo, 7, J sono
ideali di A e VI = {a € A; esiste n > 0 taleche a® € I} ¢ il radicale di I.

1. Verificare le seguenti proprieta:

(a) VI = A se e soltanto se I = A;

2. (*) Mostrare che I +.J = A se e soltanto se VI ++v/J = A. Dedurne
che, se I + J = A allora I" + J™ = A, comunque scelti n,m > 1.

3. (*) Supponiamo che A sia un dominio a ideali principali e sia a €
A\U(A). Mostrare che, se a = p1°* ---p,**, n > 1, & la fattorizzazione
di a in elementi primi, allora /(a) = (p1 - - pp)-

Dedurne che I’anello quoziente % ¢ ridotto se e soltanto se a non e

diviso da alcun quadrato.

4. (*) Sia P un ideale primo di A. L’ideale P(™ := P"Ap N A si dice I'n-
sima potenza simbolica di P. Mostrare che P(™ ¢ un ideale P-primario.

5. Sia P un ideale primo di A esia ¢p : A — Ap 'omomorfismo naturale.
Mostrare che:

(a) Ker(¢p) C P;
(b) Se P C @, allora Ker(¢qg) C Ker(ép);

)
(c) v/Ker(é¢p) = P se e soltanto se P & un primo minimale di A;
)

(d) Se P ¢ un primo minimale di A, allora Ker(¢p) & contenuto in
ogni ideale P-primario.



