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Esercizi 9 - Dipendenza integrale

Nel seguito A & un anello commutativo unitario non nullo.

1. Mostrare che Z[ X7, ... ,X,] e F[X;i,...,X,], dove F & un campo, sono
integralmente chiusi.

2. Sia d un intero privo di fattori quadratici. Se a := z 4+ yv/d € Q(v/d),
poniamo @ = z — yV/d.

Mostrare che, se a + a, aa € Z, allora a € intero su Z.

3. Sia B un anello tale che A C B e sia M un A-modulo. Mostrare che
(M:pM)={xe€B;azM C M}
¢ un sottoanello di B (contenente A) ed anche un sottoanello di End4(M).

4. Siano A C B domini di integrita e sia x € B. Mostrare che le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

(a) x & intero su A;
(b) Esiste un sotto A-modulo finitamente generato F' di B tale che
T € (F ‘B F)

Sugg. Usare il ”trucco del determinante” usato per dimostrare il Teo-
rema di Caylay-Hamilton.

Z[X]
X2 +4
Mostrare che A & un dominio integro, con campo dei quozienti Q[z].
Inoltre ¢t = 4/x & intero su A, ma t ¢ A.

5. Sia A :=

= Z[z], dove x denota la classe di X in A.

Dedurne che un anello quoziente di un dominio integralmente chiuso
non e necessariamente integralmente chiuso.



10.

k[X,Y]

. sia A = ———- = k[z,y], dove x e y denotano rispettivamente la

y2 _ X3
classe di X e Y in A.

Mostrare che A & un dominio integro con campo dei quozienti k(x, y).
Inoltre ¢ := y/x & intero su A, ma ¢t ¢ A. Mostrare infine che A = k[t].

Siano A C B domini di integrita. Siano @ € Spec(B), P:= QN Ae
S:=A\P.
Mostrare che:

(a) Ap = AS g BS Q BQ.

(b) Se A = B, allora Ap = Bs C By.
Siano A := R[X? +1], B:=R[X], Q@ := (X?+1)Be P = QN A.
Mostrare che:

(a) A=B;

1
b
(b) X+1
Sia B un anello tale che A C B e sia f(X) € B[X]. Mostrare che,

se tutti i coefficienti di f(X) sono interi su A, allora f(X) & intero su
A[X].

€ Bg \ Ap.

Sia A un dominio di integritd. Mostrare che, se A[X] ¢ integralmente
chiuso, allora A e integralmente chiuso.



