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Prima prova intermedia

Nel seguito A denota un anello commutativo unitario non nullo.

1. Mostrare che se ogni ideale di A diverso da A è un ideale primo, allora
A è un campo.

2. Siano P1, . . . , Pn ⊆ A ideali primi non comparabili e sia I = P1∩· · ·∩Pn.

Mostrare che l’applicazione

A

I
−→ A

P1

× · · · × A

Pn

; a + I → (a + P1, . . . , a + Pn)

è ben posta ed è un omomorfismo iniettivo di anelli.

Verificare inoltre che se A = K[X, Y ], dove K è un campo, e I =
(X) ∩ (Y ) tale applicazione non è suriettiva.

3. Siano I, J1, J2 ideali di A. Mostrare che

I ⊆ J1 ∪ J2 ⇒ I ⊆ J1 oppure I ⊆ J2.

4. Sia G un gruppo abeliano additivo. Se n ≥ 0 è un intero fissato,
poniamo nG := {ng ; g ∈ G}. Verificare che nG è un sottogruppo di
G e che l’applicazione

Z
nZ

⊗Z G −→ G

nG
; (a + nZ)⊗ g 7→ ag + nG

è un (ben definito) isomorfismo di gruppi.

5. Sia S := 〈6, 10〉 ⊆ Z la parte moltiplicativa generata da 6 e 10. Deter-
minare lo spettro primo dell’anello di frazioni ZS.



6. Siano A un dominio di integrità, P1, . . . , Ps ideali primi di A e S =
A \ (P1 ∪ . . . ∪ Ps). Mostrare che

AS = AP1 ∩ . . . ∩ APs

e determinare gli ideali massimali di AS.

7. Siano I un ideale di A e S = 1 + I. Mostrare che IS è contenuto nel
radicale di Jacobson di AS.

8. Sia p ∈ Z un numero primo e si consideri l’ideale M := (p, X) di Z[X].
Mostrare che M è un ideale massimale e che l’ideale I := (p2, X) è
M -primario.


